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МАТЕМАТИКА

УДК 517.55+519.85+519.111.1 DOI 10.18413/2687-0959-2020-52-1-5-10

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ГЛАВНЫХМИНОРОВ ТЕПЛИЦЕВОЙ ЛЕНТОЧНОЙ
МАТРИЦЫ

М. С. Апанович1, А. П. Ляпин2, К. В. Шадрин1

Статья представлена членом редакционной коллегии С. М. Ситником
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г. Красноярск, 660041, Россия

E-mail: marina.apanovich@list.ru, aplyapin@sfu-kras.ru, kvsh_buffon@mail.ru

Аннотация. В работе рассматривается алгоритм, который позволяет вычислить последовательность главных ми-
норов теплицевой ленточной матрицы, ассоциированной с задачей Коши для двумерного полиномиального раз-
ностного оператора с постоянными коэффициентами, с верхней (нижней) шириной ленты равной единице, что
позволит определить невырожденность такой матрицы и, следовательно, сделать выводы о разрешимости задачи
Коши.
Ключевые слова: полиномиальный разностный оператор, задача Коши, разрешимость, ленточная матрица, теп-
лицева матрица, главные миноры.
Благодарности: работа первого автора выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№18-31-00232.
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CALCULATING THE SEQUENCE OF MAIN MINORS OF THE TOEPLITZ BAND MATRIX
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Abstract. In this paper, we consider an algorithm that allows you to calculate the sequence of the main minors of the Toeplitz
band matrix associated with the Cauchy problem for a two-dimensional polynomial difference operator with constant
coefficients, with an upper (lower) band width equal to one, which allows us to determine the non-degeneracy of such a
matrix and, therefore, draw conclusions on the solvability of the Cauchy problem
Key words: polynomial difference operator, Cauchy problem, solvability, band matrix, toeplitz matrix, main minor.
Acknowledgements: The work f the first author is supported by the Russian Federal Property Fund in the framework of
scientific project textnumero 18-31-00232.

For citation: Apanovich M. S., Lyapin A. P., Shadrin K. V. 2020. Calculating the sequence of main minors of the toeplitz band
matrix. Applied Mathematics & Physics. 52(1): 5–10 (in Russian).
DOI 10.18413/2687-0959-2020-52-1-5-10.

1. Введение. Линейные разностные уравнения (уравнения в конечных разностях или рекуррент-
ные уравнения) возникают в различных областях математики. Например, разностные уравнения часто
используются в моделях динамики при моделировании процессов с дискретным временем ([3], [4]), а
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также для приближенного решения дифференциальных уравнений ([10]), в комбинаторном анализе в
сочетании с методом производящих функций дают мощный аппарат исследования перечислительных
задач (см., например, [13], [14]), следовательно, поиск решений таких уравнений является одной из
математических задач, имеющей многочисленные приложения в различных областях науки и техники
[8], [11], [12].

В работе [15] рассмотрен вариант задачи Коши для многомерного разностного уравнения с постоян-
ными коэффициентами, возникающий с задачей о числе путей на целочисленной решетке в перечисли-
тельном комбинаторном анализе. Получена формула, выражающая производящую функцию решения
задачи Коши через производящие функции данных Коши, и найдено решение задачи Коши через ее
фундаментальное решение и данные Коши.

В работе [9] в связи с исследованием разрешимости задачи Коши для двумерного разностностного
оператора вводится понятие ассоциированной матрицы, которая представлеят собой теплицевую лен-
точную матрицу бесконечного порядка, и ее невырожденность является необходимым и достаточным
условием разрешимости задачи Коши, а также было доказано рекурретное соотношение для последо-
вательности главных миноров теплицевой ленточной матрицы.

Данная работа посвящена описанию алгоритма для вычисления последовательности главных мино-
ров теплицевой ленточной матрицы с верхней (нижней) шириной ленты равной единице, что позволит
определить невырожденность такой матрицы и, следовательно, сделать выводы о разрешимости задачи
Коши. Кроме того, приводится пример, иллюстрирующий его работу.

2. Постановка задачи и известные результаты.
Определение 1.Матрица� =

08 9 называется ленточной, если все ненулевые элементы заключены
внутри ленты, образованной между диагоналями, параллельными главной. Если для матрицы � спра-
ведливо: 08 9 = 0 при 8 > 9 + ; и 08 9 = 0 при 9 > 8 + : , то ; называется нижней шириной ленты, : – верхней
шириной ленты. Величина B = ; + : + 1 называется шириной ленты матрицы �.

Оперделение 2. Матрица � называется теплицевой (см., например, [5]), если на всех диагоналях
матрицы

18 9, параллельных главной диагонали и на самой главной диагонали, элементы матрицы
одинаковы: 18 9 = 1 9−8 .

Обозначим через Z2 двумерную целочисленную решетку и Z2> – подмножество этой решетки, состо-
ящее из точек с целыми неотрицательными координатами. Пусть X1 – оператор сдвига по переменной
G1, т.е. X1 5 (G1, G2) = 5 (G1 + 1, G2), а X2 – оператор сдвига по переменной G2, т.е. X2 5 (G1, G2) = 5 (G1, G2 + 1).

Рассмотрим полиномиальный разностный оператор вида

% (X1, X2) =
∑

U1+U26<
2U1,U2X

U1
1 X

U2
2 ,

где 2U1,U2 – постоянные коэффициенты,< – порядок оператора % (X1, X2).
Будем рассматривать разностные уравнения вида

% (X1, X2) 5 (G1, G2) = 0, (G1, G2) ∈ Z2>, (1)

где 5 (G1, G2) – неизвестная функция.
Для точек G = (G1, G2) и ~ = (~1, ~2) решетки Z2 запись G � ~ означает, что найдется 80 ∈ {1, 2} такое,

что G80 < ~80 .
Зафиксируем V = (;, :) такое, что ; + : + 1 =< и 2;,: ≠ 0 и сформулируем задачу Коши:
найти решение разностного уравнения (1), удовлетворяющее условию

5 (G1, G2) = i (G1, G2), (G1, G2) � (;, :). (2)

Переобозначим коэффициенты 2U1,U2 однородной составляющей
∑

U1+U2=<
2U1,U2X

U1
1 X

U2
2 старшей степени

многочлена % (X1, X2):

C−; = 20,<, C−;+1 = 21,<−1, ..., C−1 = 2−;+1,:+1, C0 = 2;,: ,
C1 = 2;+1,:−1, ..., C:−1 = 2<−1,1, C: = 2<,0.

(3)

Ассоциированной с задачей (1) – (2) матрицей будем называть матрицу бесконечного порядка вида:
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T∞ =



C0 C1 C2 · · · C: 0 · · ·

C−1 C0 C1
. . .

... C:
. . .

C−2 C−1
. . .

. . . C2
...

. . .

...
. . .

. . .
. . . C1 C2

...

C−; · · · C−2 C−1 C0 C1
. . .

0 C−; · · · C−2 C−1 C0
. . .

...
. . .

. . . · · · . . .
. . .

. . .


.

Далее обозначим�? – главный минор матрицы T∞ порядка ? . Например, для разностного оператора

% (X1, X2) = C2X31 + C1X1X22 + C0X21X2 + C−1X32 +
∑

U1+U262
2U1,U2X

U1
1 X

U2
2

ассоциированная матрица имеет вид

)∞ =



C0 C1 C2 0 . . .

C−1 C0 C1 C2
. . .

0 C−1 C0 C1
. . .

0 0 C−1 C0
. . .

...
. . .

. . .
. . .

. . .


,

а главные миноры

�1 = C0, �2 =

���� C0 C1
C−1 C0

���� , �3 =

������ C0 C1 C2
C−1 C0 C1
0 C−1 C0

������ , �4 =

��������
C0 C1 C2 0
C−1 C0 C1 C2
0 C−1 C0 C1
0 0 C−1 C0

�������� , ... .
Приведем необходимое и достаточное условие разрешимости задачи Коши (1) – (2) из работы [9]:

задача (1) – (2) имеет единственное решение тогда и только тогда, когда ассоциированная матрица T∞
невырожденная, т.е. для любого ? главные миноры �? ≠ 0. Кроме того, в работе [9] было доказано
рекурретное соотношение для последовательности главных миноров теплицевой ленточной матрицы,
а именно: последовательность �? главных миноров теплицевой ленточной матрицы T∞ с верхней
шириной ленты : = 1 (нижней шириной ленты ; = 1) удовлетворяет рекуррентному соотношению
порядка ; + 1 (: + 1)

�? = C0�?−1 +
;∑
E=1
(−1)E C E1 C−E�?−1−E, ? = 3, 4, ... , ; = 1, 2, ...(

�? = C0�?−1 +
:∑
E=1
(−1)E C E−1CE�?−1−E, ? = 3, 4, ... , : = 1, 2, ...

)
.

3. Описание алгоритма. Для построения последовательности главных миноров теплицевой лен-
точной матрицы нам надо знать:

1) точку V , определяющую количество наддиагоналей и поддиагоналей теплицевой ленточной мат-
рицы, т.е. ширину ленты. Поскольку рекуррентное соотношение для последовательности главных ми-
норов в работе [9] было доказано для теплицевой ленточной матрицы, имеющей одну наддиагональ
или одну поддиагональ, то одна из координат точки V должна быть равна единице.

2) коэффициенты двумерного разностного оператора. Коэффициенты двумерного разностного опе-
ратора задаются квадратной матрицей � , имеющей нижнетреугольный вид.

3) количество элементов последовательности главных миноров, оно может быть много больше,чем
размерость теплицевой ленточной матрицы, построенной по коэффициентам разностного опертора.

Итак, входные данные конечны и имееют вид:
1) точка V = (;, :), где ; = 1 или : = 1;
2) нижнетреугольная матрица � =

(
2U1,U2

)
, U1 = 0, ..., <, U2 = 0, ..., <, размера (< + 1) × (< + 1) из

коэффициентов 2U1,U2 двумерного разностного оператора;
3) количество элементов последовательности главных миноров.
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Отметим, что координаты точек в декартовой системе координат отличаются от координат точек
в «матричной» системе координат и потребуется их перевод из одной системы координат в другую.
Далее необходимо будет проверить, что одна из координат точки V равна единице.

Соответствующий алгоритм размещен по ссылке https://github.com/lyapinap/ALS2020.
4. Пример работы алгоритма. Алгоритм был реализован в среде Matlab 2014 32bit. Вычисления

производились на машине Intel(R) Core(TM) i5-3330S CPU 2.70 GHz, 32bit, ОЗУ 4.00 Гб под управлением
Windows 7 Корпоративная SP1. Время счета для приведенного примера составило менее 1 секунды.

Рассмотрим полиномиальный разностный оператор

% (X1, X2) = 203X32 + 212X1X22 + 221X21X2 + 203X31+
+202X22 + 211X1X2 + 220X21 + 201X2 + 210X1 + 200 .

Фиксируем V = (1, 2), тогда теплицевая ленточная матрица будет иметь одну поддиагональ (; = 1) и две
наддиагонали (: = 2), а ширина ленты будет равна ; + : + 1 = 4.

Зададим матрицу коэффициентов полиномиального разностного оператора % (X1, X2)

� =

©«
203 0 0 0
202 212 0 0
201 211 221 0
200 210 220 230

ª®®®¬ =

©«
1 0 0 0
2 10 0 0
3 9 8 0
4 5 6 7

ª®®®¬ .
Поставим задачу найти первые шесть элементов последовательности главных миноров.
Вектор диагонали матрицы коэффициентов �: 0 =

(
1 10 8 7

)) .
Получение общей теплицевой матрицы.

2>;><=2 =
(
10 1 0 0

))
,

A>F2 =
(
10 8 7 0

))
,

)4 =
©«
10 8 7 0
1 10 8 7
0 1 10 8
0 0 1 10

ª®®®¬ .
Рузультатом работы алгоритма является вектор с главными минорами:(

10 92 847 7804 71908 662577
)
.

Итоговый вектор с шестью первыми элементами последовательности главных миноров не содержит
нулевых элементов, кроме того, каждый следующийэлементпоследовательности большепредыдущего,
таким образом, можно сделать вывод, что задача Коши для рассматриваемого двумерного разностного
оператора разрешима. Для вычисления производящей функции решения задачи Коши для двумер-
ного разностного оператора с постоянными коэффициентами можно воспользоваться программой [7],
принцип работы которой описан в работе [6], а для вычисления решения задачи Коши для двумерного
разностного оператора с постоянными коэффициентами можно использовать программу [1]. Для вы-
числения последовательности главных миноров можно использовать программу [2], принцип работы
которой и описан в данной статье.

5. Заключение. В работе рассмотрен алгоритм вычисления последовательности главных миноров
теплицевой ленточной матрицы, ассоциированной с задачей Коши, для двумерного разностного опе-
ратора и иллюстрирующий его работу пример.
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Аннотация. Данная статья посвящена построению классического решения смешанной задачи для линейного
однородного нестрого гиперболического уравнения четвертого порядка, оператор которого представляет собой
четырехкратную композицию одного и того же оператора первого порядка, с постоянными коэффициентами и
четырехкратной характеристикой. Для корректной постановки данной задачи граничные условия задаются не на
всей боковой границе, что является ее особенностью. Для построения решения используется метод характеристик.
Согласно этому методу, в общем решении исходного уравнения присутствуют четыре неизвестные функции, ко-
торые на области определения находятся из начальных и граничных условий. Классическое решение построено
для случая отсутствия производных младших порядков. Получены достаточные условия гладкости и согласований
граничных условий с начальными условиями и уравнением. Гладкость исходных данных нужна для четырежды
непрерывной дифференцируемости решения. Условия согласования нужны для четырежды непрерывной диффе-
ренцируемости решения на критической характеристике. Доказана теорема существования единственного класси-
ческого решения этой смешанной задачи. Полученные результаты могут быть применены в теории уравнений с
частными производными и в вычислительной математике.
Ключевые слова: нестрого гиперболическое уравнение четвертого порядка, смешанная задача, классическое ре-
шение, метод характеристик, условия гладкости и согласования.
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Abstract. In the work is constructed the classical solution of mixed value problem for not strictly hyperbolic homogeneous
equation of the fourth order with constant coefficients and the multiple characteristics. We use the method of characteristics
to solve this problem. According to this method, general solution of the equation contains the sum of four functions, which
are found from initial and boundary conditions. This general solution is constructed for the both cases: with the presence or
absence derivatives of lower orders. We obtained matching conditions for initial and boundary conditions. These conditions
follow from the requirement of four times continuous differentiability of the solution taking into account smoothness of the
functions. A theorem on the existence of a unique classical solution has been proved. The obtained results can be used in the
theory of differential equations with partial derivatives and in the computational mathematics.
Key words: partial differential hyperbolic equation of the fourth order, initial value problem, boundary value problem,
classical solution, method of characteristics, smoothness and matching conditions.
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Введение. Нестрого гиперболические уравнения обладают рядом особенностей, которые появляют-
ся при постановке и исследовании на разрешимость смешанных задач для них. Среди них наиболее
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изученной является задача Коши. В работе [Иврий, Петков, 1974] получены необходимые условия кор-
ректности задачи Коши для нестрого гиперболических уравнений второго порядка. Некоторые смешан-
ные задачи для уравнений гиперболического типа были исследованы [Sakamoto, 1970]. На возможность
примененияметода характеристик при решении смешанных задач указано в работе [Than,Mikio, Nguen,
2000]. В работах [Ломовцев, Юрчук, 2016] и [Ломовцев, 2019] методом характеристик получены необхо-
димые и достаточные условия корректной разрешимости смешанных задач для нестрого гиперболи-
ческого уравнения второго порядка с двухкратной характеристикой соответственно в первой четверти
и полуполосе плоскости. В этих работах указано на повышение требований гладкости от граничных
с начальными данными и уравнением. В [Чеб, 2017] методом характеристик получено классическое
решение смешанной задачи для нестрого гиперболического уравнения четвертого порядка, оператор
которого представляет собой композицию двух операторов второго порядка.

В данной работе впервые рассматривается смешанная задача для уравнения четвертого порядка
с одной характеристикой кратности четыре. Особенность изучаемой задачи заключается в том, что
граничные условия задаются не на всей боковой границе.

1. Постановка задачи. В области & = (0,∞) × Ω ⊂ R2, R = (−∞, +∞), переменных (C, G) рассмот-
рим относительно функции D (C, G) линейное нестрого гиперболическое уравнение четвертого порядка
с постоянными коэффициентами в предположении, что гиперболический оператор уравнения ! пред-
ставим в виде композиции операторов первого порядка

!D ≡
4∏
8=1

(
m

mC
− 0 m

mG

)
D (C, G) = 0, 0 > 0, (C, G) ∈ &, где Ω = (0, ;), ; > 0. (1)

К уравнению (1) присоединим начальные условия

m 9D

mC 9

���
C=0

= i 9 (G), G ∈ Ω, 9 = 0, 1, 2, 3, (2)

и граничные условия

D (C, 0) = `1 (C),
mD

mG

���
G=0

= `2 (C), C ∈
(
;

0
, +∞

)
, (3)

D (C, ;) = a1 (C),
mD

mG

���
G=;

= a2 (C), C ∈ (0, +∞). (4)

Условия (3)–(4) выбираются таким образом, чтобы смешанная (начально-граничная) задача (1)–(4)
была корректно поставленной по Адамару, т. е. всегда существовало единственное и устойчивое по
исходным данным ее классическое решение. Требуется построить классическое решение D ∈ � (4) (&),
& = [0,∞) × [0, ;], уравнения (1) из класса четырежды непрерывно дифференцируемых функций, удо-
влетворяющих уравнению (1) на & в обычном смысле, а начальным (2) и граничным условиям (3)–(4) в
смысле пределов значения решения D (C, G) во внутренних точках (C, G) ∈ & . Например, для начального
условия (2) при 9 = 0 : ∀G ∈ Ω, ∀(C=, G=) ∈ & , (C=, G=) → (0, G) в R2 при = → ∞ последовательность
D (C=, G=) → i0 (G) в R при = → ∞. Найти достаточные требования гладкости исходных данных i 9
( 9 = 0, 3), `1, `2, a1, a2 и условия согласования между ними и уравнением для корректной разрешимости
поставленной задачи (1)–(4).

2. Решение смешанной задачи. Уравнение (1) имеет одно семейство характеристик G + 0C = � ,
� ∈ R, кратности четыре. Область & разбивается характеристикой G + 0C = ; на две подобласти

& (0) =

{
(C, G) : 0 < C <

; − G
0

, 0 < G < ;

}
, & (1) =

{
(C, G) : C > ; − G

0
, 0 < G < ;

}
,

& = & (0) ∪ & (1) . Эту характеристику G + 0C = ; будем называть критической по аналогии с работой
[Ломовцев, Юрчук, 2016].

Из определения классического решения D ∈ � (4) (&) задачи (1)–(4) вытекают основные обязательные
требования гладкости начальных и граничных данных

i0 ∈ � (4) (Ω), i1 ∈ � (3) (Ω), i2 ∈ � (2) (Ω), i3 ∈ � (1) (Ω),

`1 ∈ � (4)
[
;

0
,∞

)
, `2 ∈ � (3)

[
;

0
,∞

)
, a1 ∈ � (4) [0,∞), a2 ∈ � (3) [0,∞).

(5)

Вычисляя соответствующие производные по C от граничных условий (4) при C = 0, по G из начальных
условий (2) при G = 0, получаем простейшие условия согласования граничных условий (4) с начальными
условиями (2) и уравнением (1):

3Ba1 (C)
3CB

���
C=0

= iB (;),
3Ba2 (C)
3CB

���
C=0

= i ′B (;), B = 0, 1, 2, 3, (6)
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a
(4)
1 (0) = 40i ′3 (;) − 602i ′′2 (;) + 403i

(3)
1 (;) − 0

4i
(4)
0 (;). (7)

Условие согласования (7) вытекает из уравнения (1), начальных условий (2) и первого граничного усло-
вия из (4). Остальные достаточные условия согласования будут получены в процессе доказательства
следующей теоремы.

Теорема. Пусть выполнены требования гладкости начальных и граничных данных i0 ∈ � (7) (Ω), i1 ∈

� (6) (Ω), i2 ∈ � (5) (Ω), i3 ∈ � (4) (Ω), `1 ∈ � (5)
[
;

0
,∞

)
, a1 ∈ � (5) [0,∞), `2 ∈ � (4)

[
;

0
,∞

)
, a2 ∈ � (4) [0,∞), и

выполнены основные условия согласования (6), (7) и дополнительные условия согласования

`8+1
( ;
0

)
=

1
603

[
603i (8)0 (;) + 60

2;i
(8)
1 (;) + 30;

2i
(8)
2 (;) + ;

3i
(8)
3 (;) − 60

3i
(8+1)
0 (;)

]
+

+ 1
603

[
−602;2i (8+1)1 (;) − 30;3i (8+1)2 (;) + 303;2i (8+2)0 (;) + 302;3i (8+2)1 (;) − 03;3i (8+3)0 (;)

]
,

` ′8+1

( ;
0

)
=

1
602

[
602i (8)1 (;) + 60;i

(8)
2 (;) + 3;

2i
(8)
3 (;)

]
+

+ 1
602

[
−602;i (8+1)1 (;) − 60;2i (8+1)2 (;) + ;3i (8+1)3 (;)

]
+

+ 1
602

[
302;2i (8+2)1 (;) − 30;3i (8+2)2 (;) + 302;3i (8+3)1 (;) − 03;3i (8+4)0 (;)

]
,

` ′′8+1

( ;
0

)
=

1
60

[
60i (8)2 (;) + 6;i

(8)
3 (;) − 60;i

(8+1)
2 (;) + 6;2i (8+1)3 (;) − 150;2i (8+2)2 (;)

]
+

+ 1
60

[
;3i
(8+2)
3 (;) + 1202;2i (8+3)1 (;)

]
+

+ 1
60

[
−30;3i (8+3)2 (;) − 303;2i (8+4)0 (;) + 302;3i (8+4)1 (;) − 03;3i (8+5)0 (;)

]
,

`
(3)
8+1

( ;
0

)
=
1
6

[
6i (8)3 (;) + 18;i

(8+1)
3 (;) − 360;i (8+2)2 (;)+9;2i (8+2)3 (;) + 2402;i (8+3)1 (;)

]
+

+1
6

[
−240;2i (8+3)2 (;) + ;3i (8+3)3 (;) − 603;i (8+4)0 (;)+2102;2i (8+4)1 (;) − 30;3i (8+4)2 (;)

]
+

+1
6

[
−603;2i (8+5)0 (;) + 302;3i (8+5)1 (;)−03;3i (8+6)0 (;)

]
, 8 = 0, 1,

`
(4)
1

( ;
0

)
=
0

6

[
24i ′3 (;) − 360i ′′2 (;) + 36;i ′′3 (;) + 2402i

(3)
1 (;) − 840;i

(3)
2 (;) + 12;

2i
(3)
3 (;)

]
+

+0
6

[
−603i (4)0 (;) + 660

2;i
(4)
1 (;) − 330;

2i
(4)
2 (;) + ;

3i
(4)
3 (;) − 180

3;i
(5)
0 (;)

]
+

+0
6

[
3002;2i (5)1 (;) − 30;i

(5)
2 (;) − 90

3;2i
(6)
0 (;)+30

2;3i
(6)
1 (;) − 0

3;3i
(7)
0 (;)

]
,

`
(4)
2

( ;
0

)
− 1
0
`
(5)
1

( ;
0

)
=
0

2

[
−12i ′′3 (;) + 280i

(3)
2 (;) − 8;i

(3)
3 (;) − 220

2i
(4)
1 (;)

]
+

+0
2

[
220;i (4)2 (;) − ;

2i
(4)
3 (;) + 60

3i
(5)
0 (;) − 200

2;i
(5)
1 (;) + 30;i

(5)
2 (;)

]
+

+0
2

[
603;i (6)0 (;) − 30

2;2i
(6)
1 (;) + 0

3;2i
(7)
0 (;)

]
,

a
(5)
1 (0) − 0a

(4)
2 (0) = 602i ′′3 (;) − 1203i

(3)
2 (;) + 110

4i
(4)
1 (;) − 30

5i
(5)
0 (;).

(8)

Тогда в классе функций � (4) (&) смешанная задача (1)–(4) имеет единственное классическое решение

D0 (C, G) = i0 (G + 0C) + C
[
i1 (G + 0C) − 0i ′0 (G + 0C)

]
+ 1
2
C2

[
i2 (G + 0C) − 20i ′1 (G + 0C)+

+02i ′′0 (G + 0C)
]
+ 1
6
C3

[
i3 (G + 0C) − 30i ′2 (G + 0C) + 302i ′′1 (G + 0C) − 03i

(3)
0 (G + 0C)

]
, (C, G) ∈ & (0) ,

(9)

D1 (C, G) =
(; − G)2 (; + 2G)

;3
`1

(
C + ;

0

)
+ G (; − G)

2

;2
`2

(
C + ;

0

)
+

+G
2 (3; − 2G)

;3
a1

(
C − ; − G

0

)
− G

2 (; − G)
;2

a2

(
C − ; − G

0

)
−

−G (; − G)
2

0;2
`
′
1

(
C + ;

0

)
+ G

2 (; − G)
0;2

a ′1

(
C − ; − G

0

)
, (C, G) ∈ & (1) .

(10)

Доказательство. Методом характеристик найдем общий вид классических решений уравнения (1)
на & .
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Лемма.Общее решение уравнения (1) на& из класса� (4) (&) четырежды непрерывно дифференцируемых
функций представляется в виде суммы

D (C, G) = 61 (G + 0C) + C62 (G + 0C) + C263 (G + 0C) + C364 (G + 0C) (11)

четырех произвольных функций 61, 62, 63, 64 ∈ � (4) (R) от аргумента G + 0C , где функции 68 : [0,∞) 3 ~ →
68 (~) ∈ R, 8 = 1, 2, 3, 4.

Доказательство леммы. Сделаем замену переменных b = G + 0C , [ = C в уравнении (1) и приведем

его к каноническому виду
m4D̃

m[4
= 0, где D̃ ([, b) = D (C, G). Интегрируя последнее уравнение четырежды

по переменной [ при каждом фиксированном b , находим D̃ ([, b) = 61 (b) + [62 (b) + [263 (b) + [364 (b).
Возвращаясь здесь к старым переменным, получаем общее решение (11), так как сделанная замена
переменных не вырождена. Лемма доказана.

Из леммы следует, что для того, чтобы решить задачу (1)–(4), нам нужно определить функции 68 ,
8 = 1, 2, 3, 4, так, чтобы выполнялись условия (2)–(4). Классическое решение задачи (1)–(4) в области & (0)
совпадает с классическим решением задачи Коши (1), (2) в & (0) . Найдем ее решение. Удовлетворяя (11)
начальным условиям (2) в указанном выше смысле, получаем систему уравнений

61 (G) = i0 (G), 62 (G) + 06′1 (G) = i1 (G), 263 (G) + 206′2 (G) + 026′′1 (G) = i2 (G),
664 (G) + 606′3 (G) + 3026′′2 (G) + 036

(3)
1 (G) = i3 (G), G ∈ (0, ;).

(12)

Система (12) решается стандартными методами, а именно, из первого уравнения выражаем 61, затем
дифференцируем первое уравнение и подставляем 6′1 во второе, из которого выражаем 62 и т. д. На
каждом шаге получается алгебраическое уравнение. Таким образом, из системы (12) однозначно опре-
деляются функции 61, 62, 63, 64, когда их аргумент ~ ∈ (0, ;). Обозначим их через 6 (0)1 , 6

(0)
2 , 6

(0)
3 , 6

(0)
4 . Тогда

6
(0)
1 (~) = i0 (~), (13)

6
(0)
2 (~) = i1 (~) − 0i

′
0 (~), (14)

6
(0)
3 (~) =

1
2

[
i2 (~) − 20i ′1 (~) + 02i ′′0 (~)

]
, (15)

6
(0)
4 (~) =

1
6

[
i3 (~) − 30i ′2 (~) + 302i ′′1 (~) − 03i (3) (~)

]
. (16)

Следовательно, в представлении (11) по формулам (13)–(16) мы однозначно определили 68 (~), (8 = 1, 4),
когда ~ ∈ (0, ;), и тем самым решили задачу Коши (1), (2). Ее единственным формальным решением
является функция

D0 (C, G) = 6 (0)1 (G + 0C) + C6
(0)
2 (G + 0C) + C

26
(0)
3 (G + 0C) + C

36
(0)
4 (G + 0C), (17)

которая при подстановке в нее выражений (13)–(16) для 6 (0)
8
(~) (8 = 1, 4) совпадает с (9).

Поскольку надо, чтобы D0 ∈ � (4) (& (0) ), то достаточные требования на гладкость начальных функций
имеют вид

i0 ∈ � (7) (Ω), i1 ∈ � (6) (Ω), i2 ∈ � (5) (Ω), i3 ∈ � (4) (Ω). (18)

Как видно, условия (18) отличаются от условий (5). Повышение требований гладкости обусловлено тем,
что уравнение (1) является нестрого гиперболическим. Такая необходимость повышения гладкости была
подмечена при решении смешанной задачи для нестрого гиперболического уравнения второго порядка
в [Ломовцев, Юрчук, 2016].

Как видно из алгоритма вывода формулы (17), задача Коши имеет единственное решение. Решив
задачу Коши, мы нашли классическое решение исходной задачи в области & (0) . Будем искать теперь
классическое решение задачи в & (1) . Для определения функций 68 (~) (8 = 1, 4) на оставшейся области
определения & (1) воспользуемся граничными условиями (3)–(4).

На концах G = 0 и G = ; задаются граничные условия по два на каждом, можно найти поэтому
значения функций 68 (~) (8 = 1, 4). Сначала рассмотрим левую границу G = 0. Подставим в (11) и в его
первую производную по G значение G = 0 и получим систему вида

61 (0C) + C62 (0C) + C263 (0C) + C364 (0C) = `1 (C),
6′2 (0C) + C6′2 (0C) + C26′3 (0C) + C36′4 (0C) = `2 (C).

(19)
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В силу того, что C > ;/0, то аргумент 0C > ;, поэтому система (19) содержит четыре неизвестные функ-
ции. Преобразуем уравнения в (19). Сделаем замену ~ = 0C, первое уравнение продифференцируем по
переменной ~ и вычтем из полученного второе уравнение системы. Система (19) примет вид

61 (~) +
~

0
62 (~) +

(~
0

)2
63 (~) +

(~
0

)3
64 (~) = `1

(~
0

)
,

62 (~) + 2
~

0
63 (~) + 3

(~
0

)2
64 (~) = 0` ′1

(~
0

)
− 0`2

(~
0

)
.

(20)

Перейдем к рассмотрению условий на правой границе G = ; . Удовлетворив (11) условиям (4), получим

61 (; + 0C) + C62 (; + 0C) + C263 (; + 0C) + C364 (; + 0C) = a1 (C),
6′2 (; + 0C) + C6′2 (; + 0C) + C26′3 (; + 0C) + C36′4 (; + 0C) = a2 (C).

(21)

Аналогично, как и в системе (19), сделаем замену ~ = ; + 0C , тогда (21) примет вид

61 (~) +
~ − ;
0

62 (~) +
(~ − ;
0

)2
63 (~) +

(~ − ;
0

)3
64 (~) = a1

(~ − ;
0

)
,

62 (~) + 2
~ − ;
0

63 (~) + 3
(~ − ;
0

)2
64 (~) = 0a ′1

(~ − ;
0

)
− 0a2

(~ − ;
0

)
.

(22)

Таким образом, для определения функций 68 (~) (8 = 1, 4) для ~ ∈ (;,∞), мы получили систему четырех
уравнений (20), (22) с четырьмя неизвестными, решая которую определяем эти функции. Обозначим их
через 6 (1)1 , 6 (1)2 , 6 (1)3 , 6 (1)4 . Тогда

6
(1)
1 (~) =

(; − ~)2 (; + 2~)
;3

`1

(~
0

)
+ ~ (; − ~)

2

;2
`2

(~
0

)
+ ~

2 (3; − 2~)
;3

a1

(~ − ;
0

)
−

−~
2 (; − ~)
;2

a2

(~ − ;
0

)
− ~ (; − ~)

2

0;2
` ′1

(~
0

)
+ ~

2 (; − ~)
0;2

a ′1

(~ − ;
0

)
,

(23)

6
(1)
2 (~) =

60~ (; − ~)
;3

`1

(~
0

)
− 0(; − 3~) (; − ~)

;2
`2

(~
0

)
− 60~ (; − ~)

;3
a1

(~ − ;
0

)
+

+0~ (2; − 3~)
;2

a2

(~ − ;
0

)
+ (; − 3~) (; − ~)

;2
` ′1

(~
0

)
− ~ (2; − 3~)

;2
a ′1

(~ − ;
0

)
,

(24)

6
(1)
3 (~) = −

3(; − 2~)
;3

`1

(~
0

)
− 0

2 (2; − 3~)
;2

`2

(~
0

)
+ 302 (; − 2~)

;3
a1

(~ − ;
0

)
−

−0
2 (; − 3~)
;2

a2

(~ − ;
0

)
+ 0(2; − 3~)

;2
` ′1

(~
0

)
+ 0(; − 3~)

;2
a ′1

(~ − ;
0

)
,

(25)

6
(1)
4 (~) = −

203

;3
`1

(~
0

)
− 0

3

;2
`2

(~
0

)
+ 203

;3
a1

(~ − ;
0

)
−

−0
3

;2
a2

(~ − ;
0

)
+ 0

2

;2
` ′1

(~
0

)
+ 0

2

;2
a ′1

(~ − ;
0

)
.

(26)

Из формул (23)–(26) видно, что функции 6 (1)
8
(8 = 1, 4) в представлении (11) определяются единствен-

ным образом, поэтому формальное решение исходной задачи в области & (1) определяется однозначно
и имеет вид

D1 (C, G) = 6 (1)1 (G + 0C) + C6
(1)
2 (G + 0C) + C

26
(1)
3 (G + 0C) + C

36
(1)
4 (G + 0C), (27)

где6 (1)
8
, 8 = 1, 4, находятся по формулам (23)–(26). Подставив их, после преобразований получимформулу

(10). Из-за нестрогой гиперболичности уравнения (1) для того, чтобы D1 ∈ � (4) (& (1) ) достаточно гладко-
сти граничных данных `8 , a1 на единицу больше, чем указано в (5). Из вывода формулы (27) вытекает
единственность решения (10) этой граничной задачи.

Решение D (C, G) в области& определяется двумя формулами: D0 (C, G), если (C, G) ∈ & (0) , и D1 (C, G), если
(C, G) ∈ & (1) . Теперь нужно показать, что на характеристике G + 0C = ; решения (9) и (10) непрерывны и
имеют непрерывные производные до четвертого порядка включительно, т. е. выполняются следующие
соотношения:

D0 (C, ; − 0C) = D1 (C, ; − 0C),
mBD0

mCB

���
G=;−0C

=
mBD1

mCB

���
G=;−0C

,
mBD0

mGB

���
G=;−0C

=
mBD1

mGB

���
G=;−0C

, B = 1, 2, 3, 4,

m2D0

mCmG

���
G=;−0C

=
m2D1

mCmG

���
G=;−0C

,
m3D0

mC2mG

���
G=;−0C

=
m3D1

mC2mG

���
G=;−0C

,
m3D0

mCmG2

���
G=;−0C

=
m3D1

mCmG2

���
G=;−0C

,

m4D0

mC3mG

���
G=;−0C

=
m4D1

mC3mG

���
G=;−0C

,
m4D0

mC2mG2

���
G=;−0C

=
m4D1

mC2mG2

���
G=;−0C

,
m4D0

mCmG3

���
G=;−0C

=
m4D1

mCmG3

���
G=;−0C

.
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Выполнение этих соотношений приводит к дополнительным условиям согласования (8). Покажем,
как получаются эти условия. Рассмотрим условие непрерывности функций D0 и D1 на G + 0C = ; :

(D0 − D1) (C, ; − 0C) = i0 (;) − a1 (0) + C
[
0a2 (0) + i1 (;) − a ′1 (0) − 0i ′0 (;)

]
+

+1
2
C2

[
−20
;2

(
30`1

( ;
0

)
+ 0;`2

( ;
0

)
− 30a1 (0) + 20;a2 (0)−;` ′1

( ;
0

)
− 2;a ′1 (0)

)]
+

+1
2
C2

[
i2 (;) − 20i ′1 (;) + 02i ′′0 (;)

]
+ 1
6
C3

[
i3 (;) − 30i ′2 (;) + 302i ′′1 (;) − 03i

(3)
0 (;)

]
+

+1
6
C3

[ 602
;3

(
20`1

( ;
0

)
+ 0;`2

( ;
0

)
− 20a1 (0) + 0;a2 (0) − ;` ′1

( ;
0

)
− ;a ′1 (0)

)]
.

Данное соотношение имеет вид�+�C +�C2+�C3. Преобразуем его с учетом условий согласования (6)–(7).
Это условие непрерывности примет вид

(D0 − D1) (C, ; − 0C) =

=
1
2
C2

[
−20
;2

(
30`1

( ;
0

)
+ 0;`2

( ;
0

)
− 30i0 (;) − 2;i1 (;) + 20;i ′0 (;) − ;` ′1

( ;
0

))]
+

+1
2
C2

[
i2 (;) − 20i ′1 (;) + 02i ′′0 (;)

]
+ 1
6
C3

[
i3 (;) − 30i ′2 (;) + 302i ′′1 (;) − 03i2 (;)

]
+

+1
6
C3

[ 602
;3

(
20`1

( ;
0

)
+ 0;`2

( ;
0

)
− 20i0 (;) − ;i0 (;) − ;` ′1

( ;
0

)
− 0;2i ′0 (;)

)]
.

Далее, учитывая линейную независимость функций 1, C, C2, C3, потребуем, чтобы коэффициенты при C и
C2 обращались в нуль. Получаем первые два уравнения системы

i2 (;) − 20i ′1 (;) + 02i ′′0 (;) −
20
;2

(
30`1

( ;
0

)
+ 0;`2

( ;
0

)
− 30i0 (;) − 2;i1 (;) + 20;i ′0 (;) − ;` ′1

( ;
0

))
= 0,

i3 (;) − 30i ′2 (;) + 302i ′′1 (;) − 03i2 (;) +
602

;3

(
20`1

( ;
0

)
+ 0;`2

( ;
0

)
− 20i0 (;) − ;i1 (;) − ;` ′1

( ;
0

)
−

−0;2i ′0 (;)
)
= 0.

Аналогично рассматриваются все оставшиеся соотношения. Каждое соотношение записывается в
виде полинома третьей степени, учитывая вид решений (9), (10). Затем его коэффициенты упрощаются
за счет условий (6), (7), после чего они приравниваются к нулю. Получается система уравнений, которую
решаем относительно ` (8)1 (;/0), 8 = 0, 5, ` (8)2 (;/0), 8 = 0, 4, a (5)1 (0), a

(4)
2 (0). Ее решение и есть условия (8).

Устойчивость решения D0 по i 9 , 9 = 0, 1, 2, 3, в & (0) и D1 по `8 , a8 , 8 = 1, 2, в & (1) непосредственно следует
из формул (9) и (10). Теорема доказана.

Замечание. В процессе решения смешанной задачи (1)–(4) использовались средства компьютерной
алгебры – система Mathematica 11: для проверки решений D0, D1 и проверки дополнительных условий
согласования (8).

Заключение. В работе построено единственное классическое решение смешанной задачи в полупо-
лосе для линейного нестрого гиперболического однородного уравнения четвертого порядка, оператор
которого представляет собой произведение одинаковых операторов первого порядка. Получены доста-
точные требования гладкости входныхданныхидостаточныеусловия согласования граничныхусловий
с начальными условиями и уравнением.

Благодарность. Авторы выражают благодарность доктору физико-математических наук, профес-
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Аннотация. В работе рассматриваются только конечные группы. Изучаются свойства решетки всех функторно
замкнутых частично тотально композиционных формаций. Доказано, что для любого подгруппового функтора g
решетка 2gl∞ всех g-замкнутых тотально l-композиционных формаций является алгебраической. Кроме того, уста-
новлена индуктивность данной решетки. В качестве следствия основного результата установлены алгебраичность
и индуктивность решетки 2g?∞ всех g-замкнутых тотально ?−композиционных формаций, а также решетки 2g∞ всех
g-замкнутых тотально композиционных формаций.
Ключевые слова: конечная группа, формация групп, тотально l-композиционная формация, решетка формаций,
g-замкнутая формация, алгебраическая решетка, индуктивная решетка.
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Abstract. All groups considered in the paper are assumed to be finite. Further, l denotes some nonempty set of primes, and
g is a subgroup functor in the sense of A.N. Skiba. Recall that a formation is a class of groups that is closed under taking
homomorphic images and finite subdirect products. The paper studies properties of the lattice of all closed functorially totally
partially saturated formations. We prove that for any subgroup functor g , the lattice 2gl∞ of all g-closed totally l-composition
formations is algebraic. Furthermore, we prove that the lattice mentioned above is inductive. In particular, we show that the
lattice 2g?∞ of all g-closed totally ?-composition formations and the lattice 2g∞ of all g-closed totally composition formations
are both algebraic and inductive. Thus, new classes of algebraic and inductive lattices of formations are found.
Key words: finite group, formation of groups, totally l-composition formation, lattice of formations, g-closed formation,
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Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Мы будем использовать терминоло-
гию, принятую в работах Л. А. Шеметкова, А. Н. Скибы и других авторов [Шеметков, 1978; Шеметков,
Скиба, 1989; Doerk, Hawkes, 1992; Скиба, 1997; Скиба, Шеметков, 2000; Воробьев, 2012].

Понятие формации было введено В. Гашюцом [Gaschuts, 1963] в связи с разработкой общих методов
отыскания подгрупп в конечных разрешимых группах. Класс конечных групп называют формацией,
если он замкнут относительно взятия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений. В
той же работе В. Гашюца был впервые выделен важный для приложений класс насыщенных форма-
ций и предложен способ конструирования такого рода формаций при помощи специальных функций.
Установленная А. Н. Скибой [1986] модулярность решетки всех формаций, а также решетки всех насы-
щенныхформаций, стала основой виспользованиирешеточныхметодов для решениямногих открытых
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вопросов теории формаций конечных групп. Основные результаты структурной теории формаций из-
ложены в книгах Л. А. Шеметкова, А. Н. Скибы и других авторов [Шеметков, Скиба, 1989; Doerk, Hawkes,
1992; Скиба, 1997; Guo, 2000; Ballester-Bolinches, Ezquerro, 2006; Воробьев, 2012]. Ряд свойств решетки всех
тотально насыщенных формаций установлен в работах А. Н. Скибы, Н. Н. Воробьева и других авторов
[Cкиба, 1997; Воробьев, 2000; Сафонов, 2007; Сафонов, 2008; Сафонов, 2010]. Изучению свойств решетки
всех тотально композиционных формаций посвящены работы А. А. Царева [Tsarev, 2018a; Tsarev, 2019].

В 1999 году в теории формаций А. Н. Скибой и Л. А. Шеметковым был предложен подход, использу-
ющий идеи частичной [Шеметков, 1984] и кратной (тотальной) [Скиба, 1987] насыщенности формации,
объединенные в понятии =-кратно (тотально) l-насыщенной формации [Скиба, Шеметков, 1999]. Даль-
нейшимразвитиемидейирезультатов теорииформацийявилосьперенесениеданногоподходана более
широкий класс частично композиционных формаций [Скиба, Шеметков, 2000]. Особая роль частично
тотально насыщенных (композиционных) формаций обусловлена прежде всего тем, что большинство
наиболее известных конкретных классов конечных групп являются частично тотально насыщенными
(композиционными) формациями, и поэтому они наиболее часто применяются в различных приложе-
ниях теории классов конечных групп. Изучение ряда свойств решетки частично тотально насыщенных
формаций проведено в работах В. Г. Сафонова и других авторов [Сафонов, 2004; Сафонов, Сафонова,
2014; Сафонов, Сафонова, 2017; Щербина, Сафонов, 2019а, б]. Тем не менее в настоящее время решетка
(частично) тотально композиционных формаций является одной из менее изученных решеток форма-
ций конечных групп. Об этом свидетельствует ряд открытых вопросов, поставленных в работах А. Н.
Скибы, Л. А. Шеметкова и других авторов [Скиба, Шеметков, 2000; Skiba, Vorob’ev, 2013; Tsarev, Vorob’ev,
2018]. В теории частично композиционных формаций А. Н. Скибой и Л. А. Шеметковым [2000] была
установлена модулярность и алгебраичность решетки всех =-кратно L−композиционных формаций
при любом натуральном =, а также поставлена следующая проблема: алгебраична ли решетка 2L∞ всех
тотально L-композиционных формаций (см. проблема 1 [Скиба, Шеметков, 2000]).

В совместной работе А. А. Царева и Н. Н. Воробьева [Tsarev, Vorob’ev, 2018] поставлены вопросы об ал-
гебраичности и индуктивности решетки 2gl∞ всех g-замкнутых тотально l-композиционных формаций
(см. вопрос 5.5(1) и (2) [Tsarev, Vorob’ev, 2018]).

В данной работе мы даем положительные ответы на эти вопросы: доказано, что решетка 2gl∞ всех
g-замкнутых тотально l-композиционных формаций алгебраична (теорема 3.1), а также установлена
индуктивность указанной решетки (теорема 2.2).

1. Предварительные сведения. В дальнейшем l , c обозначают некоторые непустые множества
простых чисел, ? и @−некоторые простые числа,  h �−полупрямое произведение группы  с некото-
рой группой операторов� этой группы. Для каждого множества простых чисел c через c ′ обозначается
множество P \ c , где P−множество всех простых чисел. Символ c (�) обозначает множество всех раз-
личных простых делителей порядка группы � , c (X)−объединение множеств c (�) для всех групп � из
X. Для произвольного класса группF ⊇ (1) символ �F обозначает пересечение всех таких нормальных
подгрупп # , что �/# ∈ F, символ �F−произведение всех нормальных F-подгрупп группы � . Симво-
лом (1) обозначается класс всех единичных групп. СимволыG,Gc , N? ,Sc и Nc обозначают класс всех
групп, c-групп, ?-групп, разрешимых c-групп и нильпотентных c-групп соответственно. Если c = ∅,
то, по определению,G∅ = N∅ = S∅ = (1).

Полагают
$? (�) = �N?

, $c (�) = �Gc
'l (�) = �Sl

, �? (�) = �G?′N?
.

Символ �? (�) обозначает пересечение централизаторов всех тех главных факторов группы � , чьи
композиционные факторы имеют простой порядок ? (если в группе� нет таких факторов, то полагают
�? (�) = �).

Неединичная группа � называется монолитической, если в ней имеется лишь одна минимальная
нормальная подгруппа (монолит группы �). Для произвольной совокупности групп символ (X) обо-
значает абстрактное замыкание X, т. e. класс всех групп, изоморфных группам из X. Символы K(X)
и Com(X) обозначают класс всех тех простых групп и соответственно класс всех тех простых абелевых
групп, которые встречаются в качестве композиционных факторов некоторых групп из X.

Класс всех простых групп мы обозначаем символом ℑ. Для произвольного класса простых групп T

через T′ обозначено множество ℑ \ T. Для произвольного непустого класса простых групп L через L+
обозначена совокупность всех абелевых групп из L, через L−−совокупность всех простых неабелевых
групп из L [Скиба, Шеметков, 2000].

Для произвольного класса простых групп T символ � (T) обозначает класс всех таких групп, у кото-
рых все композиционные факторы принадлежат T. По определению, единичные группы принадлежат
� (T).

Пусть 5 − произвольная функция вида

5 : l ∪ {l ′} → {формации групп}, (1)
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где 5 (l ′) ≠ ∅ (формационная l-функция).
Следуя [Скиба, Шеметков, 2000], сопоставим функции 5 класс групп

��l (5 ) =
(
� | �/'l (�) ∈ 5 (l ′) и �/�? (�) ∈ 5 (?) для всех простых c (Com(�)) ∩ l

)
.

Для любой функции 5 вида (1) класс ��l (5 ) является формацией. Если формация F такова, что
F = ��l (5 ) для некоторой функции вида (1), то F называется l-композиционной или разрешимо l-
насыщенной формацией с l-композиционным спутником 5 [Скиба, Шеметков, 2000]. Если при этом все
значения 5 лежат вF, то 5 называется внутренним (или приведенным) спутником.

Пусть {58 | 8 ∈ � }−произвольный набор l-композиционных спутников. Через ∩
8∈�
58 обозначают такой

l-композиционный спутник 5 , что 5 (0) = ∩
8∈�
58 (0) для всех 0 ∈ l∪{l ′}. Пусть 5 иℎ−l-композиционные

спутники. Тогда полагают 5 6 ℎ, если 5 (0) ⊆ ℎ(0) для всех 0 ∈ l ∪ {l ′}.
Согласно замечанию 1 [Скиба, Шеметков, 2000] любая l-композиционная формация F имеет такой

l-композиционный спутник � , что � (l ′) = F и � (?) = N?� (?) ⊆ F для всех ? ∈ l , и, кроме того, для
произвольного внутреннего l-композиционного спутника 5 формации F имеет место 5 6 � . Спутник
� называется каноническим l-композиционным спутником формацииF.

ПустьX−произвольная совокупность групп, ?−простое число. Тогда полагают (см.[Скиба,Шеметков,
2000]):

X(�? ) =
{
form (�/�? (�) | � ∈ X), если ? ∈ c (Com(X)) ∩ l,
∅, если ? ∈ P \ (Com(X)) ∩ l.

Пусть �, � – группы, i : � → � – эпиморфизм, Ω и Σ – некоторые системы подгрупп в � и
� соответственно. Тогда через Ωi обозначается множество {�i | � ∈ Ω}, а через Σi

−1 – множество
{�i−1 | � ∈ Σ} всех полных прообразов в � всех групп из Σ.

Пусть X – произвольный непустой класс групп и всякой группе � ∈ X сопоставлена некоторая
система ее подгрупп g (�). Говорят, что g – подгрупповой X-функтор в смысле А. Н. Скибы [1997] (или,
иначе, g-подгрупповой функтор наX), если для всякого эпиморфизма i : �→ �, где�, � ∈ X, выполнены
включения (g (�))i ⊆ g (�), (g (�))i−1 ⊆ g (�) и, кроме того, для любой группы� ∈ X имеет место� ∈ g (�).
Если X = G – класс всех групп, то символ X опускают и говорят просто о подгрупповом функторе. Через
S(�) обозначают совокупность всех подгрупп группы � , через S= (�) – совокупность всех нормальных
подгрупп группы � . Подгрупповой функтор g называется тривиальным, если g (�) = {�}, единичным,
если g (�) = S(�) для любой группы� . Класс группF называется g-замкнутым, если g (�) ⊆ F для любой
группы � ∈ F.

Будем рассматривать только такие подгрупповые функторы g , что для любой группы� все подгруп-
пы, входящие в g (�), субнормальны в� . Напомним, что решеткой называется частично упорядоченное
множество !, в котором любые два элемента имеют точную нижнюю грань, обозначаемую G ∧ ~, и точ-
ную верхнюю грань, обозначаемую G ∨~ [Биркгоф, 1984, с. 18]. Решетка ! называется полной, если любое
ее подмножество - имеет в ! точные верхнюю и нижнюю грани. Подрешеткой решетки ! называется
подмножество . ⊂ ! такое, что если 0 ∈ . , 1 ∈ . , то 0 ∧ 1 ∈ . и 0 ∨ 1 ∈ . . Подрешетка решетки сама
является решеткой с теми же операциями объединения и пересечения. Элемент 0 решетки ! называется
компактным, если из 0 6 ∨(G 9 | 9 ∈ � ) следует 0 6 ∨(G 9 | 9 ∈ � ) для некоторого конечного подмноже-
ства � ⊂ � . Решетка ! называется алгебраической, если каждый элемент 0 ∈ ! является объединением
компактных элементов решетки !.

Непустую совокупность формаций Θ называют полной решеткой формаций [Cкиба, 1997; Скиба,
Шеметков, 2000], если пересечение любой совокупности формаций из Θ снова принадлежит Θ и во
множестве Θ имеется такая формация F, что ℌ ⊆ F для любой формации ℌ ∈ Θ. Формации из Θ
называют Θ-формациями. Спутник 5 называется Θ-значным, если все его значения принадлежат Θ.
Символом Θl2 обозначается совокупность всех формаций, которые обладают l-композиционным Θ-
значным спутником.

Полная решетка формаций Θ называется частичной алгеброй формаций (см. [Cкиба, 1997]), если для
любого простого числа ? и для любой формацииF ∈ Θ имеет местоN?F ∈ Θ. Полная решетка формаций
Θ называется индуктивной (см. [Cкиба, 1997]), если для любого набора {F8 | 8 ∈ � } формацийF8 ∈ Θl2 и
для любого набора {58 | 8 ∈ � } внутренних l-композиционных Θ-значных спутников, где F8 = ��l (58 ),
имеет место

∨Θl2 (F8 | 8 ∈ � ) = ��l (∨Θ (58 | 8 ∈ � )).
А. Н. Скибой введены кратно локальные формации [Cкиба, 1987]. Следуя данной концепции, любая

формация считается 0-кратно l-композиционной, а при = > 1 формация F называется =-кратно l-
композиционной, если F = ��l (5 ), где все значения 5 являются (= − 1)-кратно l-композиционным
формациями [Скиба, Шеметков, 2000]. ФормацияF называетсятотальноl-композиционной, если она =-
кратно l-композиционна для всех =. Если при этом формацияF является g-замкнутой, тоF называется
g-замкнутой =-кратно l-композиционной и соответственно g-замкнутой тотально l-композиционной.
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Символом 2gl∞ обозначают совокупность всех g-замкнутых тотально l-композиционных формаций.
Если l = P, то вместо символа 2gP∞ используют символ 2g∞, обозначая совокупность всех g-замкнутых
тотально композиционных формаций.

Если g-тривиальный подгрупповой функтор, то вместо символа 2l∞ для обозначения совокупности
всех тотально l-композиционных формаций обычно используют символ 2l∞.

ПустьX− некоторая совокупность групп. Через 2gl∞ formX обозначают пересечение всех g-замкнутых
тотально l-композиционных формаций, содержащих X. Формацию 2gl∞ formX называют g-замкнутой
тотальноl-композиционнойформацией, порожденной совокупностью группX. ЕслиX = {�}, то2gl∞ formX =

2gl∞ form� называют однопорожденной g-замкнутой тотально l-композиционной формацией.
Для любых g-замкнутых тотально l-композиционных формацийM и ℌ полагают

M ∨g2l∞ ℌ = 2gl∞ form (M ∪ℌ).

При этом для обозначения верхней грани в решеткaх 2g∞ и 2l∞ будем использовать символы ∨g2∞ и ∨l2

∞
соответственно.

Ввиду теоремы 1.6.4 [Воробьев, 2012, с. 70] множество всех g-замкнутых тотально l-композицион-
ных формаций 2gl∞ , частично упорядоченное по включению, относительно операций ∩ и ∨g2l∞ является
полной решеткой формаций.

l-Композиционный спутник, все значения которого суть 2gl∞-формации, называется 2
g
l∞-значным.

Пусть {58 | 8 ∈ � }− некоторая система 2gl∞-значных спутников. Тогда через∨
g2

l∞ (58 | 8 ∈ � ) обозначается
такой спутник 5 , что 5 (0) = 2gl∞ form ( ∪8∈� 58 (0)) для всех 0 ∈ l ∪ {l ′}, если по крайней мере одна из
формаций 58 (0) ≠ ∅. В противном случае полагают 5 (0) = ∅.

Пусть {58 | 8 ∈ � }−набор всех l-композиционных 2gl∞-значных спутников формацииF. Тогда в силу
леммы 2 [Скиба, Шеметков, 2000] 5 = ∩

8∈�
58− l-композиционный 2gl∞−значный спутник формации F,

называемый минимальным.
В дальнейшем нам понадобятся некоторые известные факты теории формаций конечных групп,

которые мы сформулируем в виде следующих лемм.
Лемма 1.1. [Скиба, Шеметков, 2000]. Пусть X− непустая совокупность групп, F = Θl2 form (X), c =

c (Com(F)) ∩ l , и пусть 5 −минимальный l-композиционный Θ−значный спутник формации F. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1) 5 (l ′) = Θform (�/'l (�) | � ∈ F);
2) 5 (?) = Θform (X(�? )) для всех ? ∈ c ;
3) 5 (?) = ∅ для всех ? ∈ l \ c ;
4) еслиF = ��l (ℎ) и спутник ℎ Θ-значен, то для всех ? ∈ c имеет место

5 (?) = Θform (� | � ∈ ℎ(?) ∩F, $? (�) = 1)

и
5 (l ′) = Θform (� | � ∈ ℎ(l ′) ∩F, 'l (�) = 1);

5) если � (K(X)) ∈ Θl2 , то K(X) = K(F).

Лемма 1.2. [Скиба, Шеметков, 2000]. Пусть формация F = Mℌ, где ℌ = ��l (ℎ), M = ��l (<) и
спутники ℎ и< являются внутренними. Тогда если Nc (M) ⊆ M, тоF = ��l (5 ), где 5 (l ′) = F и

5 (?) =
{
<(?)ℌ, если ? ∈ c (Com(M)) ∩ l,
ℎ(?), если ? ∈ l \ c (Com(M)).

Лемма 1.3. [Воробьев, 2012, с. 66]. Пусть F−разрешимо l-насыщеннная формация. Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) еслиF имеет g-значный l-композиционный спутник, тоF− g-замкнутая формация;
2) еслиF−g-замкнутаяформация,то ее каноническийl-композиционный спутник являетсяg-значным.
Лемма 1.4. [Скиба, Шеметков, 2000]. Пусть Θ−такая полная решетка формаций, что для любой

формации ℌ ∈ Θ формация N?ℌ ∈ Θ при любом ? ∈ l , Θl2 ⊆ Θ. Тогда если F = ��l (� ) ∈ Θl2 , то спутник
� Θ−значен.

Лемма 1.5. [Сафонов, 2007]. ПустьM−непустая наследственная формация,F−непустая g-замкнутая
формация. ТогдаMF− g-замкнутая формация.

Лемма 1.6. [Скиба, 1997, с. 41]. Пусть �−монолитическая группа с неабелевым монолитом, M− неко-
торая g-замкнутая полуформация и � ∈ ;g=formM. Тогда � ∈ M.

Лемма 1.7. [Скиба, 1997, с. 179]. Решетка ;g= является алгебраической.

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2020, том 52, №1



О двух задачах теории частично тотально композиционных формаций конечных групп 22

Лемма 1.8. [Скиба, Шеметков, 2000]. ЕслиF = ��l (5 ) и

�/$? (�) ∈ F ∩ 5 (?)

для некоторого ? ∈ l , то � ∈ F.
Лемма 1.9. [K. Doerk, T. Hawkes, 1992, p. 335]. ПустьF−формация, '/(−нормальная секцияF-группы�

и −нормальная подгруппа группы� , содержащаяся в�� ('/(). Относительно следующего действия группы
�/ на '/( :

(A()6 = 6−1A6(, A ∈ ', 6 ∈ �,

составим полупрямое произведение � = ('/() h (�/ ). Тогда � ∈ F.
2. Индуктивность решетки 2gl∞ всех g-замкнутых тотально l-композиционных формаций.

Целью данного раздела является доказательство индуктивности широкого класса полных решеток ча-
стично композиционных формаций при достаточно общих предположениях (теорема 2.1.). В качестве
основного следствия мы получим индуктивность решетки 2gl∞ (теорема 2.2.).

Для доказательства теорем установим несколько вспомогательных утверждений.
Лемма 2.1. Решетка 2gl∞ всех g-замкнутых тотально l-композиционных формаций является частич-

ной алгеброй формаций.
Доказательство. Проверим, что для любого простого числа ? и всякой g-замкнутой тотально разре-

шимоl-насыщеннойформацииℌформацияM = N?ℌ также являетсяg-замкнутой тотальноразрешимо
l-насыщенной.

Поскольку формация ℌ− g-замкнутая, то по лемме 1.5. формация M = N?ℌ также является g-
замкнутой формацией.

Докажем, что формация M тотально разрешимо l-насыщена. Обозначим через ℎ внутренний l-
композиционный 2gl∞−значный спутник формации ℌ.

Пусть вначале ? ∈ l . Формация N? имеет такой внутренний l-композиционный спутник <, что
<(?) = (1),<(l ′) = (1) и<(@) = ∅ для всех @ ∈ l \ {?}. Ввиду леммы 1.2. формация M имеет спутник
5 , удовлетворяющий условиям: 5 (?) = ℌ, 5 (l ′) = M и 5 (@) = ℎ(@) для любого @ ∈ l \ {?}. Поскольку
ℌ ∈ 2gl∞ , тоM является=−кратно разрешимоl-насыщенной для любого натурального=. Следовательно,
M−тотально разрешимо l-насыщенная формация.

Пусть теперь ? ∉ l . В этом случае формация N? имеет такой внутренний l-композиционный
спутник <, что <(@) = ∅ для всех @ ∈ l и <(l ′) = N? . Тогда согласно лемме 1.2., формация M имеет
спутник 5 , такой, что 5 (@) = ℎ(@) для любого @ ∈ l и 5 (l ′) = M. Следовательно,M−тотально разрешимо
l-насыщенная формация. Таким образом,M ∈ 2gl∞ . �

Лемма 2.2. Пусть F = ��l (� )− g-замкнутая тотально l-композиционная формация. Тогда канони-
ческий спутник � является 2gl∞-значным.

Доказательство. Прежде всего заметим, что � (l ′) = F ∈ 2gl∞ . Кроме того, из леммы 1.1 следует, что
если ? ∈ l \ c (Com(F)), то � (?) = ∅ ∈ 2gl∞ . Покажем, что для любого ? ∈ c (Com(F)) ∩ l имеет место
� (?) ∈ 2gl∞ . Поскольку F ∈ 2

l
∞, то F = ��l (5 ), где спутник 5 является 2l∞-значным. Поэтому F ∈ (2l∞)l2 .

Тогда, учитывая очевидное включение (2l∞)l2 ⊆ 2l∞ и лемму 2.1, из леммы 1.4 получаем � (?) ∈ 2l∞.
Из первого утверждения леммы 1.3 следует, что формация � (?) является g-замкнутой. Таким образом,
формация � (0) ∈ 2gl∞ для всех 0 ∈ l ∪ {l ′}. Следовательно, спутник � является 2gl∞-значным. �

Непосредственно из определений и первого утверждения леммы 1.3 вытекает следующая лемма.
Лемма 2.3. ПустьF = ��l (5 ), где 5 − l-композиционный 2gl∞-значный спутник формацииF. Тогда

F является g-замкнутой тотально l-композиционной формацией.
Следующий результат является прямым следствием лемм 2.2 и 2.3.
Лемма 2.4. Справедливо равенство (2gl∞ )

l2 = 2gl∞ .
В дальнейшем, учитывая замечание 3 [Скиба,Шеметков, 2000], мы полагаемL = L+, при этом c (L) =

l . Учитывая также, что для любой полной решетки формаций Θ совокупность Θl2 всех формаций,
которые имеют l-композиционный Θ-значный спутник, — полная решетка формаций (см. подробнее
[Скиба, Шеметков, 2000]), обозначим черезM такую формацию из Θl2 , что ℌ ⊆ M для всех ℌ ∈ Θl2 .

Лемма 2.5. Пусть Θ− полная решетка формаций, X− такая непустая совокупность групп, что (X) ⊆
M, F = Θl2 form (X). Предположим также, что существуют такие классы простых групп T и L1, что
K(X) ⊆ T ⊆ K(M), T ∩ L1 = K(X) ∩ L1, причем L ⊆ L1. Тогда если � (T) ∈ Θl2 , то

K(X) ∩ L1 = K(F) ∩ L1.

В частности,
c
(
Com(X)

)
∩ l = c

(
Com(F)

)
∩ l.
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Доказательство. Поскольку K(X) ⊆ T и � (T) ∈ Θl2 , то, учитывая равенсто K(� (T)) = T, имеем
(X) ⊆ � (T). Поэтому F = Θl2 form (X) ⊆ � (T). Из последнего включения в силу равенства T ∩ L1 =

K(X) ∩ L1 получаем
K(F) ∩ L1 ⊆ T ∩ L1 = K(X) ∩ L1 .

Из включения X ⊆ F следует, что K(X) ∩ L1 ⊆ K(F) ∩ L1. Следовательно,

K(X) ∩ L1 = K(F) ∩ L1 .

В частности, полагая L1 = L и учитывая, что класс L содержит только абелевы простые группы
(порядки которых принадлежат l), из последнего равенства имеем

Com(X) ∩ L = Com(F) ∩ L.

Следовательно,
c
(
Com(X)

)
∩ l = c

(
Com(F)

)
∩ l,

что и завершает доказательство леммы. �
Лемма 2.6. Пусть T-непустой класс простых групп, ℜ = � (T), и пусть A -такой l-композиционный

спутник, что A (l ′) = ℜ и

A (?) =
{
ℜ, если ? ∈ c (Com(T)) ∩ l,
∅, если ? ∈ l \ c (Com(T)).

Тогда ℜ = ��l (A )− g-замкнутая тотально l-композиционная формация, а A = '− канонический 2gl∞-
значный спутник.

Доказательство. Заметим, что K(ℜ) = K(� (T)) = T. Поэтому Com(ℜ) = Com(T). Пусть c =

c (Com(T)) ∩ l .
Покажем, что ℜ = ��l (A ). Включение ℜ ⊆ ��l (A ) очевидно. Предположим, что обратное включение

неверно и � — группа минимального порядка из ��l (A ) \ℜ с монолитом % = �ℜ.
Если c (Com(%)) ∩ l = ∅, то 'l (�) = 1. Значит,

� � �/1 = �/'l (�) ∈ A (l ′) = ℜ.

Противоречие.
Следовательно, c (Com(%)) ∩ l ≠ ∅. Пусть ? ∈ c (Com(%)) ∩ l . Тогда %− абелева ?-группа. Если

? ∉ c , то ввиду условий A (?) = ∅ и ? ∈ l , имеем ? ∉ c (Com(�)) ∩ l . Учитывая, что ? ∈ l , получаем
? ∉ c (Com(�)). Противоречие. Значит, ? ∈ c . Следовательно,

� ∈ N?ℜ = N?� (T) = � (T) = ℜ.

Вновь полученное противоречие показывает, что ��l (A ) ⊆ ℜ. Таким образом, ℜ = ��l (A ). В таком
случае формация ℜ является =-кратно l-композиционной для любого натурального =. Следовательно,
ℜ− тотально l-композиционна.

Кроме того, несложно видеть, что ℜ = � (T) является S=-замкнутой формацией. Поэтому, ввиду
ограничения на подгрупповой функтор g (для любой группы � все подгруппы, входящие в g (�), суб-
нормальны в �), окончательно заключаем, что ℜ является g-замкнутой тотально l-композиционной
формацией.

Поскольку для любого ? ∈ c имеет место N?ℜ = N?� (T) = � (T) = ℜ, заключаем, что A является
каноническим 2gl∞-значным спутником формации ℜ (см. также лемма 2.2). �

Лемма 2.7. Пусть X−произвольная непустая совокупность групп иF = 2gl∞ formX. Тогда имеет место
равенство

Com(X) = Com(F).
В частности,

c
(
Com(X)

)
∩ l = c

(
Com(F)

)
∩ l.

Доказательство. Обозначим через ℑ+ класс всех простых абелевых групп, а через ℑ− — класс всех
простых неабелевых групп (ℑ− = ℑ′ = ℑ \ ℑ+). Положим T = Com(X) ∪ ℑ−, L1 = ℑ+, M = G (G− класс
всех групп). Покажем, что для решетки Θ = 2gl∞ выполнены условия леммы 2.5.

Заметим сначала, что согласно теореме 1.6.4 [Воробьев, 2012, с. 70] M = G является наибольшим
элементом решетки Θ = 2gl∞ . Далее, несложно видеть, что ввиду выбора классов T и L1 имеют место
включения K(X) ⊆ T ⊆ K(M) = ℑ, L ⊆ L1. Кроме того, так как L1 = ℑ+− класс всех простых абелевых
групп, то имеют место равенства

T ∩ L1 = Com(T) = Com(X) = K(X) ∩ L1.
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Наконец, из леммы 2.6 следует, что � (T) ∈ 2gl∞ .
Такимобразом, все условиялеммы2.5 выполнены.Применяя ее с учетомравенстваL1 = ℑ+, получаем

Com(X) = K(X) ∩ L1 = K(F) ∩ L1 = Com(F).

Последнее утверждение леммы непосредственно следует из уже доказанного. �
Ввиду лемм 2.4 и 2.7 из леммы 1.1 вытекает следующий результат.
Лемма 2.8. Пусть X−непустая совокупность групп, F = 2gl∞ formX, 5 − минимальный l-компози-

ционный 2gl∞-значный спутник формацииF, и пусть c = c (Com(X))∩l . Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) 5 (l ′) = 2gl∞ form (�/'l (�) | � ∈ X);
2) 5 (?) = 2gl∞ form (�/�

? (�) | � ∈ X) для всех ? ∈ c ;
3) 5 (?) = ∅ для всех ? ∈ l \ c ;
4) еслиF = ��l (ℎ) и спутник ℎ 2gl∞-значен, то для всех ? ∈ c имеет место

5 (?) = 2gl∞ form (� | � ∈ ℎ(?) ∩F, $? (�) = 1)

и
5 (l ′) = 2gl∞ form (� | � ∈ ℎ(l

′) ∩F, 'l (�) = 1);
5) c

(
Com(X)

)
∩ l = c (Com(F)) ∩ l .

Лемма 2.9. Пусть Θ−такая полная решетка формаций, что для любой непустой совокупности групп
X, такой, что (X) ⊆ M, имеет место c

(
Com(X)

)
∩ l = c

(
Com(F)

)
∩ l , где F = Θl2 form (X). И пусть 58 —

минимальный l-композиционный Θ-значный спутник формации F8 ∈ Θl2 , где 8 ∈ � . Тогда ∨Θ (58 | 8 ∈
� )− минимальный l-композиционный Θ-значный спутник формацииF = ∨Θl2 (F8 | 8 ∈ � ).

Доказательство. Пусть 5 = ∨Θ (58 | 8 ∈ � ) и ℎ —минимальный l-композиционный Θ-значный
спутник формации F. Так как F8 ⊆ M для любого 8 ∈ � , то ∪

8∈�
F8 ⊆ M. Следовательно, ввиду условия

леммы, имеем c
(
Com

(
∪
8∈�
F8

))
∩ l = c

(
Com(F)

)
∩ l . Пусть c = c

(
Com

(
∪
8∈�
F8

))
∩ l .

Покажем, что ℎ = 5 . Если ? ∈ l \ c , то согласно лемме 1.1 для любого 8 ∈ � имеет место 58 (?) = ∅.
Значит, 5 (?) = ∅. Понятно также, что ℎ(?) = ∅.

Пусть теперь ? ∈ c ∩ l . Тогда найдется такое 8 ∈ � , что 58 (?) ≠ ∅. Ввиду леммы 1.1 имеют место
равенства

ℎ(?) = Θform
(
�/�? (�) | � ∈ ∪

8∈�
F8

)
= Θform

(
∪
8∈�

Θform (�/�? (�) | � ∈ F8 )
)
=

= Θform
(
∪
8∈�
58 (?)

)
=

(
∨Θ (58 | 8 ∈ � )

)
(?) = 5 (?).

Кроме того, из леммы 1.1 следует, что

ℎ(l ′) = Θform
(
�/'l (�) | � ∈ ∪

8∈�
F8

)
= Θform

(
∪
8∈�

Θform (�/'l (�) | � ∈ F8 )
)
=

= Θform
(
∪
8∈�
58 (l ′)

)
=

(
∨Θ (58 | 8 ∈ � )

)
(l ′) = 5 (l ′).

Таким образом, ℎ = 5 . �
Полагая в лемме 2.9 Θ = 2gl∞ и учитывая лемму 2.7, получаем следующую лемму.
Лемма 2.10.Пусть 58−минимальныйl-композиционный 2gl∞−значный спутникg-замкнутой тоталь-

ноl-композиционной формацииF8 , где 8 ∈ � . Тогда ∨g
2

l∞ (58 | 8 ∈ � ) —минимальныйl-композиционный
2gl∞-значный спутник формацииF = ∨g2l∞ (F8 | 8 ∈ � ).

Теперь мы готовы доказать основной результат данного раздела.
Теорема 2.1. Пусть Θ— такая полная решетка формаций, что для любой непустой совокупности

групп X, такой, что (X) ⊆ M, имеет место c
(
Com(X)

)
∩l = c

(
Com(F)

)
∩l , гдеF = Θl2 form (X). И пусть

для любой формации ℌ ∈ Θ формация N?ℌ ∈ Θ для всех ? ∈ l , Θl2 ⊆ Θ. Тогда решетка формаций Θ
индуктивна.

Доказательство. Пусть {F8 = ��l (58 ) | 8 ∈ � } — произвольный набор формаций из Θl2 , где 58− неко-
торый внутренний l-композиционный Θ-значный спутник. Обозначим через F формацию ∨Θl2 (F8 |
8 ∈ � ). Покажем, чтоF = ��l (∨Θ (58 | 8 ∈ � )).

Введем следующие обозначения: ℎ8− минимальный l-композиционный Θ−значный спутник фор-
мации F8 = ��l (�8 ), 8 ∈ � , F = ��l (� ), ℎ−минимальный l-композиционный Θ-значный спутник фор-
мацииF. Кроме того, считаем, что ? ∈ l . Тогда согласно лемме 2.9 ℎ = ∨Θ (ℎ8 | 8 ∈ � ). Ввиду замечания 1
[Скиба, Шеметков, 2000] и леммы 1.4 имеют место включения

ℎ8 (?) ⊆ 58 (?) ⊆ N?ℎ8 (?) = �8 (?) ∈ Θ.
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Ввиду того, что
N?ℎ8 (?) ⊆ N? (∨Θ (ℎ8 (?) | 8 ∈ � )) и N? (∨Θ (ℎ8 (?) | 8 ∈ � )) ∈ Θ,

имеем
Θform

(
∪
8∈�

N?ℎ8 (?)
)
⊆ Θform

(
N? (∨Θ (ℎ8 (?) | 8 ∈ � ))

)
= N? (∨Θ (ℎ8 (?) | 8 ∈ � )).

Следовательно,

ℎ(?) = Θform
(
∪
8∈�
ℎ8 (?)

)
⊆ Θform

(
∪
8∈�
58 (?)

)
= 5 (?) ⊆ Θform

(
∪
8∈�

N?ℎ8 (?)
)
⊆

⊆ N? (∨Θ (ℎ8 (?) | 8 ∈ � )) = N?ℎ(?) = � (?).

Итак, ℎ(?) ⊆ 5 (?) ⊆ � (?) для всех ? ∈ l .
Кроме того, поскольку

ℎ8 (l ′) ⊆ 58 (l ′) ⊆ �8 (l ′) = F8 ∈ Θl2 и Θl2 ⊆ Θ,

справедливы включения

ℎ(l ′) = Θform
(
∪
8∈�
ℎ8 (l ′)

)
⊆ Θform

(
∪
8∈�
58 (l ′)

)
= 5 (l ′) ⊆ Θform

(
∪
8∈�
�8 (l ′)

)
=

= Θform
(
∪
8∈�
F8

)
⊆ Θl2 form

(
∪
8∈�
F8

)
= F = � (l ′) .

Значит, ℎ(l ′) ⊆ 5 (l ′) ⊆ � (l ′). Таким образом, ℎ ≤ 5 ≤ � , и поэтомуF = ��l (5 ). �
Отметим, что доказанная теорема является обобщением соответствующего утверждения теоремы

работы Н. Н. Воробьева [2000] на случай решеток частично композиционных формаций.
Из теоремы 2.1 ввиду доказательства леммы 4.6.1 [Воробьев, 2012, с. 213], а также лемм 4.6.3 и 4.6.4

[Воробьев, 2012, с. 216], вытекает
Следствие 2.1. [Воробьев, Царев, 2010; Жизневский, 2010]. Решетка 2gl=

всех g-замкнутых =-кратно
l-композиционных формаций индуктивна.

Учитывая леммы 2.1, 2.4 и 2.7, из теоремы 2.1 получаем следующий результат, который является
положительным ответом на вопрос 5.5(2) [Tsarev, Vorob’ev, 2018].

Теорема 2.2. Решетка 2gl∞ всех g-замкнутых тотально l-композиционных формаций индуктивна.
Поскольку каждая полная подрешетка индуктивной решетки также является индуктивной (см. [Ски-

ба, 1997, с. 155]), из теоремы 2.2 получаем
Следствие 2.2 Каждая полная подрешетка решетки 2gl∞ индуктивна.
Отметим также следующие важные следствия.
Если g-тривиальный подгрупповой функтор, то из теоремы 2.2 вытекает
Следствие 2.3. Решетка 2l∞ всех тотально l-композиционных формаций индуктивна.
В случае, когда g (�) = S= (�) для любой группы � , из теоремы 2.2 получаем
Следствие 2.4. Решетка всех нормально наследственных тотально l-композиционных формаций

индуктивна.
Если l = {?}, то из теоремы 2.2 имеем
Следствие 2.5. Решетка 2g?∞ всех g-замкнутых тотально ?-композиционных формаций индуктивна.
Если l = P−множество всех простых чисел, из теоремы 2.2 получаем
Следствие 2.6. [Tsarev, 2018]. Решетка 2g∞ всех g-замкнутых тотально композиционных формаций

индуктивна.
3. Алгебраичность решетки 2gl∞ всех g-замкнутых тотально l-композиционных формаций.

Для доказательства алгебрачности решетки 2gl∞ нам понадобятся следующие вспомогательные утвер-
ждения.

Лемма3.1.ПустьF−непустаяg-замкнутаяформация,c−такоемножествопростыхчисел, чтоc
(
Com(F)

)
∩

l ⊆ c . Тогда формацияScF является g-замкнутой тотально l-композиционной формацией.
Доказательство. Если c = ∅, то ввиду примера 1 [Скиба, Шеметков, 2000]S∅F = (1)F = F−тотально

l-композиционна, и утверждение леммы верно.
Предположим, чтоc ≠ ∅. Покажем, чтоформацияScF является тотальноразрешимоl-насыщенной.

Пусть T = (/? | ? ∈ c), где /? — группа простого порядка ? . Тогда, очевидно,Sc = � (T). Заметим также,
что c

(
Com(T)

)
= c

(
Com(Sc )

)
= c . Тогда ввиду леммы 2.6Sc = ��l ( ), где  (l ′) = Sc ,  (?) = Sc при

любом ? ∈ c ∩ l и  (?) = ∅ при ? ∈ l \ c . Из условия следует, что

c
(
Com(F)

)
∩ l ⊆ c = c

(
Com(Sc )

)
.

Учитывая последнее включение, а также лемму 1.2, заключаем, что формация ScF имеет такой l-
композиционный спутник C , что C (l ′) = ScF, C (?) =  (?)F = ScF при любом ? ∈ c∩l и C (?) = ∅при ? ∈
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l \c (см. также лемма 4.5 [Guo et al., 2007] и лемма 3.3.8 [Селькин, 2011]). ПоэтомуScF является=−кратно
разрешимо l-насыщенной для любого натурального =. Следовательно, ScF−тотально разрешимо l-
насыщенная формация.

Поскольку формация Sc наследственна, то ввиду леммы 1.5 формация ScF является g-замкнутой.
Таким образом,ScF— g-замкнутая тотально l-композиционная формация. �

Лемма 3.1. Пусть ℌ = 2gl∞ form
(
∪
8∈�
F8

)
, где F8− g-замкнутая тотально l-композиционная формация

(8 ∈ � ), � ∈ ℌ−монолитическая группа. Тогда если Soc(�)−неабелева группа, то � ∈ ∪
8∈�
F8 .

Доказательство. Пусть �−группа из условия леммы, c = c

(
Com

(
∪
8∈�
F8

))
∩ l . Ввиду леммы 2.7

c

(
Com

(
∪
8∈�
F8

))
∩ l = c

(
Com(ℌ)

)
∩ l.

Значит, c = c
(
Com(ℌ)

)
∩ l . Согласно лемме 3.1

Scgform ( ∪
8∈�
F8 ) ∈ 2gl∞ .

Поэтому
2gl∞ form

(
∪
8∈�
F8

)
⊆ Scgform

(
∪
8∈�
F8

)
.

Значит, � ∈ Scgform
(
∪
8∈�
F8

)
. Поскольку Soc(�)−неабелева группа, то

� ∈ gform
(
∪
8∈�
F8

)
.

Тогда вследствие леммы 1.6 заключаем, что � ∈ ∪
8∈�
F8 . �

Основным результатом работы является следующая теорема, которая дает положительный ответ на
вопрос 5.5(1) [Tsarev, Vorob’ev, 2018].

Теорема 3.1. Решетка 2gl∞ всех g-замкнутых тотальноl-композиционных формаций является алгеб-
раической.

Доказательство. Покажем вначале, что для любой группы� однопорожденная g-замкнутая тоталь-
но l-композиционная формацияF = 2gl∞ form� является компактным элементом решетки 2gl∞ .

Предположим противное. Тогда существуют группа � и формацииF8 ∈ 2gl∞ , где 8 ∈ � , такие, что

F = 2gl∞ form� ⊆ ℌ = 2gl∞ form
(
∪
8∈�
F8

)
и, кроме того,

F = 2gl∞ form� * 2gl∞ form
(
∪
9 ∈�

F9
)

для любого конечного подмножества � ⊂ � . Пусть�−группа минимального порядка среди групп с таким
свойством. Покажем, что группa � монолитична. Допустим, что #1 и #2− две различные минимальные
нормальные подгруппы группы �. Пусть L = 2gl∞ form (�/#1),M = 2gl∞ form (�/#2).

Поскольку |�/#1 | < |�| и |�/#2 | < |�|, то ввиду выбора группы � из включений

L = 2gl∞ form�/#1 ⊆ ℌ = 2gl∞ form
(
∪
8∈�
F8

)
,

M = 2gl∞ form�/#1 ⊆ ℌ = 2gl∞ form
(
∪
8∈�
F8

)
следует, что найдутся такие наборы индексов 81, . . . , 8: ∈ � и 91, . . . , 9; ∈ � , что

L ⊆ 2gl∞ form (F81 ∪ . . . ∪F8: ),
M ⊆ 2gl∞ form (F91 ∪ . . . ∪F9; ).

Следовательно,
F = L ∨g2l∞ M ⊆ 2gl∞ form (F81 ∪ . . . ∪F8: ∪F91 ∪ . . . ∪F9; ).

Получили противоречие. Значит, �−монолитическая группа.
Пусть% = Soc(�). Предположим, что% — неабелева группа. Тогда, учитываяусловие� ∈ 2gl∞ form

(
∪
8∈�
F8

)
и лемму 3.2, имеем � ∈ ∪

8∈�
F8 . Поэтому существует такой индекс 80 ∈ � , что � ∈ F80 . Учитывая, что F80 —

2gl∞-формация, имеемF = 2gl∞ form� ⊆ F80 . Противоречие.
Следовательно, %−абелева ?-группа для некоторого простого числа ? . Пусть

c = c

(
Com

(
∪
8∈�
F8

))
∩ l.
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Предположим, что ? ∉ l . Тогда ? ∉ c . Ввиду леммы 3.1Scgform ( ∪
8∈�
F8 ) ∈ 2gl∞ . Значит,

ℌ = 2gl∞ form
(
∪
8∈�
F8

)
⊆ Scgform

(
∪
8∈�
F8

)
.

Так как
� ∈ ℌ = 2gl∞ form

(
∪
8∈�
F8

)
,

то имеет место
� ∈ Scgform

(
∪
8∈�
F8

)
.

Поскольку ? ∉ c , то
� ∈ gform

(
∪
8∈�
F8

)
.

Тогда, согласно лемме 1.7, найдутся такие индексы 81, . . . , 8< ∈ � , что

gform� ⊆ gform (F81 ∪ . . . ∪F8< ).

Из включения
gform (F81 ∪ . . . ∪F8< ) ⊆ 2gl∞ form (F81 ∪ . . . ∪F8< ),

следует, что
gform� ⊆ 2gl∞ form (F81 ∪ . . . ∪F8< ).

Следовательно,
2gl∞ form� ⊆ 2gl∞ form (F81 ∪ . . . ∪F8< ).

Противоречие. Поэтому ? ∈ l . Так как �/% ∈ ℌ и |�/% | < |�|, то в силу выбора группы � существует
такой набор индексов 81, . . . , 8B ∈ � , что

�/% ∈ 2gl∞ form (F81 ∪ . . . ∪F8B ).

Пусть ) = % h (�/�� (%)). Поскольку � ∈ F, то согласно лемме 1.9 ) ∈ F. Значит, ) ∈ ℌ.
Предположим, что |) | < |�|. Тогда ввиду выбора группы � найдутся такие индексы

91, . . . , 9C ∈ � , что
) ∈ 2gl∞ form (F91 ∪ . . . ∪F9C ).

ПустьV = 2gl∞ form (F81 ∪ . . .∪F8B ∪F91 ∪ . . .∪F9C ), E — некоторыйl-композиционный спутник формации
V.

Покажем, что в таком случае � ∈ V. Ясно, что ) ∈ V и �/% ∈ V. Из определения группы ) также
следует, что

�/�� (%) � ) /% = ) /�) (%) = ) /�? () ) ∈ E (?).

Пусть �? (�/%) = �̃/% . Поскольку �/% ∈ V, то имеет место

�/�̃ � (�/%)/(�̃/%) = (�/%)/�? (�/%) ∈ E (?).

Учитывая, что �? (�) = �̃ ∩�� (%), получаем

�/�? (�) = �/(�̃ ∩�� (%)) ∈ E (?).

Кроме того, поскольку % ⊆ 'l (�) и % ⊆ �@ (�) для всех простых @ ≠ ? , то

'l (�/%) = 'l (�)/% и �@ (�/%) = �@ (�)/% .

Снова принимая во внимание, что �/% ∈ V, имеем

�/'l (�) � (�/%)/('l (�)/%) = (�/%)/'l (�/%) ∈ E (l ′)

и
�/�@ (�) � (�/%)/(�@ (�)/%) = (�/%)/�@ (�/%) ∈ E (@)

для любого @ ∈ (c (Com(�)) ∩ l) \ {?}. Таким образом,

�/�A (�) ∈ E (A )

для всех c (Com(�)) ∩ l . Следовательно, � ∈ V. В таком случае

F = 2gl∞ form� ⊆ V = 2gl∞ form (F81 ∪ . . . ∪F8B ∪F91 ∪ . . . ∪F9C ).
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Противоречие.
Поэтому |) | = |�|. Следовательно, % = �� (%), что влечет

% = �� (%) = �? (�) = �? (�) = � (�) = $? (�).

Пусть 58 и ℎ− минимальные l-композиционные 2gl∞−значные спутники формаций F8 и ℌ соответ-
ственно (8 ∈ � ). Тогда ввиду леммы 2.10

ℎ = ∨g2l∞ (58 | 8 ∈ � ).

Поскольку % = �? (�) и � ∈ ℌ, то

�/% = �/�? (�) ∈ ℎ(?) = (∨g2l∞ (58 | 8 ∈ � )) (?) = ∨
g
l∞ (58 (?) | 8 ∈ � ).

Так как |�/% | < |�|, то в силу выбора группы � существует такой набор индексов
�̂ = { 91, . . . , 9=}, что

�/% ∈ ∨g2l∞ (59 (?) | 9 ∈ �̂ ).

Вследствие леммы 2.10 F = ∨g2l∞ (59 | 9 ∈ �̂ )−минимальный l-композиционный 2
g
l∞−значный спутник

формации
W = ∨g2l∞ (F9 | 9 ∈ �̂ ).

Следовательно,

�/$? (�) = �/% ∈ ∨g
2

l∞ (59 (?) | 9 ∈ �̂ ) = (∨
g2

l∞ (59 | 9 ∈ �̂ )) (?) = F (?).

Поскольку спутник F−внутренний, то, применяя лемму 1.8, заключаем, что группа � ∈ W. Следова-
тельно,

F = 2gl∞ form� ⊆ W = ∨g2l∞ (F9 | 9 ∈ �̂ ).
Полученное противоречие показывает, чтоF− компактный элемент решетки 2gl∞ . Поскольку любая

g-замкнутая тотально l-композиционная формация является объединением своих однопорожденных
g-замкнутых тотально l-композиционных подформаций в решетке 2gl∞ , то решетка 2gl∞ алгебраична.

Заметим, что ввиду леммы 4.8.1 [Воробьев, 2012, с. 247] (см. также лемма 4.1(a) [Skiba, Vorob’ev, 2013])
компактными элементами решетки 2gl∞ являются в точности однопорожденные формации из 2gl∞ . �

Поскольку каждая полная подрешетка алгебраической решетки формаций также является алгебра-
ической решеткой (см. [Щербина, Сафонов, 2019б]), то из теоремы 3.1 получаем

Следствие 3.1. Каждая полная подрешетка решетки 2gl∞ является алгебраической.
Отметим также другие следствия доказанной теоремы. Следующее следствие является решением

проблемы 1 [Скиба, Шеметков, 2000]. Если g-тривиальный подгрупповой функтор, то из теоремы 3.1
получаем

Следствие 3.2. Решетка 2l∞ всех тотально l-композиционных формаций является алгебраической.
В случае, когда g (�) = S= (�) для любой группы � , из теоремы 3.1 имеем
Следствие 3.3. Решетка всех нормально наследственных тотально l-композиционных формаций

является алгебраической.
Если l = {?}, то из теоремы 3.1 получаем
Следствие 3.4. Решетка 2g?∞ всех g-замкнутых тотально ?-композиционных формаций является

алгебраической.
Если l = P−множество всех простых чисел, то из теоремы 3.1 вытекает
Следствие 3.5. [Tsarev, 2019b]. Решетка 2g∞ всех g-замкнутых тотально композиционных формаций

является алгебраической.
В случае l = P для тривиального подгруппового функтора g из теоремы 3.1 вытекает
Следствие 3.6. [Tsarev, 2019a]. Решетка 2∞ всех тотально композиционных формаций является ал-

гебраической.
Заключение. В работе получены положительные ответы двух открытых проблем теории решеток

частично композиционных формаций: А. Н. Скибы и Л. А. Шеметкова об алгебраичности решетки всех
(функторно замкнутых) частично тотально композиционных формаций, а также А. А. Царева и Н. Н.
Воробьева об индуктивности указанной решетки. В качестве следствия основного результата установ-
лены алгебраичность и индуктивность решетки 2g?∞ всех g-замкнутых тотально ?−композиционных
формаций, а также решетки 2g∞ всех g-замкнутых тотально композиционных формаций. Аналогичные
результаты получены для решеток функторно замкнутых частично тотально композиционных фор-
маций, соответствующих некоторым подгрупповым функторам g . Тем самым найдены новые классы
алгебраических и индуктивных решеток формаций. Полученные результаты могут быть использованы
в исследованиях по теории решеток частично композиционных формаций конечных групп.

Благодарность. Автор выражает искреннюю признательность В. Г. Сафонову за полезные обсуждения
работы.
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Аннотация. Выполнен расчет характеристик охранной системы карбидокремниевых 4H-SiC диодов Шоттки с
использованием метода физического моделирования и установлены оптимальные конфигурации (уровни легиро-
вания и толщины эпитаксиального слоя 4H-SiC) структуры диода для получения высоких значений пробивного
напряжения. Установлено, что оптимальная структура диода Шоттки, пригодного для монтажа в современные
малогабаритные металлополимерные корпуса (SOT, QFN), соответствует диоду с концентрацией доноров в эпитак-
сиальном слое 4H-SiC 3,75×1015 см−3, толщиной слоя 18 мкм, и системой из шести охранных p+ колец и слоем JTE.
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Abstract. The characteristics of the guard system of the 4H-SiC silicon carbide Schottky diodes with used the physical
simulation method and optimal configurations (levels of doping and thickness of the 4H-SiC epitaxial layer) of the diode
structure for obtaining of high values of the breakdown voltage have been calculated. It is established that the optimum
structure of the Schottky diode for installation in modern small metalpolymeric package (SOT, QFN) corresponds to the
diode with concentration of donors in 4H-SiC epitaxial layer 3,75×1015 сm−3, thickness of epitaxial layer of 18 microns and
a system from six p+ guard rings and JTE layer.
Key words: Schottky diode, SiC, silicon carbide, small metalpolymeric package.
Acknowledgements: The work is supported by financial support from the Ministry of Science and Higher Education of
the Russian Federation within the framework of the complex project for the creation of high-tech production "Creation of
high-tech production of silicon and silicon carbide products of microelectronic technology in small-sized metal-polymer hull
versions of the SOT, SO and QFN types"(agreement dated November 29, 2019 No. 075-11-2019-035) in the organization of
the head contractor of research and development of the Federal State Budgetary Educational Institution of Higher Education
«Bryansk State Technical University».
For citation: Kulchenkov E. A., Rybalka S. B., Demidov A. A., Drakin A. Yu. 2020. Calculation of characteristics of the silicon
carbide Schottky diodes for small metalpolymeric package. Applied Mathematics & Physics. 52(1): 33–40 (in Russian). DOI
10.18413/2687-0959-2020-52-1-33-40.



Расчет характеристик карбидокремниевых диодов Шоттки ... 34

1. Введение. В настоящее время в США, Европе и Юго-Восточной Азии работы в области силовой
электроники, как на основе традиционного кремния (Si), так и с использованием широкозонного полу-
проводникового материала нового поколения карбида кремния (SiC), ведутся очень бурными темпами
[Kang, 2014; Розанов, 2018; Рыбалка и др., 2018(a); Kimoto, Cooper, 2014; Kimoto, Yonezawa, 2018; Baliga, 2019].
Область применения изделий силовой электроники весьма широка (установки индуктивного нагрева,
частотные преобразователи, преобразователи электроэнергии с мягкой коммутацией, бесконтактные
коммутаторы устройств импульсного электропитания, автомобильная электроника, железнодорожные
модули питания, РЛС и др.). При этом тенденция миниатюризации современных изделий электронной
техники обуславливает повышенный спрос на изделия в малогабаритных корпусах для поверхностного
монтажа [Kang, 2014; Lu, Wong, 2017]. В настоящее время малогабаритные металлополимерные корпуса
имеют ряд существенных достоинств, например, в случае сложных схем – это повышение степени инте-
грацииимногофункциональности при снижении объема, массыи стоимости устройств; а в случае одно-
функциональных схем – возможность миниатюризации аппаратуры в условиях массовой сборки [Kang,
2014; Розанов, 2018; Kimoto, Cooper, 2014; Lu, Wong, 2017]. Разработка и использование новых методов
корпусирования позволило компаниеям Northrop Grumman Space Technology [Chang-Chien et al., 2006] и
Avago Technologies [Ingram, 2008] получить высокопроизводительные СВЧ-микросхемы, используемые
как в системах связи (WiFi 802.11a/b/g/n,WLAN,WiMax и др.), так и в сложной специальной технике (РЛС,
радиосистемы и др.). При этом большая часть зарубежных микросхем и полупроводниковых приборов
аналогичного класса, используемых в микро- и радиоэлектронных российских изделиях, конструктив-
но оформлены в широко используемых сейчас за рубежом современных малогабаритных корпусах
типа SOT (SOT-23, SOT-223, SOT-323) и др. [Lu, Wong, 2017]. Между тем, в последние годы на российском
рынке силовой электроники появилась и продолжает расти потребность в изделиях микроэлектронной
техники на кремнии и на карбиде кремния в корпусах, отсутствующих в стандартной линейке. Это, в
первую очередь, необходимо для выполнения научно-исследовательских, опытно-конструкторских и
технологических работ, ведущихся в рамках программ по импортозамещению. Однако в России пред-
приятия, производящие корпусирование, проектировались еще в советское время и строились с расче-
том на выпуск больших серий корпусов (относительно несложных, с малым количеством выводов), а
отдельные типы современных малогабаритных корпусов типа SOT (Small Outline Transistor), QFN (Quad
Flat No Leads package), SO (Small Outline) и др. вообще не предполагалось производить. К настоящему
моменту производство устройств силовой электроники в малогабаритных металлополимерных корпу-
сах освоено несколькими зарубежными компаниями: Texas Instruments, ST Microelectronics, Microsemi,
Infineon Technologies, Avago Technologies и др. [Kimoto, Yonezawa, 2018; Lu, Wong, 2017; Chang-Chien et al.,
2006]. При этом SiC приборы в малогабаритных корпусах представлены на мировом рынке в гораздо
меньшем ассортименте и объемах. К примеру, компания Microsemi только недавно начала выпускать
SiC MOSFET на SiC в корпусах типа SOT [Silicon, 2018], а мировой лидер силовой электроники на SiC
компания Wolfspeed (Cree Company) в корпусе типа QFN (PowerQFN) производит всего лишь один
карбидокремниевый диод Шоттки [C3D1P7060Q, 2015]. Сведения об особенностях применяемых зару-
бежными компаниями технологий изготовления в открытой печати отсутствуют, так как практически
все технологии содержат секреты производства («ноу-хау»). Диоды Шоттки для силовой электроники
на основе 4Н-SiC уже изготавливаются отечественной промышленностью, в частности, на предприятии
АО «ГРУППА КРЕМНИЙ ЭЛ» (г. Брянск), однако монтаж их производится в крупногабаритные корпуса
транзисторного типа (ТО-220 и др.). Ранее, в наших предыдущих работах были исследованы характе-
ристики 4Н-SiC диодов Шоттки с контактами Шоттки анода Ni и Ti без охранных колец [Panchenko
et al., 2016; Panchenko et al., 2017], 4Н-SiC МОП транзисторы [Иванов и др., 2017] и влияние структуры
диода на пробивное напряжение [Sedykh et al., 2018], которые затем были использованы для их монтажа
в крупногабаритные корпуса транзисторного типа (TO-220 и др), продемонстрировавшие достаточно
высокие характеристики по параметру dV/dt, сравнимые с зарубежными диодами [Sedykh et al., 2019;
Рыбалка и др., 2018(b)].

С учетом изложенного выше, цель данной работы состоит в том, чтобы исследовать характеристи-
ки карбидокремниевых диодов Шоттки с использованием метода физического моделирования с воз-
можностью последующего их монтажа в современные малогабаритные металлополимерные корпуса
(SOT, QFN). Решение данной задачи позволит значительно повысить степени интеграции и много-
функциональности выпускаемых изделий микроэлектронной техники, а также обеспечит возможность
миниатюризации аппаратуры, собранной на их базе.

2. Материалы и методы исследования. В данной работе для реализации поставленной цели была
использована физическая модель диодаШоттки, в которой решалось уравнение Пуассона c учетом кон-
центрации свободных носителей заряда, уравнения непрерывности для электронов и дырок с учетом
зависимости подвижности носителей заряда от концентрации примеси, и от напряженности электри-
ческого поля, а также учитывалось лавинное умножение носителей заряда [Bakowski, Gustafsson, 1997].
Для вычислений использовалась программная среда TCAD и описанные нами ранее методы [Panchenko
et al., 2016; Panchenko et al., 2017; Sedykh et al., 2019; Рыбалка и др., 2017].
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Рис. 1. а) структура карбидокремниевого диода Шоттки для расчета; b) рассчитанная обратная вольт-амперная
характеристика диода Шоттки типа 4H-SiC при различных концентрациях эпитаксиального слоя 4H-SiC −

3,75×1015 см−3 и 4,75×1015 см−3
Fig. 1. a) structure of silicon carbide Schottky diode for calculation; b) calculated reverse current-voltage characteristics of
4H-SiC type Schottky diode at various concentrations of 4H-SiC epitaxial layer − 3,75×1015 cm−3 and 4,75×1015 cm−3

В соответствии с поставленной задачей размеры диода Шоттки выбирались таким образом, чтобы
имелась возможность в последующем монтировать их в современные малогабаритные металлополи-
мерные корпуса (SOT, QFN), при этом диод должен устойчиво работать с рабочим напряжением до 1200
В. Параметры структуры диода Шоттки, детально показанные на рис. 1. а), при моделировании были
следующие: концентрация доноров (азот) # + в подложке составляла 1,0×1018 см−3, в эпитаксиальном
слое # − концентрации были выбраны 3,75×1015 см−3 и 4,75×1015 см−3, толщина эпитаксиального слоя
h варьировалась от 16 до 18 мкм, радиус структуры был равен r=120 мкм, материал анода − титан (Ti).

Для повышения величины пробивного напряжения диода использовалась структура охранных ко-
лец состоящая из шести охранных колец, (p+-типа), где ширина первого кольца составляла 30 мкм и
пяти остальныхшириной 5мкм, отстоящих друг от друга на расстоянии 3мкм с концентрацией доноров
p+-типа (бор) #?+=4,5×1018 см−3 и дополнительным защитным слоем JTE (Junction Terminate Extension),
сформированным имплантацией бора с концентрацией # �)�=3,8×1017 см−3, выходящим на 10 мкм за
край последнего охранного p+ кольца. Расчеты производись при температуре 300 К.

3. Результаты и их обсуждение. Для получения планарных р-n-переходов на карбиде кремния
основной технологией является имплантация примесей (бора, алюминия) где глубина залегания пе-
реходов варьируется в пределах 0,5–1,5 мкм. Напряжение пробоя планарного перехода определяется
концентрацией примеси в эпитаксиальном слое, толщиной эпитаксиального слоя и радиусом скругле-
ния р-n-переходов, определяемых их глубиной залегания [Рыбалка и др., 2018(a); Kimoto, Cooper, 2014;
Baliga, 2019]. С целью повышения напряжения пробоя планарного перехода на карбиде кремния при-
меняют систему делительных колец, которая повышает радиус скругления планарного перехода при
подаче обратного напряжения [Kang, 2014; Kimoto, Cooper, 2014; Baliga, 2019]. При этом зазоры между
основным переходом и первым кольцом, а также между кольцами выбирают одинаковыми и подби-
раются таким образом, чтобы область пространственного заряда основного и делительных переходов
последовательно смыкалась по мере увеличения напряжения на аноде диода. В нашем случае исполь-
зовалась система охранных колец, состоящая из имплантированных бором (B) шести охранных колец
(p+-типа), где ширина первого кольца составляла 30 мкм и пяти остальных шириной 5 мкм с зазором
между кольцами 3 мкм, а также дополнительным защитным слоем JTE (рис. 1. а).

Как отмечалось выше, одним из основных параметров, определяющим величину напряжения про-
боя карбидокремниевых диодов Шоттки – является концентрация доноров # − в эпитаксиальном слое
4H-SiC [Kang, 2014; Kimoto, Cooper, 2014; Kimoto, Yonezawa, 2018; Baliga, 2019]. Поэтому, для выбора оп-
тимальной концентрации доноров в эпитаксиальном слое 4H-SiC были выполнены предварительные
расчеты напряжения пробоя планарного р-n перехода при различных их концентрациях.

С учетом вышесказанного для диода были изначально выбраны концентрации доноров в эпи-
таксиальном слое 4H-SiC, равные 3,75×1015 см−3 и 4,75×1015 см−3, соответственно, при этом толщина
эпитаксиального слоя h оставалась неизменной и равной 16 мкм. Полученные при численном модели-
ровании обратные вольт-амперные характеристики диода Шоттки 4H-SiC представлены на рис. 1b. При
концентрации доноров в эпитаксиальном слое 4H-SiC равной 3,75×1015 см−3 пробой диода произошел
приподаче обратного напряжения 2232 В, как следует из Рис. 1b. При увеличении концентрации доноров
в эпитаксиальном слое до 4,75×1015 см−3 пробой диода произошел при напряжении 2085 В (см. рис. 1b).
Таким образом, увеличение концентрации доноров в эпитаксиальном слое с 3,75×1015 см−3 до 4,75×1015
см−3 привело к весьма существенному (148 В) снижению величины напряжения пробоя диода Шоттки.
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С учетом полученного результата, дальнейшие расчеты 4H-SiC диода Шоттки были выполнены при
концентрации доноров в эпитаксиальном слое с 3,75×1015 см−3. Как ранее было установлено [Baliga,
2019; Sedykh et al., 2018], имеется возможность существенно повысить значение напряжения пробоя 4H-
SiC диода Шоттки если увеличить толщину эпитаксиального слоя 4H-SiC. Дальнейшие расчеты были
выполнены при концентрации доноров в эпитаксиальном слое 3,75×1015 см−3 и увеличенной толщине
эпитаксиального слоя 4H-SiC до 17 и 18 мкм.

Рис. 2. а) рассчитанная обратная вольт-амперная характеристика диода Шоттки с концентрацией эпитаксиального
слоя 4H-SiC 3,75×1015 см−3 и различной толщиной эпитаксиального 4H-SiC слоя − 16, 17 и 18 мкм; b)

распределение электрического поля диода Шоттки c толщиной эпитаксиального 4H-SiC слоя 16 мкм; c)
распределение электрического поля диода Шоттки c толщиной эпитаксиального 4H-SiC слоя 17 мкм; d)
распределение электрического поля диода Шоттки c толщиной эпитаксиального 4H-SiC слоя 18 мкм

Fig. 2. a) calculated reverse current-voltage characteristics of 4H-SiC type Schottky diode with concentration of 4-H-SiC
epitaxial layer 3,75×1015 cm−3 and various thickness of 4H-SiC epitaxial layer − 16, 17 and 18 `m; b) electric field

distribution of Schottky diode with thickness of 4H-SiC epitaxial layer equals 16 `m; c) electric field distribution of Schottky
diode with thickness of 4H-SiC epitaxial layer equals 17 `m; d) electric field distribution of Schottky diode with thickness of

4H-SiC epitaxial layer equals 18 `m

На рис. 2. а) представлены полученные результаты расчетов обратной вольт-амперной характери-
стики 4H-SiC диодов Шоттки. Из рис. 2. а) следует, что увеличение толщины эпитаксиального слоя
4H-SiC до 17 мкм привело к повышению напряжения пробоя диода до 2316 В, что на 83 В выше чем при
толщине слоя 16 мкм. Дальнейшее увеличение толщины 4H-SiC слоя до 18 мкм приводит к тому, что
диод пробивается при подаче обратного напряжения 2392 В. Таким образом, установлено, что увеличе-
ние толщины 4H-SiC эпитаксиального слоя с 16 до 18 мкм приводит к заметному повышению значения
величины пробоя диода Шоттки на 159 В.

Далее, с целью установления вероятного места пробоя диода, были построены карты распределения
напряженности электрического поля диода Шоттки, показанные на рис. 2b-d. Установлено, что во всех
случаях наиболее вероятное место пробоя находится за пределами последнего охранного кольца на
краю дополнительного защитного слоя JTE.

Таким образом, использование защитного слоя JTE действительно снижает вероятность пробоя ди-
ода в пространстве между охранными кольцами и смещает место пробоя за пределы слоя JTE, что и
было показано ранее другими исследователями [Baliga, 2019, Chen, 2006; Shur et al., 2006; Pan et al., 2017;
Yuan et al., 2019]. Из картины распределения напряженности электрического поля диода Шоттки при
различных толщинах эпитаксиального слоя (16, 17 и 18 мкм) также удалось оценить максимальное зна-
чение напряженности электрического поля диодаШоттки Е<0G . Полученные данные помаксимальному
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значению напряженности электрического поля диода Шоттки и напряжению пробоя при различных
значениях толщины эпитаксиального слоя 4H-SiC обобщены в таблице 1. Так, при толщине слоя 16 мкм
максимальное значение электрическое поле принимает на краю дополнительного защитного слоя JTE,
и составляет Е<0G=3,48 MВ/см. рис. 2. b).

Таблица 1.

Максимальное значение напряженности электрического поля диода Шоттки и напряжение пробоя при
различных значениях толщины эпитаксиального слоя 4H-SiC

Table 1.

The maximal value of Schottky diode electric field strength and breakdown voltage at various values of 4H-SiC
epitaxial layer thickness

Последующее увеличение толщины слоя 4H-SiC до 17 мкм приводит к повышению значения Е<0G
до 3,51 MВ/см (см. рис. 2c). Наконец, при толщине эпитаксиального слоя 4H-SiC равной 18 мкм, макси-
мальное значение напряженности электрического Е<0G поля диода Шоттки составляет уже 3,54 MВ/см
(см. рис. 2d).

Таким образом, оптимизируя различные уровни легирования (3, 75× 1015 −3 − 4, 75× 1015 −3) и толщи-
ны эпитаксиального слоя 4H-SiC (16 – 18 мкм), можно получить диодыШоттки с высокими значениями
пробивного напряжения (до 2392 В) и пригодные для монтажа в современные малогабаритные метал-
лополимерные корпуса (SOT, QFN).

4. Заключение. Исследованы характеристики охранной системы карбидокремниевых 4H-SiC дио-
довШоттки с использованиемметода физического моделирования и установлены оптимальные конфи-
гурации (уровнилегированияи толщиныэпитаксиального слоя 4H-SiC) структурыдиода дляполучения
высоких значений пробивного напряжения. Установлено, что снижение концентрации доноров в эпи-
таксиальном слое 4H-SiC с 4,75×1015 см−3 до 3,75×1015 см−3 (толщина эпитаксиального слоя − 16 мкм)
приводит к заметному увеличению напряжения пробоя диода с 2085 В до 2232 В.

Показано, что увеличение толщины 4H-SiC эпитаксиального слоя с 16 до 18 мкм (концентрация до-
норов в эпитаксиальном слое 4H-SiC− 3,75×1015 см−3) приводит к существенному повышению значения
величины пробоя диода Шоттки на 159 В от 2233 до 2392 В. Увеличение толщины эпитаксиального слоя
от 16 до 17 мкм приводит к повышению значения максимального значения напряженности электриче-
ского поля диодаШоттки с 3,48 до 3,54MВ/см. При этом, из картины распределения электрического поля
диода установлено, что наиболее вероятное место пробоя находится за пределамипоследнего охранного
кольца на краю дополнительного защитного слоя JTE. Показано, что использование защитного слоя JTE
смещает место пробоя за пределы слоя JTE и снижает вероятность пробоя диода в пространстве между
охранными кольцами.

На основании выполненных расчетов, установлено, что оптимальной конфигурацией для высо-
ковольтного 4H-SiC диода Шоттки является концентрация доноров в эпитаксиальном слое 4H-SiC
3,75×1015 см−3 при толщине эпитаксиального слоя 18 мкм и системой из шести охранных колец (#?+ =
3, 5 × 1018 см−3) с дополнительным защитным слоем JTE (# �)�=3,8×1017 см−3).

Таким образом, выполненные расчеты дают возможность изготовления отечественных 4H-SiC дио-
дов Шоттки предназначенных для монтажа в современные малогабаритные металлополимерные кор-
пуса (SOT, QFN).
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СКОЛЬЖЕНИЯ ПРИ РАЗЛЕТЕ ГАЗОВЗВЕСИ В ВАКУУМ

Д. А. Тукмаков

Статья представлена членом редакционной коллегии Ю. П. Вирченко

ИММ – обособленное структурное подразделение ФИЦ КазНЦ РАН,
г. Казань, 420111, Россия

E-mail: tukmakovDA@imm.knc.ru

Аннотация. В данной работе численно моделируется процесс истечения газовзвеси в вакуум. Математическая
модель учитывала вязкость, сжимаемость и теплопроводность несущей среды, межкомпонентное силовое вза-
имодействие, включавшее в себя силу Стокса, динамическую силу Архимеда, силу присоединенных масс, также
математическая модель учитывала межкомпонентный теплообмен. Численное решение осуществлялось при помо-
щи явного конечно-разностного метода, с последующим применением схемы нелинейной коррекции численного
решения. Целью работы было выявление влияния объемного содержания дисперсной фазы при одинаковой дис-
персности и плотности материала твердой компоненты смеси, газовзвеси на интенсивность скоростного скольже-
ния при разлете неоднородной среды в вакуум. Также были выявлены отличия в процессах истечения однородного
вязкого газа и гетерогенной смеси.
Ключевые слова: математическое моделирование физических процессов, многофазные среды, уравнение Навье-
Стокса, межфазное взаимодействие.
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Abstract. In this work, the process of gas suspension flowing into vacuum numerically modeled. The mathematical model
took into account the viscosity, compressibility and thermal conductivity of the carrier medium, the intercomponent force
interaction, which included the Stokes force, the dynamic Archimedes force, the strength of the attached masses, and the
mathematical model took into account the intercomponent heat transfer. The numerical solution carried out using an explicit
finite-difference method, followed by the application of a nonlinear correction scheme for the numerical solution. The aim of
the work was to identify the effect of the volumetric content of the dispersed phase, with the same dispersion and density of
the material of the solid component of the mixture, gas suspension on the rate of slip during expansion of an inhomogeneous
medium into vacuum. Differences in the processes of the expiration of a homogeneous viscous gas and a heterogeneous
mixture it also revealed.
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Введение. Одним из развивающихся разделов механики жидкости и газа является динамика неод-
нородных сред. В монографиях [Нигматулин 1988, Кутушев, 2003, Федоров и др., 2015] разрабатывались
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методы математического моделирования процессов механики и теплофизики неоднородных сред. Ис-
следованиюфизических эффектов в различных течениях неоднородных сред посвящен ряд публикаций
в периодических изданиях [Губайдуллин, Тукмаков, 2014; Садин 2016; Федоров и др., 2016; Арсланова
и др., 2016; Нигматулин и др., 2016; Тукмаков, Тукмаков, 2018; Кашапов и др., 2018; Kashapov at all,
2018; Тукмаков, 2019; Пахомов, Терехов, 2018; Azanov, Osiptsov, 2017; Вараксин, 2014]. Объектом иссле-
дований являются течения неоднородных сред с одинаковым или различным агрегатным состоянием
компонент – гомогенные и гетерогенные смеси [Teklaya and all, 2015; Saikat, Meheboob, 2017; Zhuoqing,
Jesse, 2019; Imran and all, 2018; Mehrabadi and all, 2015; Zhengbiao and all, 2017; Garcsia-Trianes and all, 2018;
Lopez and all, 2016]. Моделирование течений неоднородных сред может быть осуществлено с помощью
«равновесного» подхода – описание течения неоднородной среды как однородной жидкости или газа
с введением коэффициентов, дающих поправку на физическую неоднородность среды [Нигматулин
1987]. Более сложным является «континуальный» подход, в котором для каждой из компонент смеси
решается полная система уравнений динамики сплошной среды [Нигматулин 1987; Кутушев 2003; Фе-
доров и др. 2015]. В течениях неоднородных сред, в которых объемные содержания компонент смеси
имеют близкое значение, наиболее важной задачей является учёт межкомпонентного взаимодействия,
определяющего динамику всей смеси в целом [Нигматулин 1987; Кутушев 2003]. В данной работе ди-
намика газовой взвеси твердых частиц – запыленной среды описывается на основе двухскоростной,
двухтемпературной модели, учитывающей межкомпонентный теплообмен, а также межкомпонентное
силовое взаимодействие, включающее в себя силу Стокса, динамическую силу Архимеда и силу присо-
единённыхмасс [Нигматулин 1987; Кутушев 2003]. Одним из важных параметров течения гетерогенных
смесей является скоростное скольжение фаз смеси — отличие скоростей несущей среды и дисперсной
примеси. В данной работе с помощью вычислительных экспериментов исследуется то, как величи-
на объемного содержания дисперсной фазы, при условии, что размер частиц и плотность материала
твердой компоненты смеси одинаковы, влияет на интенсивность скоростного скольжения.

2.Методыисследования.Движение несущей среды описывается одномерной системой уравнений
Навье-Стокса для сжимаемого теплопроводного газа c учетом межфазного силового взаимодействия и
теплообмена [Кутушев 2003, Нигматулин и др., 2016]:

md1

mC
+ m(d1D1)

mG
= 0, (1)

m(d1D1)
mC

+ m

mG
(d1D21 + ? − g) = � + U

m?

mG
, (2)

m41

mC
+ m

mG
( [41 + ? − g]D1 − _

m)1

mG
) = −& − |� | (D1 − D2) + U

(
m(?D1)
mG

)
, (3)

? = (W − 1) (41 − d1 (D21)/2),

g =
4
3
`
mD1

mG
.

Динамика дисперсной фазы описывается уравнением сохранения «средней плотности» – произве-
дения физической плотности материала частиц и объемного содержания дисперсной фазы, изменяю-
щегося на различных участках физической области вместе с движением твердых частиц; уравнениями
сохранения импульса и уравнением сохранения энергии, записанными с учетом теплообмена, обмена
импульсом с несущей фазой:

md2

mC
+ md2D2

mG
= 0, (4)

m(d2D2)
mC

+ m

mG
(d2D22) = −� − U

m?

mG
, (5)

m42

mC
+ m

mG
(42D2) = #D12

6U
(2A )2 _()1 −)2), (6)

d2 = Ud20, 41 = d2�?)2.

Здесь p, d1, D1 — давление, плотность, скорость несущей среды; )1, 41 -– температура и полная энер-
гия газа; d2, )2 , 42, D2 -– средняя плотность, температура, внутренняя энергия, скорость дисперсной
фазы. Температура несущей среды находится из уравнения (W − 1) (4/d − 0.5D2)/', где R- газовая по-
стоянная несущей фазы. Силовое взаимодействие несущей и дисперсной фазы учитывает силу Стокса,
динамическую силу Архимеда и силу присоединенных масс. Математическая модель предполагает мо-
нодисперсный состав твердой фазы газовзвеси — все частицы имеют одинаковый размер и одинаковые
физические свойства- плотность и теплоемкость материала. Внутренняя энергия взвешенной в газе
дисперсной фазы определяется как 41 = d1�?)2, где — удельная теплоемкость единицы массы вещества
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из которого состоят частицы. В уравнение энергии для несущей фазы входит тепловой поток между
несущей и дисперсной фазой& = 6U#D12_()1−)2)/(2A )2. В данной работе при описании межфазного си-
лового взаимодействия -– F учитывалась сила аэродинамического сопротивления, динамическая сила
Архимеда, а также сила присоединенных масс [Нигматулин, 1987; Кутушев, 2003]:

� =
3U
8A
�32d1 |D1 − D2 | (D1 − D2) + Ud1

(
mD1

mC
+ D1

mD1

mG

)
+

+0.5Ud1
(
mD1

mC
+ D1

mD1

mG
− mD2
mC
− D2

mD2

mG

)
.

Параметры межфазного взаимодействия описаны в работе [Кутушев, 2003]:

�32 = �
0
32q ("12)i (U), �0

32 =
24
'412

+ 4
'40.512

+ 0.4,

q ("12) = 1 + exp(−−0.427
"0.63

12
), i (U) = (1 − U)−2.5,

'4 = d1D1�/`, '412 = Ad1 |D1 − D2 |/`, "12 = |D1 − D2 |/2, %A1 = 2?1` (_)−1,

#D12 = 2 exp(−"12) + 0/459'40.5512 %A 0.331 , 0 < "12 < 2, 0 < '4 < 2 ∗ 105.

Здесь � -– характерный размер системы.
Система уравнений математической модели решалась явным методом Мак-Кормака второго поряд-

ка [Fletcher 1988] c последующим применением схемы нелинейной коррекции решения [Музафаров,
Утюжников, 1993].

Система уравнений (1)-(6) может быть записана в матричном виде:

m@

mC
+ m�
mG

= � ;

q =



d1
d2
d1D1
d2D2
41
42


,

E =



d1D1
d2D2

d1D
2
1 + ? − g
d2D

2
2

(41 + ? − g)D1 − _ m)1mG
42D2


, (7)

H =



0
0

−� + U m?
mG

� − U m?
mG

−& − |� | (D1 − D2) + U m?D1mG

&


.

Алгоритм явного конечно-разностногометодаМак-Кормака для нелинейной системы (7) может быть
записан в виде:

@∗9 = @
=
9 −

ΔC

ΔG
(�=9+1 − �=9 ) + ΔC�=9 ,

@=+19 = 0.5(@∗9 + @=9 ) − 0.5
ΔC

ΔG
(�=9 − �=9−1) + 0.5ΔC�=9 .

Монотонность решения достигалась с помощью применения схемы нелинейной коррекции вдоль про-
странственных направлений x и y по индексам j,k соответсвенно к компонентам вектора независимых
переменных q, q = (d1, d2, d1D1, d2D2, 41, 42). Пусть /=9,: – произвольная независимая функция на =-ом
веременном слое в узле 9, : . Тогда алгоритм корекции имел бы следующий вид:

/=∗
9,:

= /=
9,:
+ ^ (X/=

9+1/2,: − X/
=
9−1/2,: ), (8)
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где /=∗
9,:

– скорректированная функция.
Данный алгоритм выполняется в случае, когда (X/=

9−1/2,:X/
=
9+1/2,: ) < 0 или (X/=

9+1/2,:X/
=
9+3/2,: ) < 0.

Здесь используются обозначения

X/=
9−1/2,: = /=9 − /=9−1,: , X/

=
9+1/2,: = /=

9+1,: − /
=
9,:
, X/=

9+3/2,: = /=
9+2,: − /

=
9+1: ,

где ^ – коэффициент коррекции.
На границах расчетной области задавались однородные граничные условия первого рода для скоро-

сти и однородные граничные условия второго рода для остальных динамических функций [Кутушев,
2003]:

D1 (C, # ) = 0, D2 (C, # ) = 0,

d1 (C, # ) = d1 (C, # − 1), d2 (C, # ) = d2 (C, # − 1),

41 (C, # ) = 41 (C, # − 1), 42 (C, # ) = 42 (C, # − 1),

D1 (C, 1) = 0, D2 (C, 1) = 0,

d1 (C, 1) = d1 (C, 2), d2 (C, 1) = d2 (C, 2),

41 (C, 1) = 41 (C, 2), 42 (C, 1) = 42 (C, 2).

В начальный момент времени компоненты смеси покоились:

D1 (0, 8) = 0, D2 (0, 8) = 0.

Для искомых функций в моделируемой области течения задавались начальные значения: 41 (0, 8) =
401, 42 (0, 8) = 402, d1 (0, 8) = d01, d2 (0, 8) = d02 в левой половине канала (x<L/2) и в правой половине канала
(x≥L/2): 41 (0, 8) = 0, 42 (0, 8) = 0, d1 (0, 8) = 0, d2 (0, 8) = 0. Численное решение проводилось на равномерной
сетке с количеством узлов вдоль оси G− # = 1000. Шаг по времени вычислялся исходя из условия
Куранта-Фридрихса-Леви [Fletcher, 1988]. Алгоритм численного решения системы уравнений матема-
тической модели был реализован на языке Fortran. Использованная в работе математическая модель
тестировалась сопоставлением результатов моделирования с результатами известных из литературы
численных расчетов [Губайдуллин, Тукмаков, 2014], экспериментальными результатами [Нигматулин
и др., 2016] и аналитическими решениями [Губайдуллин, Тукмаков, 2014].

3. Результаты расчетов. Начальное давление и температура газа p=98 кПа и T=293 K, длина канала
– L=1 м. Диаметр частиц моделируемого потока газовзвеси составлял d=20 мкм, плотность материала
частиц d20=2500 кг/м3. На рис. 1 схематично изображен канал одна часть которого заполнена газом со
взвешенными в нем дисперсными частицами, а в другой части которого расположена разряженная
среда.

На рис. 2 представлены результаты аналитических [Овсянников, 2003] и численных расчетов скоро-
сти однородного газа – кривые 3 и 2 соответственно, также на рисунке изображено пространственное
распределение скорости газа при разлете газовзвеси,U=0.001. Сопоставление скоростей в аналитическом
решении (u=731 м/с) и численном расчете (u=561 м/с) для вязкого газа показывает, что наличие вязкости
влияет на скорость спутного потока при истечении газа. Наличие дисперсной компоненты приводит к
существенному уменьшению скорости газа – u=319 м/с.

Увеличение объемного содержания дисперсной фазы (U=0.0001) приводит к замедлению истече-
ния газовзвеси в вакуум, в то же время процесс истечения в вакуум газовзвеси с малым объемным
содержанием дисперсной фазы (U=0.00001) аналогичен процессу истечения чистого газа - рис. 3.

Скорость газа для численной модели истечения однородного вязкого газа составляет – u=561 м/с ;
для газовзвеси с объемным содержаниемU=0.00001 – u=550 м/с; для газовзвеси с объемным содержанием
U=0.0001 - u=514 м/с; для газовзвеси с объемным содержанием U=0.001 – u=319 м/с: рис. 4.

Численное моделирование показывает, что при увеличении объемного содержания дисперсной
компоненты ( 0.0001 ≤ U) существенноуменьшается скорость истекающего газа. При этом с увеличением
объемного содержания дисперсной фазы уменьшается интенсивность скоростного скольжения фаз –
рис. 5, также происходит уменьшение скорости движения дисперсной компоненты смеси – рис. 6.
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Рис. 1. Схематичное изображение моделируемого канала
Fig. 1. Schematic representation of the simulated channel

Рис. 2. Пространственное распределение скорости газа при разлете в вакуум газовзвеси с объемным содержанием
твердой фазы U=0.0001 – кривая 1; разлете в вакуум вязкого газа – кривая 2; аналитическое решение для невязкого

газа – кривая 3. Момент времени t=0.3 мс
Fig. 2. Spatial distribution of gas velocity during expansion of a gas suspension with a volumetric solid phase content of U =
0.0001 – curve 1; expansion into a vacuum of viscous gas – curve 2; analytical solution for an inviscid gas – curve 3. Мoment

of time.t = 0.3 ms

Рис. 3. Пространственные распределения давления газа при разлете в вакуум однородного вязкого газа - кривая 1;
разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой ( U=0.00001) – кривая 2; разлете в вакуум вязкого газа с

дисперсной компонентой (U=0.0001) – кривая 3. Момент времени t=0.3 мс
Fig. 3. Spatial distributions of gas pressure during expansion into a vacuum of a homogeneous viscous gas - curve 1;

expansion of a viscous gas with a dispersed component into vacuum (U= 0.00001) – curve 2; expansion of a viscous gas with
a dispersed component (U= 0.0001) - curve 3 into vacuum. Moment of time -t = 0.3 ms
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Рис. 4. Пространственное распределение скорости газа при разлете в вакуум однородного вязкого газа - кривая 1;
разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (U=0.00001) – кривая 2; разлете в вакуум вязкого газа с

дисперсной компонентой (U=0.0001) – кривая 3; разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (U=0.001)
– кривая 4. Момент времени t=0.3 мс

Fig. 4. Spatial distribution of gas velocity during the expansion of a homogeneous viscous gas into a vacuum - curve 1;
expansion into a vacuum of a viscous gas with a dispersed component (U= 0.00001) – curve 2; expansion of a viscous gas

with a dispersed component (U= 0.0001) – curve 3 into vacuum; expansion of a viscous gas with a dispersed component (U =
0.001) – curve 4 into vacuum. Moment of time.t = 0.3 ms

Рис. 5. Пространственное распределение интенсивности скоростного скольжения компонент смеси при разлете в
вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (U=0.00001) – кривая 1; разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной
компонентой (U=0.0001) – кривая 2; разлете в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (U=0.001) – кривая 3.

Момент времени t=0.3 мс
Fig. 5. The spatial distribution of the intensity of the velocity slip of the mixture components during the expansion of a
viscous gas with a dispersed component into vacuum (U= 0.00001) – curve 1; expansion of a viscous gas with a dispersed
component into vacuum (U= 0.0001) – curve 2; expansion of a viscous gas with a dispersed component (U= 0.001) – curve 3

into vacuum. Moment of time -t = 0.3 ms

Выявленные закономерности можно объяснить тем, что при прочих неизменных параметрах дис-
персной компоненты смеси, увеличение объемного содержания дисперсной фазы газовзвеси приводит
к увеличению интенсивности межфазного взаимодействия, большим потерям кинетической энергии
истекающего в вакуум газа. Вследствие чего скоростные параметры компонент смеси имеют меньшее
отличие и интенсивность скоростного скольжения уменьшается. В газовзвесях с меньшим содержанием
дисперсной компоненты влияние дисперсной составляющей смеси на динамику газа незначительное,
по сравнению с газовзвесями, в которых масса несущей и дисперсной компонент близки. Газовая ком-
понента смеси разгоняется до больших скоростей, чем газовая компонента в газовзвесях с большим
объемным содержанием дисперсной фазы. За счет меньших потерь в межфазном взаимодействии ско-
рости истечения газа в газовзвеси смалымиобъемными содержаниямидисперсной компоненты близки
к скорости истечения чистого газа. При этом скорость дисперсной компоненты существенно меньше,
чем у газа, что приводит к скоростному скольжению большей величины.
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Рис. 6. Пространственное распределение скорости дисперсной компоненты смеси при разлёте в вакуум вязкого
газа с дисперсной компонентой (U=0.00001) – кривая 1; разлёте в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой
(U=0.0001) – кривая 2; разлёте в вакуум вязкого газа с дисперсной компонентой (U=0.001) – кривая 3. Момент

времени t=0.3 мс
Fig. 6. Spatial velocity distribution of the dispersed component of the mixture during the expansion of a viscous gas with a
dispersed component (U= 0.00001) – curve 1; expansion of a viscous gas with a dispersed component (U= 0.0001) – curve 2
into vacuum; expansion of a viscous gas with a dispersed component (U= 0.001) - curve 3 into vacuum. Moment of time -t =

0.3 ms

Выводы.Вычислительные эксперименты выявили отличия процессов истечения в вакуум однород-
ного газа и неоднородной среды. Математическое моделирование продемонстрировало, что наличие
дисперсной фазы оказывает существенное влияние на истечение газа в вакуум. Также было определено,
что при объёмных содержаниях дисперсной компоненты смеси большихU = 0.0001 влияние дисперсной
компоненты смеси становится существенным. Интенсивность межфазного скоростного скольжения об-
ратно пропорциональна величине объёмного содержания дисперсной компоненты смеси. Увеличение
объёмного содержания дисперсной компоненты смеси приводит к уменьшению скорости движения
несущей и дисперсной компонент смеси, вследствие большего межфазного взаимодействия, в резуль-
тате уменьшается интенсивность межфазного скоростного скольжения.
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