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íèìè. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ îòëè÷íà îò òðàäèöèîííîé ñõåìû, èñïîëüçóåìîé, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè îïå-
ðàòîðà Õèëëà. Âñå âûêëàäêè ïðèâîäÿòñÿ íà ÿçûêå ìàòðèö îïåðàòîðîâ. Â ðàññìàòðèâàåìóþ ñõåìó óêëàäû-
âàþòñÿ, íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé, îïåðàòîðû Äèðàêà.
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Abstract. Method of similar operators is a useful tool for studying the spectral properties of various classes of
perturbed di�erential operators. In this paper, we exhibit a modi�cation of the method which applies for a large
class of operators. In particular, the spectrum of the unperturbed operator is not assumed to have increasing
lacunas, which is a typical assumption for Hill operators. The method is presented in terms of the operator
matrices. It can be used, for example, for �rst order di�erential operators with an involution, Dirac operators.
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1. Ââåäåíèå. Â ñåðèè ðàáîò À. Ï. Õðîìîâà è Ì. Ø. Áóðëóöêîé (ñì. [Áóðëóöêàÿ, 2014], [Áóðëóö-
êàÿ, Õðîìîâ, 2014] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ) èçó÷àëèñü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ
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îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé è ãëàäêèì ïîòåíöèàëîì. Ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå
ìåñòà íàõîæäåíèÿ èíâîëþöèè: ïðè ïðîèçâîäíîé èëè ïðè ïîòåíöèàëå, à òàêæå ðàçëè÷íûå êðàåâûå
óñëîâèÿ. Óêàçàííûå îïåðàòîðû ñâîäèëèñü ê îïåðàòîðó Äèðàêà. Äðóãèì, àëüòåðíàòèâíûì, ìåòîäîì
ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ñ åãî ïîìîùüþ ïî-
ëó÷åíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [Áàñêàêîâ, Äåðáóøåâ, Ùåðáàêîâ, 2011], [Áàñêàêîâ, Óñêîâà, 2018], [Óñêîâà,
2019], [Baskakov, Krishtal, Uskova , 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ
íå áûëî ïîñòðîåíî îáùåé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, ïðèãîäíîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê
äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì ïåðâîãî ïîðÿäêà, êàê ñ èíâîëþöèåé, òàê è äðóãèõ. Íàïðèìåð, îïå-
ðàòîðîâ Äèðàêà èëè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ
ïîÿâèëàñü â [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Íî îíà îïÿòü ïîëó÷èëàñü äîñòàòî÷íî îáùåé ïîïûòêîé
óëîæèòü â îäíó ñõåìó äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, è ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå òåîðèþ
ðàñùåïëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìîñòü ïîÿâëåíèÿ îáùåé è îäíîâðåìåííî ïðî-
ñòîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ, â êîòîðóþ èäåàëüíî ëîæèëèñü äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé è îïåðàòîðû Äèðàêà, îñòàëàñü. Èìåííî òàêàÿ ìîäèôèêà-
öèÿ è ïðèâîäèòñÿ íèæå â äàííîé ðàáîòå. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííàÿ ðàáîòà íå åñòü ïåðåâîä íà
ðóññêèé ÿçûê ñòàòüè [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019], õîòÿ, áåçóñëîâíî, îíè èìåþò ìíîãî îáùåãî.
Ãëàâíîå èõ îòëè÷èå â òîì, ÷òî â [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019] � áîëåå îáùàÿ ñõåìà, à â äàííîé
ðàáîòå � êîíêðåòíàÿ.

Âñå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óäîáíî â íàøåì ñëó÷àå ïðîâîäèòü è ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ
îïåðàòîðíûõ ìàòðèö ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé, ïåðåä ÷èòàòåëåì íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü, ñîñòîÿùàÿ èç
òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Âî âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòè áóäóò ñîáðàíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïðè-
ìåíåíèÿ îáùåé ñõåìû. Çàìåòèì, ÷òî îíè òàêæå îòëè÷àåòñÿ îò ðàáîòû [Baskakov, Krishtal, Uskova,
2019].

Ïåðåéäåì ê êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
Ïóñòü H � êîìïëåêñíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, è J � íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîä-

ìíîæåñòâî èç Z. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîðìàëüíûé ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð A : D(A) ⊂
H → H, èìåþùèé ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A), ñïåêòð σ(A) è ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî
ρ(A). Ñïåêòðàëüíûì ìíîæåñòâîì áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòîå îòäåëåííîå ïîäìíîæåñòâî èç σ(A). Íà-
ïîìíèì [Ðóäèí Ó. 1975], ÷òî îïåðàòîð A : D(A) ⊂ H → H íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè D(A) = H
è äëÿ îïåðàòîðà A∗ : D(A∗) ⊂ H → H âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: D(A) = D(A∗) è ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ äëÿ
âñåõ x ∈ D(A).

Ïóñòü îïåðàòîð À èìååò ïîëóïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn, n ∈ J, êîíå÷íîé êðàòíîñòè, íå
ïðåâîñõîäÿùåé íåêîòîðîãî ÷èñëà N0 ∈ N. Ïðè ýòîì âñþäó â ñòàòüå ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå

dist({λn}, σ(A)\{λn}) ≥ β > 0 (1)

(óñëîâèå ðàçäåëåííîñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà À). Îòìåòèì, ÷òî èç ýòèõ óñëîâèé âûòåêàåò êîìïàêò-
íîñòü ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A.

Äàëåå, äëÿ n ∈ J, ñèìâîëîì
Pn = P ({λn}, A) (2)

îáîçíà÷èì ïðîåêòîð Ðèññà, ïîñòðîåííûé ïî îäíîòî÷å÷íîìó ñïåêòðàëüíîìó ìíîæåñòâó
σn = {λn}, n ∈ J, îïåðàòîðà À. Îòìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ {Pn, n ∈ J}
îáðàçóåò äèçúþíêòíóþ ñèñòåìó îïåðàòîðîâ, ÿâëÿþùóþñÿ ðàçëîæåíèåì åäèíèöû, ò. å. PmPn = 0
ïðè m 6= n, è

∑
n∈J Pnx = x, ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî äëÿ ëþáîãî x ∈ H.

Äàëåå ñèìâîëîì LA(H) îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ, ïîä÷èíåííûõ îïåðàòîðó
À. Ëèíåéíûé îïåðàòîð B : D(B) ⊂ H → H îòíåñåì ê LA(H), åñëè D(A) ⊂ D(B) è ‖Bx‖ ≤
C(‖x‖+‖Ax‖), äëÿ âñåõ x ∈ D(A) è íåêîòîðîãî C ≥ 0. Îáû÷íî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîëàãàþò
D(B) = D(A). Íîðìà â LA(H) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé: ‖B‖A = inf{C ≥ 0 : ‖Bx‖ ≤ C(‖x‖ + ‖Ax‖) äëÿ
ëþáîãî x ∈ D(A)}.

Ñèìâîëîì EndH áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â H, ñ íîðìîé ‖X‖ = sup

‖x‖≤1

‖Xx‖, x ∈ H,X ∈ EndH. Ïðîñòðàíñòâî EndH íåïðåðûâíî

âëîæåíî â LA(H), åñëè D(A) = H.
Ñèìâîëîì I îáîçíà÷èì òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â EndH, à ñèìâîëàìè Ik, k ∈ J, I(m), m ∈ Z+−

òîæäåñòâåííûå îïåðàòîðû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Hk = ImPk, k ∈ J, è H(m) = ImP(m), ãäå P(m) =∑
|i|<m,i∈J

Pi,m ∈ Z+, ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü îïåðàòîðà B ïðîñòðàíñòâó LA(H) îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü îïå-
ðàòîðà B(A−λI)−1 äëÿ êàæäîãî λ ∈ ρ(A). Ïðè ýòîì â LA(H) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíûå íîðìû,
ïîëîæèâ ‖B‖A = ‖B(A− λI)−1‖, λ ∈ ρ(A).
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð A− B, ãäå B ∈ LA(H). Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îïåðà-
òîðû A è B áóäóò ïðèâåäåíû â §2. Ê îïåðàòîðó A − B ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ
[Áàñêàêîâ, Óñêîâà, 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Â îñ-
íîâå ìåòîäà ëåæèò ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ èññëåäóåìîãî îïåðàòîðà ê îïåðàòîðó âèäà

Ã = A− P(n)Y P(n) −
∑

|i|>n,i∈J

PiY Pi, n ∈ Z+ = Z ∪ {0}, (3)

ãäå îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Y åñòü ðåøåíèå íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (ïî-
äðîáíîñòè ñì. â §3, 5). Ïðåèìóùåñòâî îïåðàòîðà Ã èç ôîðìóëû (3) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Hk, |k| > n, k ∈ J è H(n), n ∈ Z+, ÿâëÿþòñÿ äëÿ íåãî èíâàðèàíòíûìè.

Äàëåå îïåðàòîð A−B áóäåì íàçûâàòü âîçìóùåííûì îïåðàòîðîì, îïåðàòîð A � íåâîçìóùåííûì
îïåðàòîðîì, à îïåðàòîð B � âîçìóùåíèåì.

Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ èìååò äàâíþþ èñòîðèþ [Áàñêàêîâ, 1983], [Áàñêàêîâ, Äåðáóøåâ,
Ùåðáàêîâ, 2011] è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàç-
íîñòíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [Áàñêàêîâ, 1983], [Áàñêàêîâ, Äåðáóøåâ, Ùåðáàêîâ, 2011], [Áàñêàêîâ À. Ã.,
Ïîëÿêîâ Ä. Ì. 2017], [Áàñêàêîâ À. Ã., Óñêîâà Í. Á. 2018], Ãàðêàâåíêî, Óñêîâà, 2017. Â äàííîé ðàáîòå
ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà ó êîòîðîãî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ¾íå ðàçáåãàþòñÿ¿, â îòëè÷èè îò, íàïðèìåð, ðàáîòû [Áàñêàêîâ, Ïîëÿêîâ, 2017].
Ýòî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè â ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó ïðèõî-
äèòñÿ ââîäèòü íåêîòîðóþ âåñîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îòâå÷àþùóþ çà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìàòðè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì è ïîëó÷àòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè â òåðìèíàõ
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âïåðâûå âåñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûëà ââåäåíà â [Áàñêàêîâ, Äåðáó-
øåâ, Ùåðáàêîâ, 2011], ðåçóëüòàòû ñòàòåé [Áàñêàêîâ, Óñêîâà, 2018], [Óñêîâà, 2019], [Baskakov, Krishtal,
Uskova, 2018], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019], òàêæå ïîëó÷åíû ñ å¼ èñïîëüçîâàíèåì.

2. Ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ. Óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû A è B. Ââåäåì ïîíÿòèÿ îïåðàòîð-
íîé ìàòðèöû è ìàòðèöû îïåðàòîðîâ [ Áàñêàêîâ À. Ã., 1997], [Baskakov., Krishtal, 2014], [Baskakov,
Krishtal, Uskova, 2019], ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîìó ðàçëîæåíèþ åäèíèöû ïðîåêòîðàìè {Ej , j ∈ J}.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îïåðàòîðíîé ìàòðèöåé X = (Xij)i,j∈J íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå X : J ×
J → EndH. Ïðè ýòîì îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà X = (Xij) àññîöèèðîâàíà ñ ðàçëîæåíèåì åäèíèöû
{Ej , j ∈ J}, åñëè Xij = PiXijPj, i, j ∈ J.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìàòðèöåé îïåðàòîðà X ∈ LA(H) îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû ïðî-
åêòîðàìè {Pj , j ∈ J}, îïðåäåëåííûìè ôîðìóëîé (2), íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà X = (Xij),
äëÿ êîòîðîé Xij = PiXPj, i, j ∈ J.

Îïðåäåëåíèå 2.2 êîððåêòíî, òàê êàê PiXPj ∈ EndH, i, j ∈ J.
Êàæäàÿ îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà X , àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðàçëîæåíèåì åäèíèöû {Pj , j ∈ J}, îïðå-

äåëÿåò îïåðàòîð X : D(X) ⊂ H → H. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïå-
ðàòîðà X, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé X , ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé èç âîçìîæíûõ. Ïóñòü X � íåêîòî-
ðàÿ îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðàçëîæåíèåì åäèíèöû {Pj , j ∈ J}. Îïðåäåëèì îïå-
ðàòîð X : D(X) ⊂ H → H, ïîëàãàÿ ÷òî x ∈ H ïðèíàäëåæèò D(X) è Xx = y ∈ H, åñëè∑
n,m∈J

Xnmx =
∑

n,m∈J
XnmPmx áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ ê y. Îòìåòèì, ÷òî åñëèX ∈ LA(H), òî åãî ìàòðèöà

(Xij), i, j ∈ J, îïðåäåëÿåò îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà X. Òàêæå çàìåòèì ÷òî, èç
ðàâåíñòâà îïåðàòîðíîé ìàòðèöû íóëþ ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð èç LA(H) íóëåâîé.
Êðîìå òîãî, ìàòðèöà (Aij), i, j ∈ J, íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà è Aii = λiIi, i ∈ J,
Aij = 0 ïðè i 6= j.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âñå äîêàçàòåëüñòâà è ðåçóëüòàòû áóäóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ â òåðìèíàõ ìàò-
ðèö ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü îïåðàòîð ñ åãî ìàòðèöåé
îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ôîðìóëîé (2) ñèñòåìû ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ (ïðîåêòîðîâ Ðèññà) íåâîç-
ìóùåííîãî îïåðàòîðà A.

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå äèàãîíàëåé îïåðàòîðà X ∈ LA(H). Îïåðàòîðû Xp ∈ LA(H), p ∈
Z, îïðåäåëÿåìûå ìàòðèöàìè

(Xp)ij =

{
Xij , i− j = p,

0, i− j 6= p.

Ìàòðèöû Xp íàçîâåì p-ìè äèàãîíàëÿìè îïåðàòîðà X èç LA(H).
Íèæå íàìè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äâóñòîðîííèé èäåàë S2(H) ⊂ EndH îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-

Øìèäòà. ×åðåç ‖X‖2, X ∈ S2(H) îáîçíà÷èì íîðìó Ãèëüáåðòà-Øìèäòà.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ X èç S2(H) åãî íîðìó Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íîðìó

ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ôîðìóëîé
‖X‖22 =

∑
i,j∈J
‖Xij‖22. (4)
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Íóæíûå íàì ñâîéñòâà èäåàëà S2(H) ìîæíî íàéòè â [Ãîõáåðã, Êðåéí, 1965], [12].
Ïåðåéäåì ê óñëîâèÿì íà îïåðàòîðû A è B, íàêëàäûâàåìûì â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà A ïðåäñòàâèì â âèäå σ(A) = ∪

n∈J
{λn}. Ïîëóïðîñòîòà

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn, n ∈ J îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

APn = λnPn, n ∈ J. (5)

Äàëåå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ âñþäó âûïîëíåííûì óñëîâèå:

sup
i∈J

∑
n∈J/{i}

|λi − λn|−2 <∞. (6)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðàçäåëåííîñòè ñïåêòðà (1) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç (6).
Òàêæå ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ∑

i∈J
‖Bii‖22 <∞; (7)

2) ∑
i,j∈J,i 6=j

‖Bij‖22
(λi − λj)2

<∞; (8)

3) ∑
i,j∈J

∥∥∥∥∥∥
∑

l∈J,l 6=j

BilBlj
λl − λj

∥∥∥∥∥∥
2

2

<∞; (9)

4) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λε ∈ ρ(A), ÷òî

‖B(A− λεI)−1‖ < ε. (10)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû íå áóäåì ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7) (ñì. çàìå÷àíèå 4.1).
Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàâëåííûå âûøå óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû A è B àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿëèñü

èëè ïðåäïîëàãàëèñü â ðàáîòàõ [Áàñêàêîâ, Äåðáóøåâ, Ùåðáàêîâ, 2011], [Áàñêàêîâ., Óñêîâà, 2018],
[Êðèøòàë, Óñêîâà, 2019 ], [Óñêîâà, 2019], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2018], [Baskakov, Krishtal,
Uskova, 2019].

Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîçìóùåíèå B ïðèíàäëåæàëî èäåàëó îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà �
Øìèäòà S2(H) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ∑

i,j∈J
‖Bij‖22 <∞. (11)

Ïðè ýòîì óñëîâèÿ (7)�(10) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè è èõ ïðîâåðêà íå ïðîâîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå 2.2. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7) îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð B0, ÿâëÿþùèéñÿ íóëåâîé äèà-

ãîíàëüþ îïåðàòîðà B, ïðèíàäëåæèò S2(H) îïÿòü æå â ñèëó (4). Ïî ïîâîäó ôîðìóë (8), (9) ñì.
çàìå÷àíèå 4.2.

3. Ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Àáñòðàêòíàÿ ñõåìà. Ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ìàòåìàòèêå, íà÷èíàÿ ñ ïðèâåäåíèÿ êîíå÷íûõ ìàòðèö ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå.
Èñòîðèÿ è îáçîð îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ èçëîæåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [Ñèòíèê, Øèøêèíà,
2019].

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû E1 : D(E1) ⊂ H → H è E2 : D(E2) ⊂ H → H íàçû-
âàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð V ∈ EndH, òàêîé, ÷òî
V D(E2) = D(E1) è E1V x = V E2x, x ∈ D(E2). Îïåðàòîð V íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
îïåðàòîðà E1 â îïåðàòîð E2. Îïåðàòîð V òàêæå èíîãäà íàçûâàþò ñïëåòàþùèì îïåðàòîðîì.

Ïîäîáíûå îïåðàòîðû èíòåðåñíû è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî çíàÿ ñïåêòðàëüíûå
ñâîéñòâà îäíîãî îïåðàòîðà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà äðóãîãî îïåðàòîðà.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü îïåðàòîðû E1 : D(E1) ⊂ H → H è E2 : D(E2) ⊂ H → H ïîäîáíû è E1V = V E2.
Òîãäà:

1) èõ îáðàçû ImE1 è ImE2 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì ImE1 = V (ImE2);
2) èõ ñïåêòðû σ(E1) è σ(E2) òàêèå, ÷òî σ(E1) = σ(E2);
3) ïóñòü e � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà E2, E2e = λe, òîãäà V e � ñîáñòâåííûé âåêòîð

îïåðàòîðà E1, ïðè÷åì E1V e = λV e;
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4) ïóñòü Q ∈ EndH � ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð, ïîñòðîåííûé ïî íåêîòîðîìó ñïåêòðàëüíîìó

ìíîæåñòâó σ îïåðàòîðà E2. Òîãäà ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð Q̃ ∈ EndH, ïîñòðîåííûé ïî ñïåê-
òðàëüíîìó ìíîæåñòâó σ äëÿ îïåðàòîðà E1, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Q̃ = V QV −1.

Íåìíîãî çàòðîíåì âîïðîñû èñòîðèè ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòîò ìåòîä
ïðåäëîæèë Ê. Î. Ôðèäðèõñ [Äàíôîðä, Øâàðö, 1974] äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îïåðàòîðîâ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì (ìåòîä Ôðèäðèõñà). Ð. Òåðíåð ðàçâèë ìåòîä Ôðèäðèõñà
(ñì. [Äàíôîðä, Øâàðö, 1974]) äëÿ îïåðàòîðîâ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. À. Ã. Áàñêàêîâ ïðîäîëæèë
ðàçâèòèå ìåòîäà Ôðèäðèõñà ñ ó÷åòîì èäåé Ïóàíêàðå, Êðûëîâà, Áîãîëþáîâà (ñì. [Áàñêàêîâ, 1983],
[Áàñêàêîâ, Ïîëÿêîâ, 2017], [Áàñêàêîâ., Óñêîâà, 2018]. Â ðàáîòàõ [Áàñêàêîâ, 1985], [Áàñêàêîâ, 1999]
ïîêàçàíà ñâÿçü ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ñ çàìåíîé Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ èìååò ìíîæåñòâî ðàçíîâèäíîñòåé. Â äàííîé ðàáîòå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ
ìåòîäà áóäóò èçëàãàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ [Áàñêàêîâ, Óñêîâà, 2018].

Ìû äàëåå áóäåì íàçûâàòü òðàíñôîðìàòîðîì (òåðìèí Ì. Ã. Êðåéíà) îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â
ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ.

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äîïóñòèìîé (äëÿ íåâîçìó-
ùåííîãî îïåðàòîðà) òðîéêè. Îíà ñîñòîèò èç ïðîñòðàíñòâàM äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé è äâóõ òðàíñ-
ôîðìàòîðîâ J ∈ EndM è Γ :M→ EndH.

Îïðåäåëåíèå 3.2.[Áàñêàêîâ, Óñêîâà, 2018] Äëÿ îïåðàòîðà A òðîéêó (M, J,Γ) íàçîâåì äîïó-
ñòèìîé òðîéêîé èM � ïðîñòðàíñòâîì äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) M � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîåé íîðìîé ‖ · ‖∗, íåïðåðûâíî âëîæåííîå LA(H), ò. å.
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî ‖X‖A ≤ c‖X‖∗ äëÿ ëþáîãî X ∈M;

2) J è Γ � îãðàíè÷åííûå òðàíñôîðìàòîðû è J2 = J ;
3) (ΓX)D(A) ⊂ D(A). Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X èç ïðîñòðàíñòâàM âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

AΓXx− ΓXAx = (X − JX)x,

äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ D(A). Êðîìå òîãî, Y = ΓX � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

AY − Y A = X − JX, (12)

è JY = 0;
4) äëÿ ëþáûõ îïåðàòîðîâ X è Y èçM îïåðàòîðû XΓY, (ΓX)Y òàêæå ïðèíàäëåæàòM. Êðîìå

òîãî, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ > 0, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

‖Γ‖ ≤ γmax{‖XΓY ‖∗, ‖(ΓX)Y ‖∗} ≤ γ‖X‖∗‖Y ‖∗; (13)

5) äëÿ âñåõ X,Y èçM: J((ΓX)JY ) = 0;
6) äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X ∈ M è ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî λε, êîòîðîå ïðèíàä-

ëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó ρ(A) òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖X(A− λεI)−1‖ < ε. (14)

Çàìå÷àíèå 3.1. Ñîãëàñíî [Áàñêàêîâ, 1983] óñëîâèå 6) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ ëþáîãî
X ∈M, ImΓX ⊂ D(A) è AΓX ∈ EndH.

Ïóñòü òðîéêà (M, J,Γ) � ôèêñèðîâàííàÿ äîïóñòèìàÿ òðîéêà äëÿ îïåðàòîðà A.
Òåîðåìà 3.1. [Áàñêàêîâ, Ïîëÿêîâ, 2017] Ïóñòü B ∈M è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖J‖‖B‖∗γ < 0.25, (15)

òî âîçìóùåííûé îïåðàòîð A − B ïîäîáåí îïåðàòîðó A − JX∗, ãäå X∗ ∈ M åñòü ðåøåíèå îïåðà-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ

X = BΓX − (ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX) +B = Φ(X). (16)

Îïåðàòîð X∗ ìîæåò áûòü íàéäåí ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé, X0 = 0, X1 = B, .... Ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A − B â îïåðàòîð A − JX∗ îñóùåñòâëÿåò îáðàòèìûé îïåðàòîð
I + ΓX∗ ∈ EndH è ΓX∗ ∈ M. Îòîáðàæåíèå Φ : M → M ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â øàðå
{X ∈M : ‖X −B‖∗ ≤ 3‖B‖∗}.

Âîçìóùåíèå B íå îáÿçàíî ïðèíàäëåæàòü íóæíîìó (óäîáíîìó) ïðîñòðàíñòâó äîïóñòèìûõ âîç-
ìóùåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ñíà÷àëà ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ äàííîãî
âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A−B â òàêîé îïåðàòîð A− B̃, ãäå B̃ óæå åñòü ýëåìåíòM.
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Ïðåäïîëîæåíèå 3.1. Äëÿ îïåðàòîðà B ∈ LA(H) è ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé
M ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû M,N ∈ EndH óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

1)‖N‖ < 1;
2)ND(A) ⊂ D(A);
3)BN,NM ∈M;
4)ANx−NAx = Bx−Mx, x ∈ D(A);
5) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî λε ∈ p(A) òàêîå, ÷òî ‖B(A− λεI)−1‖ < ε.
Òåîðåìà 3.2. [Áàñêàêîâ, Ïîëÿêîâ, 2017] Ïóñòü ïðåäïîëîæåíèå 3.1 èìååò ìåñòî. Òîãäà îïåðà-

òîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó A−M −C, ãäå C = (I +N)−1(BM −NM) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(A−B)(I +N) = (I +N)(A−M − C). (17)

Çàìå÷àíèå 3.2. Îòìåòèì, ÷òî åñëèM � äâóñòîðîííèé èäåàë â EndH, òî C ∈ M. Åñëè, áîëåå
òîãî, è M ∈ M, òîãäà íîâîå âîçìóùåíèå M + C òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó äîïóñòèìûõ
âîçìóùåíèéM.

Çàìå÷àíèå 3.3. Â [Áàñêàêîâ, Ïîëÿêîâ, 2017] è äðóãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð, â [Baskakov, Krishtal,
Uskova, 2019], Ïðåäëîæåíèå 3.1 è òåîðåìà 3.2 ñôîðìóëèðîâàíû â äðóãèõ òåðìèíàõ.

Â çàêëþ÷åíèè ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, ïîçâîëÿþùóþ îñëàáèòü óñëîâèå (15) â ÷àñòíîì
ñëó÷àå JB = 0.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü B ∈M è JB = 0. Òîãäà åñëè

3‖J‖‖B‖∗γ < 1,

òî îïåðàòîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó A− JX∗, ãäå X∗ ∈M � ðåøåíèå íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ

X = BΓX − ΓXJ(BΓX) +B,

è îíî ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé, ïîëîæèâ X0 = 0, X1 = B, . . . .

4. Ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ. Â ðàññìîòðåííîì íàìè ñëó÷àå â êà÷åñòâå
ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé óäîáíî áðàòü èäåàë îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà � ØìèäòàM =
S2(H) (èëè áîëåå óçêîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëåííîå â §5.2). Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå B /∈ S2(H), è
ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A−B,B ∈ LA(H)
â îïåðàòîð A−Q, ãäå Q ∈ S2(H).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè B óæå ïðèíàäëåæèò èäåàëó S2(H), òî ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ïîäîáèÿ íå òðåáóåòñÿ.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî îñíîâíîå è ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ìû áóäåì ñòðîèòü
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö îïåðàòîðîâ, ïðè÷åì îïåðàòîðû ÷àñòî áóäóò îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèìè
ìàòðèöàìè. Ïîäõîä ê ïðåäâàðèòåëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ïîäîáèÿ, èçëîæåííûé íèæå, îòëè÷àåòñÿ
îò [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019].

Îïðåäåëèì äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà M è N , ó÷àñòâóþùèõ â ïðåäâàðèòåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè
ïîäîáèÿ, ñâîèìè ìàòðèöàìè, ïîëîæèâ M = (Mij), N = (Nij),i, j ∈ J ãäå

Mij =

{
Bij , i = j,

0, i 6= j,
Nij =

{
Bij
λi−λj , i 6= j,

0, i = j.
(18)

Íàðÿäó ñ îïåðàòîðàìè M è N ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ M (n) è N (n), n ∈
Z+, ïîëîæèâ

M
(n)
ij =


Bij , i = j,

Bij ,max{|i|, |j|} ≤ n,
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

N
(n)
ij =

{
Bij
λi−λj , i 6= j è min(|i|, |j|) ≥ n,
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

(19)

N (0) = N , M (0) = M . Âàæíî, ÷òî îïåðàòîðû M (n)−M è N (n)−N åñòü îïåðàòîðû êîíå÷íîãî ðàíãà.
Îïåðàòîðû M , N , N (n) è M (n), n ∈ Z+, åñòü îïåðàòîðû Ãèëüáåðòà � Øìèäòà. Äåéñòâèòåëüíî,

‖M‖22 =
∑
i∈J
‖Bii‖22 <∞, (20)

‖N‖22 =
∑

i,j∈J,i6=j

‖Bij‖22
|λi − λj |2

. (21)
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Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî

(BN)ij =
∑

l∈J,l 6=j

BilBlj
λl − λj

(22)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖BN‖22 =
∑
i,j∈J
‖
∑

l 6=j,l∈J

BilBlj
λl − λj

‖22 <∞. (23)

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîðû N,M,BN ïðèíàäëåæàò S2(H).
Ïîñ÷èòàåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîììóòàòîðà AN −NA; ó÷òåì ôîðìóëó (5):

Pi(AN −NA)Pj = (λi − λj)Nij =

{
Bij , i 6= j,

0, i = j.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîììóòàòîðà AN − NA ñîâïàäàþò ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû
B −M , ò. å. AN −NA = B −M . Ïîêàæåì, ÷òî N(D(A)) ⊂ D(A). Ïóñòü λ0 ∈ ρ(A), x ∈ D(A), òîãäà

x = (A− λ0I)−1y, y ∈ H,

N(A− λ0I)−1y =
∑

n,m∈J,n6=m

PmY Pn
(λm − λn)(λn − λ0)

=

=
∑

n,m∈J,n6=m

PmY Pn
(λm − λn)(λm − λ0)

=
∑

n,m∈J,n6=m

PmY Pn
(λm − λ0)(λn − λ0)

=

= (A− λ0I)−1Ny + (A− λ0I)−1(B −M)x = (A− λ0I)−1(Ny + (B −M)x) ∈ D(A).

Äëÿ îïåðàòîðîâ M è N âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 3.1. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå 5)
ïðåäïîëîæåíèÿ 3.1 åñòü óñëîâèå (9) íà îïåðàòîð B.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà B(A−λεI)−1 èìåþò âèä
(

Bij
λi−λε

)
, i, j ∈ J, λε ∈ ρ(A).

Äàëåå òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ
Ëåììà 4.1. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X ∈ S2(H) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

lim
n→∞

‖X − P(n)XP(n)‖2 = 0.

Èç òåîðåìû 3.2 è ëåììû 4.1 âûòåêàåò
Òåîðåìà 4.1. Åñòü òàêîå öåëîå k ≥ 0, ÷òî âîçìóùåííûé îïåðàòîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó

A−M (k) − C(k) = A−Q;C(k) = (I +N (k))(BN (k) −N (k)M (k)),

ãäå C(k), N (k),M (k), N (k)M (k) ∈ S2(H) è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(A−B)(I +N (k)) = (I +N (k))(A−Q), Q ∈ S2(H).

Çàìå÷àíèå 4.1. Óñëîâèå (6) íà îïåðàòîð B, ãàðàíòèðóþùåå ïðèíàäëåæíîñòü îïåðàòîðà M
èäåàëó S2(H), â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îáîéòè.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð.
Ïóñòü B0 (íóëåâàÿ äèàãîíàëü îïåðàòîðà � âîçìóùåíèÿ B) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé B0 = b0I, b0 ∈

C. Òîãäà M0 = b0I /∈ S2(H). Â ýòîì ñëó÷àå îòíåñåì îïåðàòîð b0I ê íåâîçìóùåííîìó îïåðàòîðó.
Âìåñòî A íåâîçìóùåííûì ñ÷èòàåì A− b0I, è M = 0

Çàìå÷àíèå 4.2. Èç ôîðìóë (20) è (23) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû M è BN , ìàòðè÷íûå ýëåìåí-
òû êîòîðûõ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (18) è (22) ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíàäëåæàò èäåàëó îïåðàòîðîâ
Ãèëáåðòà-Øìèäòà S2(H). Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíåå âìåñòî ïðîâåðêè íåðàâåíñòâ (20)
è (23) ïðîâåðÿòü ïðèíàäëåæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ èäåàëóS2(H). Â òàêîì ñëó÷àå óñëî-
âèÿ (8), (9) íà ìàòðèöó îïåðàòîðà B, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (20) è (23), òàêæå íå
ïðîâåðÿþòñÿ.

5. Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ òðîåê. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ïîñòðîåíû äâà ðàçëè÷íûõ ñåìåé-
ñòâà äîïóñòèìûõ òðîåê äëÿ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A ñ âîçìóùåíèåì Q èç èäåàëà S2(H). Åñëè ó
íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðàA ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ¾ðàçáåãàþòñÿ¿, ò. å. lim

n→∞
dist({λn}, σ(A)\{λn}) =

∞, èëè íîðìà ‖Q‖2 âîçìóùåíèÿ äîñòàòî÷íî ìàëà, òî â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ âîçìóùå-
íèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü S2(H). Â îáùåì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì áîëåå ¾óçêèå¿ ïðîñòðàíñòâàMQ,
ïîñòðîåííûå ïî âîçìóùåíèþ Q. (ñì. §5.2)
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5.1. Ïîñòðîåíèå ïåðâîãî ñåìåéñòâà äîïóñòèìûõ òðîåê (S2(H), Jm,Γm). Â ýòîì ïóíê-
òå â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé M âûñòóïàåò èäåàë îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà �
Øìèäòà S2(H) èç àëãåáðû EndH. Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü A îáðàòèìûì îïåðàòîðîì, èíà÷å,
âìåñòî A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð A − µI, µ ∈ ρ(A). Äîïóñòèìûå òðîéêè äëÿ A è A − µI
áóäóò îäèíàêîâûìè.

Ïîñêîëüêó S2(H) ⊂ EndH ⊂ LA(H), èìååì ‖Xx‖ = ‖XA−1Ax‖ ≤ ‖XA−1‖‖̇Ax‖,
X ∈ S2(H), x ∈ D(A). Òàêèì îáðàçîì, ‖X‖A ≤ ‖XA−1‖.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ òðàíñôîðìàòîðîâ J,Γ ∈ End(S2(H)).
Äëÿ X ∈ S2(H) îïðåäåëèì òðàíñôîðìàòîðû JX è ΓX ìàòðèöàìè:

(JX)ij =

{
Xij , i = j,

0, i 6= j,
(24)

(ΓX)ij =

{
Xij
λi−λj , i 6= j,

0, i = j.
(25)

Î÷åâèäíî, ÷òî JX =
∑
n∈J

PnXPn è âûïèñàííûé ðÿä áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â S2(H), ‖JX‖22 =∑
i∈J
‖PiXPi‖22 ≤ ‖X‖22, ò. å. èç X ∈ S2(H) ñëåäóåò, ÷òî JX ∈ S2(H).

Ïîêàæåì, ÷òî ΓX ∈ S2(H) äëÿ X ∈ S2(H).
Äåéñòâèòåëüíî,

‖ΓX‖22 =
∑

i,j∈J,i6=j

‖Xij‖22
|λi − λj |2

≤ 1

β2

∑
i,j∈J,i 6=j

‖Xij‖22 ≤
1

β2
‖X‖22, (26)

ãäå β îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (1).
Òåîðåìà 5.1. Òðîéêà (S2(H), J,Γ) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òðîéêîé äëÿ îïåðàòîðà A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.5 èç [Baskakov,

Krishtal, Uskova, 2019].
Íàðÿäó ñ òðàíñôîðìàòîðàìè J,Γ ∈ End(S2(H)), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâà òðàíñôîðìà-

òîðîâ Jk,Γk ∈ End(S2(H)), k ∈ Z+, ôîðìóëàìè

JkX = P(k)XP(k) +
∑

|i|>k,i∈J

PiXPi, X ∈ S2(H) (27)

ΓkX = ΓX − P(k)ΓXP(k) = Γ(X − JkX), X ∈ S2(H), (28)

ïðè ýòîì J0X = JX,Γ0X = ΓX. Îïåðàòîðû JkX è ΓkX, k ∈ Z+, îïðåäåëåíû êîððåêòíî, âñå âûøå-
îïèñàííûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ â S2(H). Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû JX − JkX, ΓX − ΓkX åñòü îïåðàòîðû
êîíå÷íîãî ðàíãà. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.2. Òðîéêà (S2(H),ΓkX, JkX) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ îïåðàòîðà A òðîéêîé ïðè
ëþáîì k ∈ Z+.

Èç òåîðåìû 5.1 è òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò
Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü îïåðàòîð Q òàêîé, ÷òî

‖Q‖2 ≤
β

4
. (29)

Òîãäà îïåðàòîð A−Q ïîäîáåí îïåðàòîðó A−JX∗ = A−V , X∗, V ∈ S2(H), èìåþùåìó äèàãîíàëüíóþ
îïåðàòîðíóþ ìàòðèöó. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(A−Q)(I + ΓX∗) = (I + ΓX∗)(A− V ),

ãäå îïåðàòîð X∗ ∈ S2(H) åñòü ðåøåíèå íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (16).
Îòìåòèì, ÷òî äîâîëüíî æåñòêîå óñëîâèå (29) ìîæíî ñíÿòü â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ îïåðàòîðà A ¾ðàçáåãàþòñÿ¿ ò. å.

lim
n→∞

dist({λn}, σ(A)\{λn}) =∞. (30)

Òîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ òðîéêà (S2(H), Jn,Γn) è êîíñòàíòà γ, àíàëîãè÷íî (26), îöåíèâàåòñÿ ñëåäó-
þùåé âåëè÷èíîé

γ = γn = (dist({λn}, σ(A)\{λn}))−1,
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ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíó γn ìîæíî ñäåëàòü ìàëîé.
Òåîðåìà 5.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (30). Ñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ Z+, ÷òî îïåðàòîð A−Q

ïîäîáåí îïåðàòîðó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãî âèäà A− V è

(A−Q)(I + ΓmX∗) = (I + ΓmX∗)(A− V ),

ãäå îïåðàòîðû V,X∗ ∈ S2(H) è X∗ åñòü ðåøåíèå íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (16) ñ òðàíñ-
ôîðìàòîðàìè Jm,Γm ∈ End(S2(H)), îïðåäåëåííûì ôîðìóëàìè (27), (28).

Èç òåîðåì 5.3, 5.4, 4.1 âûòåêàåò
Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 5.3 èëè 5.4. Òîãäà èñõîäíûé îïåðàòîð A−B

ïîäîáåí îïåðàòîðó A − V, V ∈ S2(H), èìåþùåìó ìàòðèöó äèàãîíàëüíîãî (áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãî)
âèäà. Îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà A−B â îïåðàòîð A− V ñëóæèò îïåðàòîð

(I +M (k))(I + ΓmX∗) = I + Ukm,

ãäå Ukm ∈ S2(H).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà èç [Áàñêàêîâ, Äåðáóøåâ, Ùåðáàêîâ, 2011], [Óñêîâà, 2019]

èëè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èíâîëþöèåé èç [Áàñêàêîâ, Óñêîâà, 2018],
[Êðèøòàë, Óñêîâà, 2019 ], [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2018] ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåì 5.3 è 5.4 íå
âûïîëíåíî â îáùåì ñëó÷àå. Ïîýòîìó äëÿ íèõ ñòðîèòñÿ äðóãîå ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ òðîåê.

5.2. Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîé òðîéêè (MQ, Jk,Γk). Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâà
äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèéMQ. Ïî ëþáîìó íåíóëåâîìó îïåðàòîðó X ∈ S2(H) ïîñòðîèì äâóñòîðîí-
íþþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà

αn(X) = ‖X‖−
1
2

2 max

(
∑

|k|≥n,k∈J

‖PkX‖22)
1
4 , (

∑
|k|≥n,k∈J

‖XPk‖22)
1
4

 , n ∈ Z. (31)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn(X))n∈Z îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) αn(X) = α−n(X), n ∈ Z;
2) lim
|n|→∞

αn(X) = 0, n ∈ Z;

3) αn(X) ≤ 1 äëÿ âñåõ n ∈ Z;
4) αn(X) ≥ αn+1(X), n ≥ 0;
5) αn(X) 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ Z, åñëè P(m)XP(m) 6= X äëÿ âñåõ m ∈ Z+;
6) êîíå÷íà âåëè÷èíà ∑

n∈J

‖XPn‖22 + ‖XPn‖22
(αn(X))2

.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P(n)QP(n) 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ Z+.
Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X ∈ S2(H) òàêæå çàäàäèì ñàìîñîïðÿæåííûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð F :

FX =
∑
n∈J

αn(X)Pn,

FX ∈ EndH � ôóíêöèÿ îò íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A è ‖FX‖∞ = max |αn(X)| = 1.
Ïóñòü FQ = F . Ââåäåì ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâMQ ⊂ S2(H), ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå

X = XlF, X = FXr,

ãäå Xl, Xr ∈ S2(H). Çàäàäèì âMQ íîðìó ‖X‖MQ
= max{‖Xl‖2, ‖Xr‖2}, ‖X‖2 ≤ ‖X‖MQ

, X ∈MQ.
Èç ñâîéñòâà 5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αn(X))n∈Z ñëåäóåò, ÷òîMQ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð X èç S2(H) ìîæíî çàïèñàòü êàê

X = (
∑
n∈J

1

αn(X)
XPn)FX = FX(

∑
n∈J

1

αn(X)
PnX).

Ñëåäîâàòåëüíî, Q ∈MQ.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α : Z → R+ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà X ∈ S2(H) ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì.
Ïîñêîëüêó MQ ⊂ S2(H), òî òðàíñôîðìàòîðû Jk è Γk, k ≥ 0, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè (24), (25),

(27), (28), îïðåäåëåíû è äëÿ îïåðàòîðîâ èçMQ. Áîëåå òîãî,

Jk(XlF ) = (JkXl)F, Jk(FXr) = F (JkXr),
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Γ(XlF ) = (ΓkXl)F, Γk(FXr) = F (ΓkXr),

ãäå Xr, Xl ∈ S2(H).
Äëÿ îöåíêè íîðì ‖Γk(XF )‖2 è ‖Γk(FX)‖2, X ∈ S2(H), ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(α′n), n ∈ N è (α̃′n), n ∈ N, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè

α′n+1 = max{λld−1
jl , l, j ∈ J, |l| ≤ n, |j| > n}, (32)

α̃n
′ = (β−1αn + α′n), n ∈ N, (33)

ãäå dij = dist(σi, σj), i, j ∈ J. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (α′n) è (α̃′n) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ñõîäÿùèõ-
ñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò. å.

lim
n→∞

α′n+1 = lim
n→∞

α̃′n = 0. (34)

Àíàëîãè÷íî [Áàñêàêîâ, Äåðáóøåâ, Ùåðáàêîâ, 2011, Ëåììà 3] äîêàçûâàåòñÿ
Ëåììà 5.1. Äëÿ êàæäîãî k ∈ Z+ è X ∈ S2(H) èìåþò ìåñòî îöåíêè

max{‖Γk(XF )‖2, ‖Γk(FX)‖2} ≤ ã′k+1‖X‖2.

Òåîðåìà 5.6. [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019, Proposition 3.7] Òðîéêà (MQ, Jk,Γk) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé òðîéêîé äëÿ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A äëÿ ëþáîãî k ∈ Z+ è ïîñòîÿííàÿ γ = γk èç
îïðåäåëåíèÿ 3.2 äîïóñêàåò îöåíêó

γk ≤ α̃′k+1, k ∈ Z+.

Èç òåîðåìû 5.6 è òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò
Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü öåëîå k ≥ 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

4α̃′k+1‖Q‖MQ
< 1. (35)

Òîãäà îïåðàòîð A − Q ïîäîáåí áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó îïåðàòîðó A − JkX∗ = A − P(k)X∗P(k) −∑
|i|>k,i∈J

PiX∗Pi,= A−V , ãäå X∗ ∈MQ � ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (16). Îïåðàòîð ïðåîáðàçî-

âàíèÿ A − Q â îïåðàòîð A − V åñòü îïåðàòîð I + ΓX∗,
ΓX∗ ∈MQ ⊂ S2(H).

Òåîðåìà 5.8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.7 èñõîäíûé îïåðàòîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó A−V , ãäå V
ïðèíàäëåæèò S2(H) è èìååò ìàòðèöó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãî âèäà. Îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
îïåðàòîðà A−B â îïåðàòîð A− V ñëóæèò îïåðàòîð

(I +M (k))(I + ΓmX∗) = I + Ukm, Ukm ∈ S2(H), X∗ ∈ S2(H),m ≥ 0.

6. Îöåíêè ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà A−B.
6.1. Îöåíêè ñïåêòðà. Èç òåîðåì 5.5 è 5.7 ñëåäóåò î÷åâèäíàÿ
Ëåììà 6.1. σ(A − B) = σ(A − V ) = σ(A − P(m)X∗P(m) −

∑
|i|>m

PiX∗Pi), ãäå X∗ � ðåøåíèå

îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (16).
Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïåðàòîð A − V èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, ÷òî ñóùåñòâåííî îá-

ëåã÷àåò èññëåäîâàíèå åãî ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ.
Ëåììà 6.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.5 èëè 5.7 ñïåêòð îïåðàòîðà A − B ïðåäñòàâèì â âèäå

îáúåäèíåíèÿ âçàèìíî ïåðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ σ̃(m), σ̃i, |i| > m, ïðè÷åì

σ̃(m) = σ((A− PiX∗)|H(m)
) = σ(Ã(m)), H(m) = ImP(m),

σ̃i = σ((A− PiX∗)|Hi) = σ(Ãi), Hi = ImPi, |i| > m, i ∈ J,

σ(A−B) = σ(Ã(m)) ∪

 ⋃
|i|>m,i∈J

σ(Ãi

 = σ̃(m) ∪

 ⋃
|i|>m,i∈J

σ̃i

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (36) íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü äâà âêëþ÷åíèÿ

σ(A−B) ⊂ σ̃(m) ∪

 ⋃
|i|>m,i∈J

σ̃i

 ,
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σ̃(m) ∪

 ⋃
|i|>m,i∈J

σ̃i

 ⊂ σ(A−B).

Îïåðàòîð A−V ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñåìè îïåðàòîðàìè P(m), Pi, |i| > m è ïðîñòðàíñòâà H(m), Hi, |i| >
m ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî èíâàðèàíòíûìè.

Èç êîìïàêòíîñòè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà A − V ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà
A − B. Ïîýòîìó åñëè λ0 ∈ σ(A − V ), òî ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð x0 ∈ D(A) òàêîé, ÷òî
(A− V )x0 = λ0x0. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòà ðàâåíñòâà

Ã(m)P(m)x0 = λ0P(m)x0, ÃiPix0 = λ0x0, |i| > m+ 1.

Ñèñòåìà ïðîåêòîðîâ P(m), Pi, |i| > m îáðàçóåò ðàçëîæåíèå åäèíèöû: x = P(m)x +
∑
|i|>m

Pix, x ∈ H,

õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ P(m)x0, Pix0, |i| > m íåíóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ Ã(m), Ãi, |i| > m.

Ïóñòü λ0 ∈ σ(Ãl) äëÿ íåêîòîðîãî |l| > m, òîãäà ÃlPlx0 = λ0Plx0, x0 ∈ D(A) � ñîîòâåòñòâóþùèé
âåêòîð. Ïðèìåíèì îïåðàòîð A − V ê âåêòîðó x0 = Plx0, |l| > m, (A − V )x0 = (A − P(m)X∗P(m) −∑
|i|>m

PiX∗Pi)Plx0 = (APl − PlXPl)Plx0 − ÃlPlx0 = λ0Plx0. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6.1. Â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòð îïåðàòîðà E ñ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ìîæåò
íå ñîâïàäàòü ñ îáúåäèíåíèåì ñïåêòðîâ åãî áëîêîâ Ei è äàæå ñ åãî çàìûêàíèåì. Ïðèâåäåì ïðîñòîé
ïðèìåð. Ó îïåðàòîðà E, çàäàííîãî áåñêîíå÷íîé áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé âèäà

0 1
0 0

0 0 . . .

0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

0 . . .

0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

. . .

...
...

...
. . .


,

ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí åäèíèöå, è σ(Ei) = {0}, i ∈ J.
Èç ëåììû 6.2 ñëåäóåò, ÷òî âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ñïåêòðà îïåðàòîðîâ Ãi, |i| >

k, i ∈ J.
Âåðíåìñÿ ê îïåðàòîðó X∗ � ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (16) è îöåíèì åãî

áëîê PiX∗Pi, êîòîðûé è èñïîëüçóåòñÿ äàëåå â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå. Èìååì:

PiX∗Pi = PiQΓmX∗Pi + PiQPi,

îòêóäà
PiX∗Pi = PiQPi + PiQΓmQPi + PiQΓm(X −Q)Pi = PiQPi + T0i,

ãäå îïåðàòîð T0i ïðèíàäëåæèò èäåàëó ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ S1(H). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç òåîðåìû
4.1 ñëåäóåò, ÷òî

PiQPi = PiBPi + Pi(I +N (k))−1(BN (k) −N (k)M (k))Pi = PiBPi + PiBN
(k)Pi + T1i,

|i| > k, T1i ∈ S1(H).

Ïîýòîìó, ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

PiX∗Pi = PiBPi + PiBN
(k)Pi + Ti, Ti ∈ S1(H).

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû BN (k) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (18), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
|i| > max{k,m} èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

PiBN
(k)Pi =

∑
l 6=i

BilBli
λl − λi

.

Îïðåäåëåíèå 6.1. ×èñëî λ̂, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

λ̂ =
1

n

n∑
i=1

λi,
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íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, λ2, ..., λn.
Ïåðåä òåì, êàê ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà, ââåäåì ñëåäóþùåå îáî-

çíà÷åíèå: li = dimImPi, i ∈ J, è ïóñòü ìàòðèöû PiBPi è PiBN
(k)Pi, i ∈ J, |i| > m, ñîñòîÿò èç

ýëåìåíòîâ binj , 1 ≤ n, j ≤ li è b̃inj , 1 ≤ n, j ≤ li ñîîòâåòñòâåííî.
Òåîðåìà 6.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

λ̂i = λi −
1

li

li∑
n=1

binn −
1

li

li∑
n=1

b̃inn + βi, ãäå βi ∈ `1(J). (36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäïðîñòðàíñòâà ImPi, |i| > m, êîíå÷íîìåðíû, à â êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå ñïåêòðàëüíûé ñëåä ðàâåí ìàòðè÷íîìó.

Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè dimImPi = 1, |i| > m, i ∈ J, òî äëÿ êàæäîãî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ̃i, |i| > m èñõîäíîãî îïåðàòîðà A−B èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

λ̃i = λi − bii −
∑
l 6=i

bilbli
λl − λi

+ βi, ãäå βi ∈ `1(J). (37)

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 6.1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåñêîëüêî èíà÷å, â ðóñëå ðàáîòû [Áàñêàêîâ, Ïî-
ëÿêîâ, 2017]. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëèðîâêó. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìàòðèö

Ψn = PiBPi + PiBN
(k)Pi = Bii +

∑
l 6=i

BilBli
λl − λi

.

Òåîðåìà 6.2. Èìååò ìåñòî îöåíêà

∑
|n|>k

1

α2
n

li∑
l=1

|λ̃n,l − λn|2 <∞,

ãäå λn, |n| > k, � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A, λ̃n,l � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
áëîêà Pn(A−X∗)Pn è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α : Z→ R îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (31). Áîëåå òîãî,

σn = {λn − σ(Φn)} , |n| > k,

è Φn åñòü òàêàÿ ìàòðèöà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

|λ̂(Φn)− λ̂(Ψn)|, |n| > k,

ñóììèðóåìà.
Çàìå÷àíèå 6.2. Åñëè ê èñõîäíîìó îïåðàòîðó A−B íå ïðèìåíÿëîñü ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå ïîäîáèÿ (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âîçìóùåíèå B èçíà÷àëüíî ïðèíàäëåæàëî èäåàëó S2(H)),
òî ôîðìóëû (36) è (37) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

λ̂i = λi −
1

li

li∑
n=1

binn + δi, (38)

λ̃i = λi − bii + δi, (39)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δi ïðèíàäëåæèò `1(J).
Â ôîðìóëàõ (38) è (39) ó÷òåíî, ÷òî îïåðàòîð BΓX∗ ïðèíàäëåæèò S1(H), åñëè B ∈ S2(H).
6.2. Îöåíêè ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëîæåíèå ïðîâîäèòñÿ â óñëîâèÿõ

ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A−B îïåðàòîðó A−Q,Q ∈ S2(H). Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì Pl, l ∈ J, îáîçíà÷åíû
ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A èç ôîðìóëû (2), P(k) =

∑
|i|≤k,i∈J

Pi. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç P̃n, |n| > k, ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû îïåðàòîðà A − B, ïîñòðîåííûå ïî ñïåêòðàëüíûì
ìíîæåñòâàì σ̃n èç ëåììû 6.2, P̃(k) =

∑
|i|≤k

P̃i. Ìû ïðèõîäèì ê äâóì ðàçëîæåíèÿì åäèíèöû:

I = P(k) +
∑
|i|>k

Pi, I = P̃(k) +
∑
|i|>k

P̃i.

Îòìåòèì, ÷òî P̃i = (I + Ukm)Pi(I + Ukm)−1, P̃(k) = (I + Ukm)P(k)(I + Ukm)−1. Îòêóäà

P̃i − Pi = (UkmPi − PiUkm)(I + Ukm)−1 ∈ S2(H), (40)
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P̃(k) − P(k) = (UkmP(k) − P(k)Ukm)(I + Ukm)−1 ∈ S2(H).

Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ∈ Z\{−k, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k} (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî) ÷åðåç P (Ω)
îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû P (Ω) =

∑
j∈Ω∩J

Pj , P̃ (Ω) =
∑

j∈Ω∩J
P̃j . Î÷åâèäíî, ÷òî P̃ (Ω)−P (Ω) =

(UkmP (Ω)−P (Ω)Ukm)(I+Ukm)−1 ∈ S2(H). Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X ∈ S2(H) îïðåäåëèì âåëè÷èíó

α(Ω, X) = max
n∈Ω

αn(X), Ω ⊂ Z,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α : Z → R îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (31). Îòìåòèì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïåðâîé äîïóñòèìîé òðîéêè (S2(H), J(k),Γ(k)) äëÿ îöåíêè ïðîåêòîðîâ óäîáíåå áðàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α : Z→ R.

Ëåììà 6.3. [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Èìååò ìåñòî îöåíêà

max{‖UkmP (Ω)‖, ‖P (Ω)Ukm‖} ≤ C(Ukm)α(Ω, Ukm).

Òåîðåìà 6.3. [Baskakov, Krishtal, Uskova, 2019]. Èìååò ìåñòî îöåíêà

‖P̃ (Ω)− P (Ω)‖2 ≤ α(Ω, Q)C(Ukm, Q),

ãäå êîíñòàíòà C(Ukm, Q) > 0 íå çàâèñèò îò Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3 âûòåêàåò èç (40) è ëåììû 6.3.
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