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Аннотация. Рассмотрена система𝑛 уравненийЭйлера –Пуассона –Дарбу вматричной записи, матрица-коэффици-
ент которой имеет одно собственное значение кратности 𝑛 или пару комплексно-сопряженных собственных зна-
чений кратности 𝑛/2 с действительной частью из интервала (1/2, 1). Вследствие сингулярности на нехарактеристи-
ческой линии Задача Коши в классической постановке для этой системы является некорректной. Сформулирован
аналог задачи Коши с весом, компенсирующим эту особенность. Путем замены переменных матричный коэффи-
циент системы приведен к нормальной жордановой форме, представляющей собой одну жорданову клетку для
случая действительных собственных значений и вещественный аналог жордановой клетки порядка 𝑛 для слу-
чая комплексно-сопряженных собственных значений. Методом Римана с использованием аппарата функций от
матрицы получены решения поставленной задачи и сформулированы теоремы корректности.
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Abstract. We consider the system of 𝑛 Euler – Poisson – Darboux Equations in matrix notation and study the case when
matrix coefficient has one eigenvalue lying in (1/2, 1). The singularity of equation makes the classical formulation of the
Cauchy problem ill-posed. We formulate well-posed analogue of Cauchy problem. The singular behavior can be compensated
by adding weight to both of conditions. We perform the change of variables to reduce the coefficient matrix to Jordan normal
form. The coefficient is one Jordan block of order 𝑛 for the case of real eigenvalues and a real analogue of the Jordan block
of order 𝑛/2 for the case of complex conjugate eigenvalues. We construct the solutions using the Riemann method and
properties of matrix functions and formulate the well-posedness theorems.
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1. Введение. Дифференциальное уравнение в частных производных

𝑢𝑥𝑦 −
𝑎

𝑥 − 𝑦𝑢𝑥 + 𝑏

𝑥 − 𝑦𝑢𝑦 = 0

впервые появилось в публикации Эйлера [20] и позднее было исследовано Риманом [23], Пуассоном
[22] и Дарбу [21]. Позднее многие авторы[12], [18], [7], [8] уделяли больше внимания рассматриваемому
уравнению и к настоящему времени для уравнения Эйлера – Пуассона – Дарбу и его аналогов были



Е. А. Максимова 41

сформулированы и решены различные краевые задачи и исследованы вопросы их корректности. За-
дача Коши для этого уравнения наиболее полно исследована в монографии Р. С. Хайруллина [17], где
получены общие решения для всех возможных вещественных значений параметров 𝑎, 𝑏 и построены
решения задачи Коши.

Краевые задачи для уравнения Эйлера – Пуассона – Дарбу с матричными коэффициентами были
рассмотреныА. А. Андреевым[2], [1], которыйпостроил решения различных краевых задач для системы
двух уравнений и другими авторами [19],[14].

2. Постановка задачи. Рассмотрим систему 𝑛 дифференциальных уравнений в частных производ-
ных в матричной записи:

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 − 𝜕2𝑈

𝜕𝑦2 − 2𝐺
𝑦

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 0, (1)

где𝑈 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑛)𝑇 ,𝐺 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 .
В работе [2] построена матрица Римана и с ее помощью получено решение задачи Коши для си-

стемы (1) в случае, когда 𝐺 − 2 × 2 матрица и её спектр принадлежит интервалу (−1/2, 1/2). В [11],
[10] получены решения задачи Коши для случаев, когда собственные значения матрицы 𝐺 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 -
комлексно-сопряженные с действительной частью из интервалов (0, 1/2) и (−1/2, 0) соответственно и
для случая, когда матрица 𝐺 является нильпотентной.

Цель данной работы – найти решение задачи Коши для системы (1) для случая, когда матрица 𝐺
имеет одно собственное значение 𝜆 кратности 𝑛 и

𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 ∈
(

1
2
, 1

)
, (2)

или пару комплексно-сопряженных собственных значений 𝜆, 𝜆 кратности 𝑛/2

𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽, 𝜆 = 𝛼 − 𝑖𝛽, 𝛼 ∈
(

1
2
, 1

)
. (3)

Хорошо известно, что задача Коши в классической постановке для собственных значений из рас-
сматриваемого интервала является некорректной[5].

Аналогично подходу, предложенному С. А. Терсеновым[15] для уравнений, для системы (1) эта
особенностьможет быть скомпенсирована добавлениемвеса как кпервому, так и ко второмуначальному
условию. Таким образом, задача может быть сформулирована в следующем виде.

Задача Коши. Найти вектор-функцию𝑈 (𝑥,𝑦), удовлетворяющую следующим условиям:

1. 𝑈 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐶 (�̄�) ∩𝐶2 (𝐷), 𝐷 = {(𝑥,𝑦) |0 < −𝑦 < 𝑥 < 𝑦 + 1}

2. 𝑈 (𝑥,𝑦) удовлетворяет системе (1)

3. выполняются начальные условия

(−𝑦)2𝐺−𝐸𝑈 (𝑥, 0) = 𝜏 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼 (4)

lim
𝑦→−0

(−𝑦) 𝜕𝑈
𝜕𝑦

+ (2𝐺 − 𝐸)𝑈 = 𝜈 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼 =]0, 1[, (5)

где 𝜏 (𝑥) = (𝜏1 (𝑥), ..., 𝜏𝑛 (𝑥))𝑇 , 𝜈 (𝑥) = (𝜈1 (𝑥), ..., 𝜈𝑛 (𝑥))𝑇 , 𝐾 (𝑦) = (−𝑦)2𝐺 — функциональная матрица, полно-
стью определяемая спектром матрицы 𝐺 .

3. Метод Римана. В характеристических координатах{
𝜉 = 𝑥 + 𝑦
𝜂 = 𝑥 − 𝑦

область 𝐷 переходит в область 𝐻 : {(𝜉, 𝜂) |0 < 𝜉 < 𝜂 < 1}, матричное уравнение (1) редуцируется к
системе уравнений Эйлер – Пуассона – Дарбу специального вида

𝜕2𝑈

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝐺

𝜂 − 𝜉
𝜕𝑈

𝜕𝜉
− 𝐺

𝜂 − 𝜉
𝜕𝑈

𝜕𝜂
= 0,

а краевые условия примут следующий вид

lim
𝜂→𝜉+0

(
𝜂 − 𝜉

2

)2𝐺−𝐸
𝑈 (𝜉, 𝜉) = 𝜏 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 ,
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lim
𝜂→𝜉+0

𝜂 − 𝜉
2

(
𝜕𝑈

𝜕𝜉
− 𝜕𝑈

𝜕𝜂

)
+ (2𝐺 − 𝐸)𝑈 = 𝜈 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 .

4. РешениеЗадачиКошидля случаядействительныхсобственныхзначений𝜆 ∈ (1/2, 0). Известно
[16], что выполнение условия

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛−1 − 2𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛+1 = 1

означает, что существует матрица перехода к жорданову базису 𝑄 такая, что

𝑄−1𝐺𝑄 = 𝐽 (𝜆),

где 𝐽 (𝜆) – жорданова клетка порядка 𝑛, соответствующая действительному собственному значению 𝜆,

𝐽 (𝜆) =
©«
𝜆 1 0 ... 0 0
0 𝜆 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝜆 1
0 0 0 ... 0 𝜆

ª®®®®®¬
.

Тогда система уравнений редуцируется к

𝜕2𝑊

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝐽

𝜂 − 𝜉

(
𝜕𝑊

𝜕𝜉
− 𝜕𝑊

𝜕𝜂

)
= 0, (6)

где𝑊 = 𝑄−1𝑈 .
Задача Коши для системы (6):

lim
𝜂→𝜉+0

(
𝜂 − 𝜉

2

)2𝐺−𝐸
𝑊 (𝜉, 𝜉) = 𝜏 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 , (7)

lim
𝜂→𝜉+0

𝜂 − 𝜉
2

(
𝜕𝑊

𝜕𝜉
− 𝜕𝑊

𝜕𝜂

)
+ (2𝐺 − 𝐸)𝑊 = 𝜈 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝐼 . (8)

Матрица Римана для системы (6) имеет вид

𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) = 𝑓 (𝐽 ) = 𝑉 𝐽
2𝐹1

(
𝐽 , 𝐽

1 ;𝜎
)
,

где 𝜎 = − (𝜉−𝜉0 ) (𝜂−𝜂0 )
(𝜉−𝜂0 ) (𝜉0−𝜂 ) , 𝑉 =

(𝜂−𝜉 )2

(𝜂−𝜉0 ) (𝜂0−𝜉 ) , 2𝐹1

(
𝐽 , 𝐽

1 ;𝜎
)
– гипергеометрическая функция Гаусса.

Если𝑊 (𝜉, 𝜂) является решением (6), а 𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) – матрица Римана этой системы, то, используя
свойства матрицы Римана и векторный аналог тождества Грина [6], получаем

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) = lim
𝜀→0

(
1
2
(𝑅𝑈 )

���� 𝜉 = 𝜂0 − 𝜀

𝜂 = 𝜂0

+ 1
2
(𝑅𝑈 )

���� 𝜉 = 𝜉0
𝜂 = 𝜉0 + 𝜀

+ 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑅

(
𝜕𝑈

𝜕𝜂
−

− 𝜕𝑈
𝜕𝜉

)����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 − 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝜕𝑅

𝜕𝜂
− 𝜕𝑅

𝜕𝜉
+ 4𝑅𝐽
𝜉 − 𝜂

)
𝑈

����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉

)
.

Очевидно,𝑊 (𝜉0, 𝜂0) можно записать в виде:

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) =
𝑛∑︁

𝑘=1
𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 )𝑒𝑘 , где 𝑒𝑘 = (𝑒𝑘1, 𝑒𝑘2, ..., 𝑒𝑘𝑛), 𝑒𝑘𝑖 = 0, 𝑖 ≠ 𝑘, 𝑒𝑘𝑘 = 1, (9)

𝑤𝑘 – компоненты вектора𝑊 ,

𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 ) = lim
𝜀→0

(
1
2
(𝑓 (𝐽 )𝑤𝑘 )

���� 𝜉 = 𝜂0 − 𝜀

𝜂 = 𝜂0

+ 1
2
(𝑓 (𝐽 )𝑤𝑘 )

���� 𝜉 = 𝜉0
𝜂 = 𝜉0 + 𝜀

+ 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑓 (𝐽 )×

×
(
𝜕𝑤𝑘

𝜕𝜂
− 𝜕𝑤𝑘

𝜕𝜉

)����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 − 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝜕𝑓 (𝐽 )
𝜕𝜂

− 𝜕𝑓 (𝐽 )
𝜕𝜉

+ 4𝑓 (𝐽 ) 𝐽
𝜉 − 𝜂

)
𝑤𝑘

����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉

)
.
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Известно [9], что если 𝐽 – жорданова клетка, то функция от матрицы 𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 ) может записана в виде

𝐼 (𝐽 ,𝑤𝑘 ) =
©«
𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 )

𝐼 ′
𝜆
(𝜆,𝑤𝑘 )

1! ...
𝐼
(𝑛−1)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑘 )
(𝑛−1)!

0 𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 ) ...
𝐼
(𝑛−2)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑘 )
(𝑛−2)!

... ... ... ...

0 0 ... 𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 )

ª®®®®®¬
, (10)

где

𝐼 (𝜆,𝑤) = lim
𝜀→0

(
1
2
𝑓 (𝜆)𝑤)

���� 𝜉 = 𝜂0 − 𝜀

𝜂 = 𝜂0

+ 1
2
𝑓 (𝜆)𝑤)

���� 𝜉 = 𝜉0
𝜂 = 𝜉0 + 𝜀

+ 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑓 (𝜆)×

×
(
𝜕𝑤

𝜕𝜂
− 𝜕𝑤

𝜕𝜉

)����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 − 1
2

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝜕𝑓 (𝜆)
𝜕𝜂

− 𝜕𝑓 (𝜆)
𝜕𝜉

+ 4𝑓 (𝜆)𝜆
𝜉 − 𝜂

)
𝑤

����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉

)
= 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4. (11)

Подставляя (10) в (9), получаем

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) =
©«
𝐼 (𝜆,𝑤1) +

𝐼 ′
𝜆
(𝜆,𝑤2 )

1! + 𝐼 ′′
𝜆𝜆

(𝜆,𝑤3 )
2! + ... + 𝐼

(𝑛−1)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑛 )
(𝑛−1)!

𝐼 (𝜆,𝑤2) +
𝐼 ′
𝜆
(𝜆,𝑤3 )

1! + ... + 𝐼
(𝑛−2)
𝜆

(𝜆,𝑤𝑛 )
(𝑛−2)!

...

𝐼 (𝜆,𝑤𝑛)

ª®®®®®¬
=

= 𝐸𝐼 (𝜆,𝑊 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐻𝑘

𝑘!
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑊 )
𝜕𝜆𝑘

, (12)

где 𝐻 – 𝑛 × 𝑛 матрица вида

𝐻 =

©«
0 1 0 0 ... 0
0 0 1 0 ... 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1
0 0 0 0 ... 0

ª®®®®®¬
. (13)

Выполняя в выражении (12) замену𝑊 = 𝑄−1𝑈 , получим

𝑈 (𝜉0, 𝜂0) = 𝐸𝐼 (𝜆,𝑈 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑄𝐻𝑘𝑄−1

𝑘!
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

= 𝐸𝐼 (𝜆,𝑈 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝐺 − 𝜆𝐸)𝑘
𝑘!

𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

.

Вычислим интеграл (11).

𝐼1 = lim
𝜀→0

22𝜆−1𝜏 (𝜂0)𝜀1−𝜆
2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ; 0
)
= 0,

𝐼2 = lim
𝜀→0

22𝜆−1𝜏 (𝜉0)𝜀1−𝜆
2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ; 0
)
= 0.

Для вычисления 𝐼3 применим хорошо известную формулу автотрансформации

𝐼3 =
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

𝑓 (𝜆)
(
𝑤𝜂 −𝑤𝜉

) ����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 =
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
(𝜂 − 𝜉)2

(𝜂0 − 𝜉0)

)
2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ;𝜎
) (
𝑤𝜂 −𝑤𝜉

) ����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 =

=
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆

(𝜂0 − 𝜉)1−𝜆 (𝜂 − 𝜉0)1−𝜆
Γ(2𝜆 − 1)
Γ2 (𝜆)

𝜂 − 𝜉
2

(
𝑤𝜂 −𝑤𝜉

) ����
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 .

Для вычисления 𝐼4 используем формулу аналитического продолжения гипергеометрической функ-
ции и формулы дифференцирования [4]

2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

1 ;𝜎
)
=

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) 2𝐹1

(
𝜆, 𝜆

2𝜆 ;𝜎
)
+ Γ(2𝜆 − 1)

Γ2 (𝜆) 2𝐹1

(
1 − 𝜆, 1 − 𝜆

2 − 2𝜆 ;𝜎
)
,

𝐼4 =
1
2

lim
𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(
𝑅𝜉 − 𝑅𝜂 +

4𝜆𝑤
𝜂 − 𝜉 𝑑𝜉

)
=

Γ(2𝜆 − 1)
Γ(𝜆)Γ(𝜆) lim

𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(2𝜆 − 1) (𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆𝑤

(𝜂0 − 𝜉)1−𝜆 (𝜂 − 𝜉0)1−𝜆𝑑𝜉+
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+ Γ(2 − 2𝜆)
Γ(1 − 𝜆)Γ(1 − 𝜆) lim

𝜀→0

𝜂0−𝜀∫
𝜉0

(𝜂 − 𝜉)2𝜆−1𝑤

(𝜂0 − 𝜉)𝜆 (𝜂 − 𝜉0)𝜆
𝑑𝜉 = 𝐼41 + 𝐼42.

Переходя к пределу при 𝜀 → 0 и подставляя начальные условия в выражения для 𝐼42 и 𝐼3+𝐼41, получим

𝐼 (𝜆,𝑈 ) = 𝐾1 (1 − 𝜆)22𝜆−1

𝜂0∫
𝜉0

𝜏 (𝑡)𝑑𝑡
[𝜑 (𝑡)]𝜆

+ 𝐾2 (1 − 𝜆) (𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆

𝜂0∫
𝜉0

𝜈 (𝑡)𝑑𝑡
[𝜑 (𝑡)]1−𝜆 , (14)

где
𝐾1 (𝜆) =

Γ(2𝜆)
Γ2 (𝜆) , 𝐾2 (𝜆) =

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) , 𝜑 (𝑡) = (𝜂0 − 𝑡) (𝑡 − 𝜉0).

Из (14) следует бесконечная дифференцируемость функции 𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 ) по параметру 𝜆. Производные
𝐼 (𝜆,𝑤𝑘 ) будут иметь вид

𝐼 (𝑘 ) (𝜆,𝑈 ) =
𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) ©«𝐾
( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆) (𝜂0 − 𝜉0)1−2𝜆

𝜂0∫
𝜉0

𝜈 (𝑡) [𝜑 (𝑡)]𝜆−1×
(
ln

𝜑 (𝑡)
(𝜂0 − 𝜉0)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡+

+𝐾 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)22𝜆−1

𝜂0∫
𝜉0

𝜏 (𝑡) [𝜑 (𝜉)]−𝜆
(
ln

4
𝜑 (𝑡)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡
ª®®¬ = 𝐼 (0) (𝜆,𝑈 ),

где 𝐾 ( 𝑗 )
1 (𝜆), 𝐾 ( 𝑗 )

2 (𝜆) выражаются через полигамма-фунцию Ψ (𝑘 ) (𝑧) [4]

𝐾 ′
1 (𝜆) =

Γ(2𝜆)
Γ2 (𝜆) (−Ψ(𝜆) + Ψ(2𝜆)),

𝐾 ′′
1 (𝜆) = Γ(2𝜆)

Γ2 (𝜆) ((−Ψ(𝜆) + Ψ(2𝜆))2 + (−Ψ′ (𝜆) + 2Ψ′ (2𝜆)),

...

𝐾 ′
2 (𝜆) = 2

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) (Ψ(1 − 𝜆) − Ψ(1 − 2𝜆)),

𝐾 ′′
2 (𝜆) = 2

Γ(1 − 2𝜆)
Γ2 (1 − 𝜆) ((Ψ(1 − 𝜆) − Ψ(1 − 2𝜆))2 + (Ψ′ (𝜆) + 2Ψ′ (1 − 2𝜆)),

...

Возвращаясь к переменным (𝑥,𝑦), получим решение задачи Коши (4),(5) для уравнения (1)

𝑈 (𝑥,𝑦) = 𝐸𝐿(𝜆,𝑈 ) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝐺 − 𝜆𝐸)𝑘
𝑘!

𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

, (15)

𝐿 (𝑘 ) (𝜆,𝑈 ) =
𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) ©«𝐾
( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆) (−2𝑦)1−2𝜆

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝑡) [𝜓 (𝑡)]𝜆−1×
(
ln

𝜓 (𝑡)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡+

+𝐾 ( 𝑗 )
1 (𝜆)22𝜆−1

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜏 (𝑡) [𝜓 (𝜉)]−𝜆
(
ln

4
𝜓 (𝑡)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝑡
ª®®¬ , (16)

где𝜓 (𝑡) = (𝑥 − 𝑦 − 𝑡) (𝑡 − 𝑥 − 𝑦).
5. РешениеЗадачиКошидляслучаякомплексно-сопряженныхсобственныхзначений𝑅𝑒 (𝜆) ∈

(1/2, 1).
Из свойств функции от матрицы следует, что вектор-функция 𝑈 (𝑥,𝑦) есть вещественная функция

даже в том случае, когда характеристические числа матрицы𝐺 комплексно-сопряженные. Выполнение
условий (3) и

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛/2−1 − 2𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛/2 + 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐺 − 𝜆𝐸)𝑛/2+1 = 1

означает, что существует матрица перехода к жорданову базису 𝑄 такая, что

𝑄−1𝐺𝑄 = 𝐽 = 𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽),
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где 𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽) – 𝑛 × 𝑛 матрица вида

𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽) =
©«
𝑃 (𝛼, 𝛽) 𝐸 0 ... 0 0

0 𝑃 (𝛼, 𝛽) 𝐸 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝑃 (𝛼, 𝛽) 𝐸

0 0 0 ... 0 𝑃 (𝛼, 𝛽)

ª®®®®®¬
.

𝑃 (𝛼, 𝛽) =
(
𝛼 𝛽

−𝛽 𝛼

)
, 𝐸 =

(
1 0
0 1

)
.

𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽) – вещественный аналог жордановой клетки порядка 𝑛, соответствующий паре комплексно-
сопряженных собственных значений 𝜆, 𝜆.

В этом случае система преобразуется к виду (6) и задача Коши будет иметь вид (7), (8).
Лемма1.Если𝐶2𝑟 (𝛼, 𝛽) – вещественныйаналогжордановой клеткипорядка 2𝑟 , соответствующийкомплексно-
сопряженному собственному значению 𝛼 ± 𝑖𝛽

𝐶2𝑟 (𝛼, 𝛽) =
©«
𝐶 (𝛼, 𝛽) 𝐸 0 ... 0 0

0 𝐶 (𝛼, 𝛽) 𝐸 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝐶 (𝛼, 𝛽) 𝐸

0 0 0 ... 0 𝐶 (𝛼, 𝛽)

ª®®®®®¬
𝐶 (𝛼, 𝛽) =

(
𝛼 𝛽

−𝛽 𝛼

)
, 𝐸 (𝛼, 𝛽) =

(
1 0
0 1

)
,

,

тогда

𝑓 (𝐶2𝑟 ) =
©«
𝐹 𝐹1 ... 𝐹𝑟−1
0 𝐹 ... 𝐹𝑟−2
... ... ... ...

0 0 ... 𝐹

,

ª®®®¬ где (17)

𝐹 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽)) 𝐼𝑚(𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽))
−𝐼𝑚(𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽)) 𝑅𝑒 (𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽))

)
, 𝐹𝑘 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!
𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!
− 𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝛼+𝑖𝛽 ) )

𝑘!

)
.

Доказательство. Известно, что 𝐶2𝑟 путем преобразования подобия приводится к нормальной жорда-
новой форме

𝐽 = 𝑇 −1𝐶2𝑟𝑇 =

©«

𝛼 + 𝑖𝛽 1 0 ... 0
0 𝛼 + 𝑖𝛽 1 ... 0
... ... ... .... ...

0 0 0 ... 𝛼 + 𝑖𝛽

0

0

𝛼 − 𝑖𝛽 1 0 ... 0
0 𝛼 − 𝑖𝛽 1 ... 0
... ... ... ..... ...

0 0 0 ... 𝛼 − 𝑖𝛽

ª®®®®®®®®®®®¬
и 𝑓 (𝐶2𝑟 ) = 𝑇 𝑓 (𝐽 )𝑇 −1, где 𝑓 (𝐽 ) находится по формуле

𝑓 (𝐽 ) =

©«

𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽) 𝑓 ′ (𝛼+𝑖𝛽 )
1! ...

𝑓 (𝑛−1) (𝛼+𝑖𝛽 )
(𝑛−1)!

0 𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽) ...
𝑓 (𝑛−2) (𝛼+𝑖𝛽 )

(𝑛−2)!
... ... ... ...

0 0 ... 𝑓 (𝛼 + 𝑖𝛽)

0

0

𝑓 (𝛼 − 𝑖𝛽) 𝑓 ′ (𝛼−𝑖𝛽 )
1! ...

𝑓 (𝑛−1) (𝛼−𝑖𝛽 )
(𝑛−1)!

0 𝑓 (𝛼 − 𝑖𝛽) ...
𝑓 (𝑛−2) (𝛼−𝑖𝛽 )

(𝑛−2)!
... ... ... ...

0 0 ... 𝑓 (𝛼 − 𝑖𝛽)

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
.

Находя жордановы цепочки для собственных значений 𝛼 ± 𝑖𝛽 , получим матрицу преобразования

𝑇 =

©«

1 0 ... 0 1 0 ... 0
−𝑖 0 ... 0 −𝑖 0 ... 0
0 1 ... 0 0 1 ... 0
0 −𝑖 ... 0 0 −𝑖 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 1 0 0 ... 1
0 0 ... −𝑖 0 0 ... −𝑖

ª®®®®®®®®®¬
,
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𝑇 −1 =
1
2

©«

1 𝑖 0 0 ... 0 0
0 0 1 𝑖 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1 𝑖

1 −𝑖 0 0 ... 0 0
0 0 1 −𝑖 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 1 −𝑖

ª®®®®®®®®®®®¬
.

Вычисляя произведение 𝑇 𝑓 (𝐽 )𝑇 −1, получим формулу (17). По лемме 1, функция от матрицы 𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽)
представима в виде:

𝑓 (𝑃𝑛 (𝛼, 𝛽)) =
©«
𝐹 𝐹1 ... 𝐹𝑛/2−1
0 𝐹 ... 𝐹𝑛/2−2
... ... ... ...

0 0 ... 𝐹

,

ª®®®¬ где
𝐹 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝜆)) 𝐼𝑚(𝑓 (𝜆))
−𝐼𝑚(𝑓 (𝜆)) 𝑅𝑒 (𝑓 (𝜆))

)
, 𝐹𝑘 =

(
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!
𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!
− 𝐼𝑚 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!
𝑅𝑒 (𝑓 (𝑘 ) (𝜆) )

𝑘!

)
.

Рассуждая аналогично случаю 𝜆 ∈ 𝑅, получим

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) = 𝐸𝑅𝑒 (𝐼 (𝜆,𝑊 )) + 𝐵1𝐼𝑚(𝐼 (𝜆,𝑊 ))+

+
𝑛/2−1∑︁
𝑘=1

(
𝐻𝑘

𝑘!
𝑅𝑒

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑊 )
𝜕𝜆𝑘

)
+ 𝐵𝑘+1

𝑘!
𝐼𝑚

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑊 )
𝜕𝜆𝑘

))
,

где 𝐻 – 𝑛 × 𝑛 матрица вида (13), 𝐵𝑘 – 𝑛 × 𝑛 матрицы

𝐵1 =
©«
𝑁 0 ... 0
0 𝑁 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 𝑁

ª®®®¬ , 𝐵2 =

©«
0 𝑁 0 0 ... 0
0 0 𝑁 0 ... 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 𝑁

0 0 0 0 ... 0

ª®®®®®¬
, ... ,

𝐵𝑛/2 =
©«

0 ... 0 𝑁

0 ... 0 0
... ... ... ...

0 ... 0 0

ª®®®¬ , где𝑁 =

(
0 1
−1 0

)
.

𝑈 (𝜉0, 𝜂0) = 𝐸𝑅𝑒 (𝐼 (𝜆,𝑈 )) +𝑄𝐵1𝑄
−1𝐼𝑚(𝐼 (𝜆,𝑈 ))+

+
𝑛/2−1∑︁
𝑘=1

(
𝑄𝐻𝑘𝑄−1

𝑘!
𝑅𝑒

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
+ 𝑄𝐵𝑘+1𝑄

−1

𝑘!
𝐼𝑚

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

))
.

Вычисляя значение выражений для 𝑅𝑒 (𝐼 (𝜆,𝑈 )), 𝐼𝑚(𝜆,𝑈 ), переходя к пределу, подставляя начальные
условия, и возвращаясь к переменным (𝑥,𝑦) получаем решение задачи (1)

𝑈 (𝑥,𝑦) = 𝐸𝑅𝑒 (𝐿(𝜆,𝑈 )) +𝑄𝐵1𝑄
−1𝐼𝑚(𝐿(𝜆,𝑈 ))+

𝑛/2−1∑︁
𝑘=1

(
𝑄𝐻𝑘𝑄−1

𝑘!
𝑅𝑒

(
𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
+ 𝑄𝐵𝑘+1𝑄

−1

𝑘!
𝐼𝑚

(
𝜕𝑘 𝐼 (𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

))
. (18)

𝑅𝑒 (𝐿(𝜆,𝑈 )) = (𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) + 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)) − 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2022, том 54, №1



Е. А. Максимова 47

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉 (19)

𝐼𝑚(𝐿(𝜆,𝑈 )) = 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) − 𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) + 𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))𝑑𝜉, (20)

где
𝑅𝑒 (𝑀1 (𝜆)) = (2𝛼 − 1)𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)) − 2𝛽𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)),

𝐼𝑚(𝑀1 (𝜆)) = (2𝛼 − 1)𝐼𝑚(𝑀2 (1 − 𝜆)) + 2𝛽𝑅𝑒 (𝑀2 (1 − 𝜆)),

𝑅𝑒 (𝑀2 (𝜆)) =
sin(𝜋𝛼) ch(𝜋𝛽)

𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡−

−cos(𝜋𝛼) sh(𝜋𝛽)
𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡,

𝐼𝑚(𝑀2 (𝜆)) =
sin(𝜋𝛼) ch(𝜋𝛽)

𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡−

−cos(𝜋𝛼) sh(𝜋𝛽)
𝜋

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)
𝑑𝑡,

𝑅𝑒

(
𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
=

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) [
(𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦))+

+𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)) − 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉−
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−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉

]
,

𝐼𝑚

(
𝜕𝑘𝐿(𝜆,𝑈 )
𝜕𝜆𝑘

)
=

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑘

𝑗

) [
𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦))−

−𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉+

+(𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
2 (1 − 𝜆)) cos(2𝛽 ln(−2𝑦)) + 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

2 (1 − 𝜆)) sin(2𝛽 ln(−2𝑦)))×

×(−2𝑦)1−2𝛼

𝑥−𝑦∫
𝑥+𝑦

𝜈 (𝜉)𝜓𝛼−1 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

𝜓 (𝜉)
(−2𝑦)2

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉+

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4)) + 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) cos(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉−

−22𝛼−1 (𝑅𝑒 (𝑀 ( 𝑗 )
1 (1 − 𝜆)) cos(𝛽 ln 4)) − 𝐼𝑚(𝑀 ( 𝑗 )

1 (1 − 𝜆)) sin(𝛽 ln 4))×

×
𝑥−𝑦∫

𝑥+𝑦

𝜏 (𝜉)𝜓 −𝛼 (𝜉) sin(𝛽 ln𝜓 (𝜉))
(
ln

4
𝜓 (𝜉)

)𝑘− 𝑗

𝑑𝜉

𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘 )
1 (𝜆)) = (−1)𝑘−1 ((1 − 2𝛼)𝑅𝑒𝑀 (𝑘 )

2 (1 − 𝜆) + 2𝛽𝐼𝑚(𝑀 (𝑘 )
2 (1 − 𝜆))+

+2𝑘𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘−1)
2 (1 − 𝜆))

)
,

𝐼𝑚(𝑀 (𝑘 )
1 (𝜆)) = (−1)𝑘−1 ((1 − 2𝛼)𝐼𝑚𝑀 (𝑘 )

2 (1 − 𝜆) − 2𝛽𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘 )
2 (1 − 𝜆))+

+2𝑘𝐼𝑚(𝑀 (𝑘−1)
2 (1 − 𝜆))

)
,

𝑅𝑒 (𝑀 (𝑘 )
2 (𝜆)) =

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑛

𝑘

)
𝜋𝑘−1

(
sin

(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
ch(𝜋𝛽)×

×
1∫

0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗

−

− cos
(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
sh(𝜋𝛽) ×

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗 )
,

𝐼𝑚(𝑀 (𝑘 )
2 (𝜆)) =

𝑘∑︁
𝑗=0

(
𝑛

𝑘

)
𝜋𝑘−1

(
sin

(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
ch(𝜋𝛽)×

×
1∫

0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 sin
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗

+
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+ cos
(
𝜋

(
𝛼 + 𝑘

2

))
sh(𝜋𝛽) ×

1∫
0

𝑡𝛼−1 (1 − 𝑡)−2𝛼 cos
(
𝛽 ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

) (
ln

𝑡

(1 − 𝑡)2

)𝑘− 𝑗 )
.

Убедиться в том, что полученные решения удовлетворяют уравнению и начальным данным можно
непосредственной проверкой. Из самого способа получения решений и их вида следует единственность
решения поставленных задач. Таким образом, справедливы следующие теоремы.

6. Основные результаты.
Теорема 1. Если 𝜏 (𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 1], и 𝜈 (𝑥) ∈ 𝐶2 (0, 1), классическое решение задачи Коши (4), (5) для уравнения
(1) в области 𝐷 = {(𝑥,𝑦) |0 < −𝑦 < 𝑥 < 𝑦 + 1} при 1/2 < 𝜆 < 1 имеет вид (15),(16)
Теорема 2. Если 𝜏 (𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 1], и 𝜈 (𝑥) ∈ 𝐶2 (0, 1), классическое решение задачи Коши (4), (5) для уравнения
(1) в области 𝐷 = {(𝑥,𝑦) |0 < −𝑦 < 𝑥 < 𝑦 + 1} при комплексно-сопряженных собственных значениях
𝜆, 1/2 < 𝑅𝑒 (𝜆) < 1 определяется формулами (18),(19),(20)
Замечание 1. Используя представленный в статье подход и результаты, можно получить решения для
случая, когда матрица-коэффициент имеет 𝑘 собственных значений различной кратности 1/2 < 𝑅𝑒 (𝜆𝑘 ) <
1. В этом случае каноническая форма матирицы 𝐺 будет состоять из 𝑘 жордановых клеток, исходная
система редуцируется к 𝑘 независимым системам, а решение может быть представлено в виде прямой
суммы решений вспомогательных систем [13], как это было сделано в работе [3].
Замечание 2. Переходя к пределу при 𝛽 → 0 в выражениях (17), (18), получим решение задачи для случая
действительных собственных значений (15), (16).
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