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Аннотация. В настоящей работе мы рассматриваем обобщение ядра Гаусса – Вейерштрасса, являющееся решением
сингулярного уравнения теплопроводности, и соответствующий ему интеграл. Изучаем их свойства. Далее, мы
показываем, что обобщенный потенциал Бесселя функции, интегрируемой в 𝑝-й степени со степенным весом,
может быть представлен интегралом простого вида при помощи ядра Гаусса – Вейерштрасса.
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1. Введение. В этой статье мы будем иметь дело с сингулярным дифференциальным оператором Бесселя 𝐵𝛾
(см. [3], стр. 5):

(𝐵𝛾 )𝑡 =
𝜕2

𝜕𝑡2
+ 𝛾
𝑡

𝜕

𝜕𝑡
=

1
𝑡𝛾

𝜕

𝜕𝑡
𝑡𝛾
𝜕

𝜕𝑡
, 𝑡 > 0, 𝛾 ∈ R. (1)

Мы рассматриваем дробное интегрирование, которое представляет собой дробную степень оператора (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2,
𝛼 > 0, где 𝐼 — единичный оператор и Δ𝛾 — оператор Лапласа–Бесселя вида

Δ𝛾 = (△𝛾 )𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐵𝛾𝑘 )𝑥𝑘 . (2)

Дробная степень (𝐼 −Δ𝛾 )−𝛼/2 при помощи преобразования Ханкеля сводится к умножению на степень (1+ |𝑥 |2)−𝛼/2.
А именно, дробная степень (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2 реализуется как обобщенная свертка прообраза преобразования Ханкеля
функции (1+|𝑥 |2)−𝛼/2 и некоторой функции. Такую свертку мы будем называть обобщенным потенциалом Бесселя.

http://orcid.org/0000-0001-8208-3695
http://orcid.org/0000-0003-4083-1207
http://orcid.org/0000-0001-8208-3695
http://orcid.org/0000-0003-4083-1207


90 Связь обобщенных потенциалов Бесселя и решения сингулярного уравнения теплопроводности

КлассическийпотенциалБесселя, реализующийдробные степени оператора (𝐼−Δ)−
𝛼
2 , гдеΔ—операторЛапласа,

широко изучен. Такой потенциал появился в работах Н. Ароншайна и К. Т. Смита [13] и А. П. Кальдерона [14] в
1961 г. Пространство потенциалов Бесселя, которое иногда называют пространствомЛиувилля дробной гладкости𝛼 ,
является расширением пространств Соболева 𝐿𝑚𝑝 (R𝑛) на случай дробного порядка 𝛼 , поэтому его также называют
пространствами Соболева дробного порядка [21, 16]. Результаты о пространстве бесселевых потенциалов были
получены И. Стейном [22] для случая 0 < 𝛼 < 2 и И. П. Лизоркиным [6] в общем случае. Обращение потенциалов
Бесселя с помощью гиперсингулярных интегралов было дано В. А. Ногиным [10, 11] в 1981–85 гг.; М. Л. Гольдманом
в [1, 3, 2] получены оптимальные вложения пространств потенциалов типа Бесселя.

Пространство обобщенных потенциалов Бесселя B𝛼𝛾 , построенного с использованием преобразования Ханкеля,
было впервые введено Л. Н. Ляховым и М. В. Половинкиной в [9] с использованием подхода Стейна – Лизоркина. В
[9] введенные ранее Л. Н. Ляховым в [8, 7] B-гиперсингулярные интегралы и B-потенциалы Рисса были применены
для построения нормы в B𝛼𝛾 .

В. С. Гулиев, З. В. Сафаров в [19] изучали потенциал Бесселя, порожденный дифференциальными операторами
Бесселя. В [19] доказана ограниченность в весовом пространстве Лебега такого потенциала и получены теоремы
вложения в пространствах 𝐵𝑘,𝑛-Соболева – Лиувилля. В [20] потенциалы Бесселя охарактеризованы в терминах
пространств B-Лизоркина – Трибеля. Также в этой статье доказано неравенство Юнга для B-сверточных операторов
в пространствахB𝛼𝛾 иданынекоторые приложения, использующие дифференциальный операторЛапласа – Бесселя.

2. Основные определения и утверждения. Пусть R𝑛 — 𝑛-мерное евклидово пространство,

R𝑛+={𝑥=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑥1>0, . . . , 𝑥𝑛>0},

R𝑛
+={𝑥=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑥1≥0, . . . , 𝑥𝑛≥0},

𝛾=(𝛾1, ..., 𝛾𝑛)—мультииндекс, составленныйиз положительныхфиксированных вещественных чисел𝛾𝑖 ≥ 0, 𝑖=1, ..., 𝑛
и |𝛾 |=𝛾1+. . .+𝛾𝑛 .

Пусть Ω — конечное открытое множество в R𝑛 , симметричное относительно каждой гиперплоскости 𝑥𝑖=0,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, Ω+ = Ω ∩ R𝑛+ и Ω+ = Ω ∩ R𝑛+, где R𝑛

+={𝑥=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)∈R𝑛, 𝑥1≥0, . . . , 𝑥𝑛≥0}.
Класс𝐶0

𝑒𝑣 (Ω+) состоит из непрерывных на Ω+ функций, продолжаемых непрерывно четным образом на Ω при
𝑥𝑖 < 0, 𝑖 = 1, ..., 0.

Пусть 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+) = 𝐿
𝛾
𝑝 , 1≤𝑝<∞ — пространство всех измеримых на R𝑛+ функций, четных по каждой из переменных

𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛, таких, что ∫
R𝑛+

|𝑓 (𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑥 < ∞,

где здесь и далее

𝑥𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

𝑥
𝛾𝑖
𝑖
.

Для вещественных чисел 𝑝 ≥ 1 норма в 𝐿𝛾𝑝 функции 𝑓 определяется равенством

| |𝑓 | |𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+ ) = | |𝑓 | |𝑝,𝛾 =

( ∫
R𝑛+

|𝑓 (𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑥
)1/𝑝

.

Известно (см. [3]), что 𝐿𝛾𝑝 — банахово пространство.
Нормированная функция Бесселя первого рода 𝑗𝜈 определяется формулой (см. [3], стр. 10 и [6])

𝑗𝜈 (𝑥) =
2𝜈Γ(𝜈 + 1)

𝑥𝜈
𝐽𝜈 (𝑥), (3)

где 𝐽𝜈 — функция Бесселя первого рода.
Для 𝑥 ∈ R𝑛 мы будем использовать обозначение

j𝛾 (𝑥, 𝜉) =
𝑛∏
𝑖=1

𝑗 𝛾𝑖 −1
2

(𝑥𝑖𝜉𝑖 ), j𝛾 (0, 𝜉) = 1. (4)

Многомерное преобразование Ханкеля функции 𝑓 ∈𝐿𝛾1 (R
𝑛
+) выражается как

F𝛾 [𝑓 ] (𝜉) = F𝛾 [𝑓 (𝑥)] (𝜉) = 𝑓 (𝜉) =
∫
R𝑛+

𝑓 (𝑥) j𝛾 (𝑥, 𝜉)𝑥𝛾𝑑𝑥.

Пусть 𝑓 ∈𝐿𝛾1 (R+) и представляет собой функцию ограниченной вариации в окрестности точки 𝑥 непрерывности 𝑓 .
Тогда для 𝛾 > 0 формула обращения имеет вид

F−1
𝛾 [𝑓 (𝜉)] (𝑥) = 𝑓 (𝑥) = 2𝑛−|𝛾 |

𝑛∏
𝑗=1

Γ2
(
𝛾 𝑗+1

2

) ∫
R𝑛+

j𝛾 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉)𝜉𝛾 𝑑𝜉.
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Часть шара |𝑥 | ≤ 𝑟 , |𝑥 | =
√︃
𝑥2

1 + . . . + 𝑥2
𝑛 , принадлежащая R𝑛+, обозначается 𝐵+𝑟 (𝑛). Граница 𝐵+𝑟 (𝑛) обозначается

𝑆+𝑟 (𝑛) и состоит из части сферы {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝑥 |=𝑟 } и частей координатных гиперплоскостей 𝑥𝑖=0, 𝑖=1, . . ., 𝑛, таких что
|𝑥𝑖 | ≤ 𝑟 .

Многомерный обобщенный сдвиг определяется равенством

(𝛾T𝑦𝑥 𝑓 ) (𝑥) = 𝛾T𝑦𝑥 𝑓 (𝑥) = ( 𝛾1𝑇
𝑦1
𝑥1 . . .

𝛾𝑛𝑇
𝑦𝑛
𝑥𝑛 𝑓 ) (𝑥), (5)

где каждый одномерный обобщенный сдвиг 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 для 𝑖=1, . . ., 𝑛 действует по формуле (см. [6])

( 𝛾𝑖𝑇 𝑦𝑖
𝑥𝑖 𝑓 ) (𝑥)=

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
√
𝜋Γ

(
𝛾𝑖
2

)
×

𝜋∫
0

𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1,
√︃
𝑥2
𝑖
+ 𝑦2

𝑖
− 2𝑥𝑖𝑦𝑖 cos𝜑𝑖 , 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) sin𝛾𝑖−1 𝜑𝑖 𝑑𝜑𝑖 , 𝛾𝑖 > 0.

Для 𝛾𝑖 = 0 обобщенный сдвиг 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 имеет вид

0𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 =

𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑓 (𝑥 − 𝑦)
2

.

Справедлива формула (см. [11])
𝛾T𝑦𝑥 j𝛾 (𝑥, 𝜉) = j𝛾 (𝑥, 𝜉)j𝛾 (𝑦, 𝜉) . (6)

Обобщенная свертка, порожденная 𝛾T𝑦𝑥 имеет вид

(𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 (𝑥) = (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 =

∫
R𝑛+

𝑓 (𝑦) (𝛾T𝑦𝑥𝑔) (𝑥)𝑦𝛾 𝑑𝑦. (7)

Преобразование Ханкеля, действующее на обобщенную свертку (7), дает

F𝛾 [(𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 (𝑥)] (𝜉) = F𝛾 [𝑓 (𝑥)] (𝜉)F𝛾 [𝑔(𝑥)] (𝜉) . (8)

3. Свойства ядра типа Гаусса – Вейерштрасса. Рассмотрим функцию вида

𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑛,𝛾
𝑒−

|𝑥 |2
4𝑡

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

, 𝐶𝑛,𝛾 =
2−|𝛾 |

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) . (9)

Функцию (9) будем называть ядром типа Гаусса – Вейерштрасса. Ядро (9) имеет ряд замечательных свойств, в част-
ности является сглаживающим ядром, используемым в определении преобразования Вейерштрасса. Кроме того,
с таким ядром тесно связана производящая функция полиномов Эрмита. Ядро вида (9) находит свое примене-
ние в теории вероятности, статистике, теории ортогональных полиномов, при построении фильтров в цифровой
обработке изображений.

Теорема 3.1. Для ядра типа Гаусса – Вейерштрасса справедливы следующие свойства:

(1) ядро (9) допускает оценку вида

0 <𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡) <
𝐶𝑛,𝛾

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

(10)

для всех 𝑥 ∈ R𝑛+, 𝑡 > 0 и𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡) является решением сингулярного уравнения теплопроводности вида

𝑢𝑡 = Δ𝛾𝑢, 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡), (11)

(2) если 𝑡 > 0, 𝜂 ≥ 0 и 𝑔 — измеримая на (0,∞), то∫
|𝑥 | ≥𝜂

𝑔( |𝑥 |2)𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 =
1

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

) ∞∫
𝜂2
4𝑡

𝑔(4𝑡𝜎)𝑒−𝑠𝑠
𝑛+|𝛾 |

2 −1𝑑𝑠 (12)

всякий раз, когда интеграл справа существует. В частности,𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡) является усредняющим ядром∫
R𝑛+

𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 = 1 (13)

и ∫
R𝑛+

(
|𝑥 |2
4𝑡

)𝑎
𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 =

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2 + 𝑎
)

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

) . (14)
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Доказательство.

(1) Оценка ядра (9) очевидна. Покажем, что оно удовлетворяет уравнению (11). Имеем:

Δ𝛾
𝑒−

|𝑥 |2
4𝑡

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

=
1

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵𝛾𝑖 𝑒
− |𝑥 |2

4𝑡 =
1

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

𝑛∑︁
𝑖=1

1
𝑥
𝛾𝑖
𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑥
𝛾𝑖
𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑒−

|𝑥 |2
4𝑡 =

=
1

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

𝑛∑︁
𝑖=1

1
𝑥
𝛾𝑖
𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑥
𝛾𝑖
𝑖

(
−2𝑥𝑖

4𝑡

)
𝑒−

|𝑥 |2
4𝑡 = − 1

2𝑡
𝑛+|𝛾 |

2 +1

𝑛∑︁
𝑖=1

1
𝑥
𝛾𝑖
𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑥
𝛾𝑖+1
𝑖

𝑒−
|𝑥 |2
4𝑡 =

= − 1

2𝑡
𝑛+|𝛾 |

2 +1

𝑛∑︁
𝑖=1

1
𝑥
𝛾𝑖
𝑖

(
(𝛾𝑖 + 1)𝑥𝛾𝑖

𝑖
+ 𝑥𝛾𝑖+1

𝑖

(
−2𝑥𝑖

4𝑡

))
𝑒−

|𝑥 |2
4𝑡 =

= − 1

2𝑡
𝑛+|𝛾 |

2 +1

𝑛∑︁
𝑖=1

(
(𝛾𝑖 + 1) −

𝑥2
𝑖

2𝑡

)
𝑒−

|𝑥 |2
4𝑡 =

𝑒−
|𝑥 |2
4𝑡

2𝑡
𝑛+|𝛾 |

2 +1

(
|𝑥 |2
2𝑡

− (𝑛 + |𝛾 |)
)
,

𝜕

𝜕𝑡

𝑒−
|𝑥 |2
4𝑡

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

=
𝑒−

|𝑥 |2
4𝑡

2𝑡
𝑛+|𝛾 |

2 +1

(
|𝑥 |2
2𝑡

− (𝑛 + |𝛾 |)
)
,

следовательно,𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡) — есть решение уравнения (11).

(2) Произведем сферическую замену 𝑥 = 𝑟𝜎 , получим∫
|𝑥 | ≥𝜂

𝑔( |𝑥 |2)𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 =

∞∫
𝜂

𝑔(𝑟2)𝑟𝑛+|𝛾 |−1𝑑𝑟

∫
𝑆+1 (𝑛)

𝑊𝛾 (𝑟𝜎, 𝑡)𝜎𝛾𝑑𝑆

=
𝐶𝑛,𝛾

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∞∫
𝜂

𝑔(𝑟2)𝑒−
𝑟2
4𝑡 𝑟𝑛+|𝛾 |−1𝑑𝑟

∫
𝑆+1 (𝑛)

𝜎𝛾𝑑𝑆 = {𝑟2 = 4𝑡𝑠} =

=
1

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

) ∞∫
𝜂2
4𝑡

𝑔(4𝑡𝑠)𝑒−𝑠𝑠
𝑛+|𝛾 |

2 −1𝑑𝑠,

что и дает (12). В частности, при 𝑔 = 1 имеем∫
R𝑛+

𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 = lim
𝜂→0

∫
|𝑥 | ≥𝜂

𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 =
1

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

) lim
𝜂→0

∞∫
𝜂2
4𝑡

𝑒−𝑠𝑠
𝑛+|𝛾 |

2 −1𝑑𝑠 = 1,

что совпадает с (13).
При 𝑔 = |𝑥 |2𝑎 ∫

R𝑛+

|𝑥 |2𝑎𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 = lim
𝜂→0

∫
|𝑥 | ≥𝜂

|𝑥 |2𝑎𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑥𝛾𝑑𝑥 =

=
(4𝑡)𝑎

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

) lim
𝜂→0

∞∫
𝜂2
4𝑡

𝑠𝑎𝑒−𝑠𝑠
𝑛+|𝛾 |

2 −1𝑑𝑠 = (4𝑡)𝑎
Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2 + 𝑎
)

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

) ,

что и приводит к (14).

4. Свойства обобщенного интеграла Гаусса – Вейерштрасса.Пусть 𝑡 > 0. Для дальнейшего нам понадобится
обобщенный интеграл Гаусса – Вейерштрасса вида

(𝒲𝛾
𝑡 𝜑) (𝑥) = 𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) =

∫
R𝑛+

𝑊𝛾 (𝑦, 𝑡) (𝛾T𝑦𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦. (15)

Теорема 4.1. Пусть 𝜑 — измеримая на R𝑛+ функция такая, что обобщенный интеграл Гаусса – Вейерштрасса (15)
от 𝜑 существует в точке (𝑎, 𝑏), 𝑎 ∈ R𝑛+, 𝑏 > 0 и пусть 𝑆 = R𝑛+ × (0, 𝑏). Тогда 𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) существует для всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆 и
𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) — есть решение уравнения теплопроводности вида 𝑢𝑡 = Δ𝛾𝑢, 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡) на 𝑆 .
Доказательство. Пусть (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆 . Мы имеем по условию теоремы, что интеграл

𝑢𝛾 (𝑎, 𝑏) =
∫
R𝑛+

𝑊𝛾 (𝑦,𝑏) (𝛾T𝑦𝑎𝜑 (𝑎))𝑦𝛾𝑑𝑦 (16)

сходится.
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Пусть (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆 ,

𝐷+ =

{
𝑦 ∈ R𝑛+ : |𝑎 − 𝑦 | ≥ 𝛽 |𝑎 − 𝑥 |

𝛽 − 𝜏

}
, 𝐸+ = R𝑛+ \ 𝐷+,

где 𝜏 =
√
𝑡 , 𝛽 =

√
𝑏. Тогда имеем

𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) =
∫
𝐷+

(𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦 +
∫
𝐸+

(𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦. (17)

Пусть ⟨𝑥𝑦 cos𝜑⟩ = 𝑥1𝑦1 cos𝜑1 + ... + 𝑥𝑛𝑦𝑛 cos𝜑𝑛 и

𝐶 (𝛾) = 𝜋−
𝑛
2

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
Γ

(
𝛾𝑖
2

) .

В интеграле
∫
𝐷+

(𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦 перейдем к координатам

𝑦1 = 𝑦1 cos𝜑1, 𝑦2 = 𝑦1 sin𝜑1,

𝑦3 = 𝑦2 cos𝜑2, 𝑦4 = 𝑦2 sin𝜑2, . . . ,

𝑦2𝑛−1 = 𝑦𝑛 cos𝜑𝑛, 𝑦2𝑛 = 𝑦𝑛 sin𝜑𝑛,

получим ∫
𝐷+

(𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦 =
𝐶𝑛,𝛾

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐷+

(
𝛾T𝑦𝑥 𝑒

− |𝑥 |2
4𝑡

)
𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦 =

=
𝐶𝑛,𝛾𝐶 (𝛾)

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐷+

©«
𝜋∫

0

...

𝜋∫
0

exp
(
− 1

4𝑡
[|𝑥 |2 + |𝑦 |2 − 2⟨𝑥𝑦 cos𝜑⟩]

) 𝑛∏
𝑖=1

sin𝛾𝑖−1 𝜑𝑖 𝑑𝜑𝑖 ,
ª®¬𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦 =

=
𝐶𝑛,𝛾𝐶 (𝛾)

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐷+

exp
(
− 1

4𝑡
[(𝑥1 − 𝑦1)2 + 𝑦2

2 + ... + (𝑥𝑛 − 𝑦2𝑛−1)2 + 𝑦2
2𝑛]

)
𝜑 (𝑦)

𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑥𝛾𝑑𝑦 =

=
𝐶𝑛,𝛾𝐶 (𝛾)

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐷+

exp
(
− 1

4𝑡

(
|𝑥 − 𝑦′ |2 + |𝑦′′ |2

))
𝜑 (𝑦)

𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑥𝛾𝑑𝑦,

где 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦2𝑛) = (𝑦′, 𝑦′′), 𝑦′ = (𝑦1, 𝑦3, ..., 𝑦2𝑛−1), 𝑦′′ = (𝑦2, 𝑦4, ..., 𝑦2𝑛),
𝐷+ = {𝑦 ∈ R2𝑛 : (

√︃
𝑦2

1 + 𝑦2
2, ...,

√︃
𝑦2

2𝑛−1 + 𝑦
2
2𝑛) ∈ 𝐷+, 𝑦

𝛾𝑖−1
2𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛}. Если 𝑦 ∈ 𝐷+, то 𝑦 ∈ 𝐷+ и

|𝑥 − 𝑦′ |2 + |𝑦′′ |2 = |𝑥 − 𝑦 |2 ≥ (|𝑎 − 𝑦 | − |𝑎 − 𝑥 |)2 ≥ |𝑎 − 𝑦 |
(
1 − 𝛽 − 𝜏

𝛽

)2
= |𝑎 − 𝑦 |2 𝜏

2

𝛽2 =

= ( |𝑎 − 𝑦′ |2 + |𝑦′′ |2) 𝜏
2

𝛽2 ,

следовательно,

exp
(
− 1

4𝑡

(
|𝑥 − 𝑦′ |2 + |𝑦′′ |2

))
≤ exp

(
− 1

4𝑡

(
|𝑎 − 𝑦′ |2 + |𝑦′′ |2

))
.

Тогда, применяя это неравенство и возвращаясь обратно к переменным 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛), получим∫
𝐷+

(𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦 ≤

≤
𝐶𝑛,𝛾𝐶 (𝛾)

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐷+

exp
(
− 1

4𝑡
𝜏2

𝛽2 [(𝑎1 − 𝑦1)2 + 𝑦2
2 + ... + (𝑎𝑛 − 𝑦2𝑛−1)2 + 𝑦2

2𝑛]
)
𝜑 (𝑦)

𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑥𝛾𝑑𝑦 =

=
2−|𝛾 |

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐷+

𝑒−
|𝑦 |2
4𝑏

(
𝛾T𝑦𝑎𝜑 (𝑎)

)
𝑦𝛾𝑑𝑦 =

(
𝑏

𝑡

) 𝑛+|𝛾 |
2

∫
𝐷+

𝑊𝛾 (𝑦,𝑏) (𝛾T𝑦𝑎𝜑 (𝑎))𝑦𝛾𝑑𝑦 < ∞.

Здесь мы учли сходимость интеграла (16).
Покажем теперь ограниченность интеграла

∫
𝐸+

(𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦)𝑦𝛾𝑑𝑦. В силу оценки обобщенного сдвига и (10)

для всех 𝑦 ∈ 𝐸+, получим ∫
𝐸+

| (𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦) |𝑦𝛾𝑑𝑦 ≤
𝐶𝑛,𝛾

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐸+

|𝜑 (𝑦) |𝑦𝛾𝑑𝑦 =
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= 𝑒
|𝑎−𝑥 |2

4(𝛽−𝜏 )2
(
𝛽

𝜏

)𝑛+|𝛾 |
𝐶𝑛,𝛾

𝑒
− |𝑎−𝑥 |2

4(𝛽−𝜏 )2

𝑏
𝑛+|𝛾 |

2

∫
𝐸+

|𝜑 (𝑦) |𝑦𝛾𝑑𝑦.

Для 𝑦 ∈ 𝐸+ имеем |𝑎 − 𝑦 | ≤ 𝛽 |𝑎−𝑥 |
𝛽−𝜏 и

𝑊𝛾 (𝑎 − 𝑦,𝑏) = 𝐶𝑛,𝛾
𝑒−

|𝑎−𝑦 |2
4𝑏

𝑏
𝑛+|𝛾 |

2

≥ 𝐶𝑛,𝛾
𝑒
− |𝑎−𝑥 |2

4(𝛽−𝜏 )2

𝑏
𝑛+|𝛾 |

2

,

следовательно, в силу сходимости интеграла (16)∫
𝐸+

| (𝛾T𝑦𝑥𝑊𝛾 (𝑥, 𝑡))𝜑 (𝑦) |𝑦𝛾𝑑𝑦 ≤ 𝑒
|𝑎−𝑥 |2

4(𝛽−𝜏 )2
(
𝛽

𝜏

)𝑛+|𝛾 | ∫
𝐸+

𝑊𝛾 (𝑎 − 𝑦,𝑏) |𝜑 (𝑦) |𝑦𝛾𝑑𝑦 < ∞.

Тогда из (17) мы получаем, что 𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) существует для всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆 . То, что 𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) есть решение уравнения
теплопроводности вида 𝑢𝑡 = Δ𝛾𝑢, 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡) на 𝑆 следует из Теоремы 3.1. Теорема доказана.

Лемма 4.1. Если 𝜑 ∈ 𝐶0
𝑒𝑣 (𝑆), то lim

(𝑥,𝑡 )→(𝑥0,0)
𝑢𝛾 (𝑥,𝑦) = 𝜑 (𝑥0) на 𝑆 равномерно по 𝑥0 в любом компактном подмноже-

стве R𝑛+. Если, кроме того, 𝜑 ограничена и равномерно непрерывна на R𝑛+, то сходимость равномерна на R𝑛+.
Следствие 4.1. Функция 𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) есть решение задачи Коши вида

𝑢𝑡 = Δ𝛾𝑢, 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡),

𝑢 (𝑥, 0) = 𝜑 (𝑥),
на 𝑆 = R𝑛+ × (0, 𝑏) при 𝜑 ∈ 𝐶0

𝑒𝑣 (𝑆).
Пример 4.1. Решение задачи Коши

𝑢𝑡 = Δ𝛾𝑢, 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑏), 𝑥 ∈ R𝑛+,

𝑢 (𝑥, 0) = j𝛾 (𝑥, 𝜉), 𝑥 ∈ R𝑛+,
определяется формулой

𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) =
𝐶𝑛,𝛾 j𝛾 (𝑥, 𝜉)

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

∫
R𝑛+

𝑒−
|𝑦 |2
4𝑡 j𝛾 (𝑦, 𝜉)𝑦𝛾𝑑𝑦.

Здесь мы учли формулу (6). Найдем интеграл:∫
R𝑛+

𝑒−
|𝑦 |2
4𝑡 j𝛾 (𝑦, 𝜉)𝑦𝛾𝑑𝑦 = {𝑦 = 𝑟𝜎} =

∞∫
0

𝑒−
𝑟2
4𝑡 𝑟𝑛+|𝛾 |−1𝑑𝑟

∫
𝑆+1 (𝑛)

j𝛾 (𝑟𝜎, 𝜉)𝜎𝛾𝑑𝑆.

Применяя формулу (см. [11], формула 246) вида

∫
𝑆+1 (𝑛)

j𝛾 (𝑟𝜎, 𝜉)𝜎𝛾 𝑑𝑆 =

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) 𝑗 𝑛+|𝛾 |
2 −1 (𝑟 |𝜉 |),

получим

𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) =
𝐶𝑛,𝛾 j𝛾 (𝑥, 𝜉)

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) ∞∫
0

𝑒−
𝑟2
4𝑡 𝑟𝑛+|𝛾 |−1 𝑗 𝑛+|𝛾 |

2 −1 (𝑟 |𝜉 |)𝑑𝑟 =

=
𝐶𝑛,𝛾 j𝛾 (𝑥, 𝜉)

𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) 2
𝑛+|𝛾 |

2 −1Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

)
|𝜉 |

𝑛+|𝛾 |
2 −1

∞∫
0

𝑒−
𝑟2
4𝑡 𝑟

𝑛+|𝛾 |
2 𝐽𝑛+|𝛾 |

2 −1 (𝑟 |𝜉 |)𝑑𝑟 =

=
2−|𝛾 |

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) j𝛾 (𝑥, 𝜉)
𝑡
𝑛+|𝛾 |

2

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) 2
𝑛+|𝛾 |

2 −1Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

)
|𝜉 |

𝑛+|𝛾 |
2 −1

2
𝑛+|𝛾 |

2 𝑒−𝑡 |𝜉 |
2
|𝜉 |

𝑛+|𝛾 |
2 −1𝑡

𝑛+|𝛾 |
2 .

После упрощения будем иметь
𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡 |𝜉 |

2
j𝛾 (𝑥, 𝜉).

5. Определение обобщенного потенциала Бесселя и его свойства. Представление обобщенного по-
тенциала Бесселя через обобщенный интеграл Гаусса – Вейерштрасса. Определим обобщенный потенциал
Бесселя соотношением

(G𝛼
𝛾 𝜑) (𝑥) =

2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∫
R𝑛+

|𝑦 |
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑦 |) ( 𝛾T𝑦𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦. (18)
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Также можем записать
(G𝛼

𝛾 𝜑) (𝑥) = (𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) ∗ 𝜑 (𝑥))𝛾 =

∫
R𝑛+

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑦) ( 𝛾T

𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦, (19)

где𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) = 2

𝑛−|𝛾 |−𝛼
2 +1

|𝑥 |
𝑛+|𝛾 |−𝛼

2 Γ( 𝛼2 )
𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |) — обобщенное ядро Бесселя. Функция 𝐾𝛼 (𝑥) — это модифицирован-

ная функция Бесселя второго рода (см. [1, 18]).
Для обобщенного ядра Бесселя справедливы свойства [17]:

(1) преобразование Ханкеля ядра 𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) имеет вид F𝛾 [𝐺𝛾

𝛼 ] (𝜉) = (1 + |𝜉 |2)−𝛼/2,

(2) 𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) бесконечно дифференцируема вне начала координат,

(3) для |𝑥 | → 0 функция 𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) допускает оценку

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑥) ∼

2𝑛−|𝛾 |

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)


Γ
(
𝑛+|𝛾 |−𝛼

2

)
2𝛼−|𝛾 | |𝑥 |𝛼−𝑛−|𝛾 | , если 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |;

−21−𝑛
(
ln

(
|𝑥 |
2

)
+ 𝜗

)
, если 𝛼 = 𝑛 + |𝛾 |;

Γ
(
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2

)
2𝑛 , если 𝑛 + |𝛾 | < 𝛼 ,

(20)

(4) для |𝑥 | → ∞ функция 𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) допускает оценку

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑥) ∼

√
𝜋2

𝑛−|𝛾 |−𝛼+1
2

|𝑥 |
𝑛+|𝛾 |−𝛼+1

2 Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) 𝑒−|𝑥 | ,
(5) 𝐺𝛾

𝛼 (𝑥) ∈ 𝐿
𝛾

1 (R
𝑛
+),

(6) (𝐺𝛾
𝛼 ∗𝐺𝛾

𝛽
)𝛾 = 𝐺

𝛾

𝛼+𝛽 , 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, где(𝐺𝛾
𝛼 ∗𝐺𝛾

𝛽
)𝛾 — обобщенная свертка (7),

(7) (𝐼 − Δ𝛾 )𝑘𝐺𝛾

𝛼+2𝑘 = 𝐺
𝛾
𝛼 , 𝑘 ∈ N,

(8)
∫
R𝑛+

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑥)𝑥𝛾𝑑𝑥 = 1.

Из этих свойств следует, что для функции 𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ оператор G𝛼
𝛾 ограничен и

| |G𝛼
𝛾 𝜑 | |𝑝,𝛾 ≤ ||𝜑 | |𝑝,𝛾 , 𝛼 > 0.

Кроме того, справедливы следующие основные свойства обобщенного потенциала Бесселя

(1) полугрупповое свойство G𝛼
𝛾 G

𝛽
𝛾𝜑 = G𝛼+𝛽

𝛾 𝜑 , 𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+),

(2) (𝐼 − Δ𝛾 )𝑘G𝛼+2𝑘
𝛾 𝜑 = G𝛼

𝛾 𝜑 , 𝑘 ∈ N, 𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+),

(3) G0
𝛾𝜑 = 𝜑 , 𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+).

Следовательно, при 𝛼 = 𝑘 ∈ N оператор G𝛼
𝛾 можно рассматривать как конструктивную реализацию отрицатель-

ной степени итерированного оператора (𝐼 − Δ𝛾 )𝑘 .
Формулы обращения обобщенного потенциала Бесселя были получены в [15].
Теперь обратимся к соотношению между обобщенным потенциалом Бесселя и одномерным обобщенным

интегралом Гаусса – Вейерштрасса.
Теорема 5.1. Пусть 𝛼 > 0, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 и 𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡) — обобщенный интеграл Гаусса – Вейерштрасса функции 𝜑

на Ω. Тогда обобщенный потенциал Бесселя G𝛼
𝛾 𝜑 почти для всех 𝑥 совпадает с интегралом

G𝛼
𝛾 𝜑 (𝑥) =

1
Γ

(
𝛼
2
) ∞∫

0

𝑡
𝛼
2 −1𝑒−𝑡𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 . (21)

Доказательство.Мы имеем

1
Γ

(
𝛼
2
) ∞∫

0

𝑡
𝛼
2 −1𝑒−𝑡𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 =

1
Γ

(
𝛼
2
) ∫
R𝑛+

(𝛾T𝑦𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦
∞∫

0

𝑊𝛾 (𝑦, 𝑡)𝑡
𝛼
2 −1𝑒−𝑡𝑑𝑡 =

=
2−|𝛾 |

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∫
R𝑛+

(𝛾T𝑦𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦
∞∫

0

𝑒−
|𝑦 |2
4𝑡 −𝑡 𝑡

𝛼
2 −

𝑛+|𝛾 |
2 −1𝑑𝑡 .

Для внутреннего интеграла, используя Wolfram Mathematica, получим
∞∫

0

𝑒−
|𝑦 |2
4𝑡 −𝑡 𝑡

𝛼
2 −

𝑛+|𝛾 |
2 −1𝑑𝑡 = 2

𝑛+|𝛾 |−𝛼
2 +1 |𝑦 |

𝛼−𝑛−|𝛾 |
2 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼

2
( |𝑦 |),
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тогда
1

Γ
(
𝛼
2
) ∞∫

0

𝑡
𝛼
2 −1𝑒−𝑡𝑢𝛾 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 =

=
2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∫
R𝑛+

|𝑦 |
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑦 |) ( 𝛾T𝑦𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦 = G𝛼
𝛾 𝜑 (𝑥),

что и завершает доказательство.
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