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Аннотация. В работе рассматриваются функции распределения расстояния между двумя независимыми и рав-
номерно распределенными случайными точками, а также длины хорды в ограниченном выпуклом домене D.
Используя ряд известных фактов, выводится явный вид функций распределения длины хорды и плотности для
ограниченных выпуклых доменов с гладкой границей, а также явный вид функции плотности расстояния между
двумя точками.
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Abstract. In the paper we consider the distribution functions of two independent and uniformly distributed random points,
as well as the chord length in a bounded convex domain D. Using a number of known facts, we derive the explicit form of
the distribution functions of the chord length and density for bounded convex bodies with a smooth boundary, as well as the
explicit form of the density function of the distance between two points.
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Введение. Актуальность темы заключается в том, что именно посредством функции распределения
длины хорды происходит опознание одной из интересных задач стохастической геометрии: опознание
ограниченных выпуклых тел, пересекающих через случайные 𝑘 – плоскости (𝑘-flats). В работе обсужден
случай 𝑘 = 1, 𝑛 = 2. В зависимости от направления изучение выпуклых тел по функции распределения
длины хорды эквивалентно изучению его ковариограмм. Все это является задачами геометрической
томографии, так как в зависимости от направления функция распределения длины хорды – это вероят-
ность того, что пересечение 𝑋 -прямо в фиксированном направлении с телом D меньше или равно 𝑦.

Цель работы – обсудить распределение длины хорды и расстояния между двумя точками в R2,
получить их явный вид для частного случая.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:
- проанализировать и оценить имеющиеся научно-исследовательские материалы;
- обсудить и выявить некоторые вопросы, связанные с функциями плотности и распределения

расстояния между двумя точками и длины хорды;
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- получить явный вид функции плотности расстояния между двумя точками ограниченных выпук-
лых областей с гладкой границей;

- получить явный вид функции плотности и распределения длины хорды ограниченных выпуклых
областей с гладкой границей;

- получить функции плотности и распределения длины хорды для случая круга.
Материалыиметодыисследования.Проанализированыи обработаны соответствующие научные

источники. Когда рассматривается такой случай, при которомнаправлениеизвестно (зафиксировано), то
это называется распределением длины хорды, зависящим от направления. А если рассматривается слу-
чай, когда направление не зафиксировано, то это называется распределением длины хорды независимо
от направления. Последнее и послужило предметом обсуждения данной работы. В работе применены
методы теории вероятностей интегральной и стохастической геометрии.

1. Функция распределения расстояния между двумя точками. Функция распределения расстоя-
ния r между двумя независимыми и равномерно распределенными случайными точками в ограничен-
ной выпуклой области D формулируется следующим образом:

T(x) = P(𝑟 ≤ 𝑥) = 1
| |D2 | |

𝝁 (𝑃1, 𝑃2 ∈ D : 𝑟 ≤ 𝑥) = 1
| |D| |2

∬
𝑟 ≤ 𝑥

𝑑𝑃1𝑑𝑃2,

где 𝝁 – мера Лебега, d – диаметр тела D : d = diam(D) = max{𝝆 (𝑥,𝑦) : x, y ∈ D}, где 𝝆 (𝑥,𝑦) расстояние
между точками x и y, r = 𝝆 (𝑃1, 𝑃2), a | |D| | площадь области.
В работе [3] дан следующий результат:

T(x) =



0 x ≤ 0
𝜋𝑥2

| |D | | +
[

8 | |D | |
|𝜕D |2 − 2𝑥2

| |D | |

]
arcsin

(
𝑥 |𝜕D |
4 | |D | |

)
−

[
𝑥3 |𝜕D |
16 | |D3 | | +

𝑥
2 |𝜕D | | |D | |

] [
16| |D2 | | − 𝑥2 |𝜕D|2

] 1
2 0 < x ≤ d

1 x ≥ d,

(1)

где |𝜕D| периметр области. Предполагается, что граница области свободна от угловых точек и отрезков.
Таким образом, для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей функция распределения рас-
стояния между двумя точками дается отмеченной выше (1) формулой. Обозначим функцию плотности
расстояния между двумя точками t (x). Для t (x) получим удобный вид.
Утверждение 1.Для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей функция плотности расстояния
между двумя точками имеет следующий вид:

t (𝑥) =


0 x ∉ (0, 𝑑]

2
| |D | |

{
𝜋𝑥 − 2𝑥 arcsin

[
𝑥 |𝜕D |
4 | |D | |

]
− 𝑥2 |𝜕D |

2 | |D | |

[
1 −

(
𝑥 |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2
}

0 < x ≤ d.
(2)

Доказательство. Из (1) формулой получим:

t (x) = 𝑑

𝑑𝑥
[T(x)] = 2𝜋x

| |D| | −
4x
| |D| | arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
+ |𝜕D|

4| |D| |

[
8| |D| |
|𝜕D|2

− 2x2

| |D| |

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

−
[
3x2 |𝜕D|
16| |D| |3 + 1

2 |𝜕D| | |D| |

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2

+ x |𝜕D|2
[
x3 |𝜕D|
16| |D| |3 + x

2 |𝜕D| | |D| |

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]− 1
2

=
2

| |D| |

{
𝜋x − 2x arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
+ |𝜕D|

4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− x2

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

−
[
3x2 |𝜕D|
32| |D| |2 + 1

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2

+ x |𝜕D|2
[
x3 |𝜕D|
32| |D| |2 + x

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]− 1
2

}
=:

2
| |D| |

{
𝑄1 +𝑄2

}
,

(3)

где

𝑄1 = 𝜋x − 2x arcsin
[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
,
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𝑄2 =
|𝜕D|

4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− 𝑥2

] [
1 −

(
𝑥 |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

−
[
3x2 |𝜕D|
32| |D| |2 + 1

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2 +

+x |𝜕D|2
[
x3 |𝜕D|
32| |D| |2 + x

4 |𝜕D|

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]− 1
2 .

Изучим 𝑄2:

𝑄2 =

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2
{

|𝜕D|
4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− x2

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1

− 4| |D| |
[
3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

]
+

+
[
x3 |𝜕D|2 + 8| |D| |2𝑥

32| |D| |2 |𝜕D|

]
·
(
𝑥 |𝜕D|2

)
(4| |D| |)

[
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]−1
}
=:

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

{𝑄3 −𝑄4}, (4)

где

𝑄3 =
|𝜕D|

4| |D| |

[
4| |D| |2

|𝜕D|2
− x2

] [
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1

+
[
x3 |𝜕D|2 + 8| |D| |2𝑥

32| |D| |2 |𝜕D|

]
·
(
x |𝜕D|2

)
(4| |D| |)

[
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

]−1
,

𝑄4 = 4| |D| |
[
3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

]
.

Изучим 𝑄3 :

𝑄3 =
4| |D| |
|𝜕D|

[
4| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
· 4| |D| |x2 |𝜕D|2

32| |D| |2 |𝜕D|

=
4| |D| |
|𝜕D|

{ [
4| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
· x

2 |𝜕D|2

32| |D| |2

}
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
·
[
8| |D| |2 − 2x2 |𝜕D|2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
· x

2 |𝜕D|2

32| |D| |2

}
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
| |D| |2 − (x |𝜕D|)2 −

(
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

)
2
[
| |D| |2 − (x |𝜕D|)2] +

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

| |D| |2 − (x |𝜕D|)2

]
· x

2 |𝜕D|2

32| |D| |2

}
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
·
[
x2 |𝜕D|2

32| |D| |2 − 1
2

] }
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
+

[
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2

]
·
[
x2 |𝜕D|2 − (4| |D| |)2

32| |D| |2

] }
=

4| |D| |
|𝜕D|

{
1
2
− x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2

}
= 4| |D| |

{
1

2 |𝜕D| −
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

}
.

Отсюда получим:

𝑄3 −𝑄4 = 4| |D| |
{

1
2 |𝜕D| −

x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2
32| |D| |2 |𝜕D|

}
− 4| |D| |

[
3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

]
= 4| |D| |

{
1

2 |𝜕D| −
x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2 + 3x2 |𝜕D|2 + 8| |D| |2

32| |D| |2 |𝜕D|

}
= 4| |D| |

{
1

2 |𝜕D| −
x2 |𝜕D|2 + 4| |D| |2

8| |D| |2 |𝜕D|

}
= 4| |D| |

{
4| |D| |2 − x2 |𝜕D|2 − 4| |D| |2

8| |D| |2 |𝜕D|

}
= −x2 |𝜕D|

2| |D| | .

Следовательно, из (4) получим:

𝑄2 =

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
𝑄3 −𝑄4

}
= −x2 |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

. (5)
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Из выражений (3) и (5) получим (2):

t (x) = 2
| |D| |

{
𝑄1 +𝑄2

}
=

2
| |D| |

{
𝜋x − 2x arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
− x2 |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2
}
.

■

2. Функция распределения длины хорды. Пространство ориентированных прямых в евклидовой
плоскости обозначим буквой G. Любая прямая 𝑔 ∈ G однозначно определяется параметрами p и 𝜑 , где p
– длина вертикали, проведенная к прямой от начала координат, а 𝜑 – угол, составленный вертикалью,
проведенной к прямой от начала координат, с положительным направлением оси 𝑋 . Таким образом,
(p, 𝜑) являются координатами прямой 𝑔 ∈ G.

В пространстве G примем в качестве размера локальный конечный размер 𝜇 (·), инвариантный по
отношению к группе евклидовых движений (вращение и параллельное перемещение). Известно [8],
что инвариантный размер прямых имеет следующий вид: 𝜇 (dg) = 𝑑𝑔 = 𝑑p𝑑𝜑. Для любой ограниченной
выпуклой области D множество прямых, пересекающих D, обозначим [D] = {𝑔 ∈ G : g ∩ D ≠ ∅}.

Доказано в [2], что: 𝜇 ( [D]) = |𝜕D| . Обозначим𝐴𝑦

D множество тех прямых, пересекающихD, где длина
хорды |𝝌 (𝑔) | меньше и равна 𝑦, где 𝝌 (𝑔) = 𝑔 ∩ D: 𝐴𝑦

D = {𝑔 ∈ [D] : |𝝌 (𝑔) | ≤ 𝑦}, 𝑦 ∈ R. Доказано [10], что
|𝝌 (𝑔) | измеримая функция на [D].

Функция распределения длины хорды |𝝌 (𝑔) | области D формулируется как:

F(y) = 1
|𝜕D| 𝜇 (A

y
D) =

1
|𝜕D|

∬
Ay
D

𝑑𝜑𝑑p. (6)

Поэтому для получения функции распределения длины хорды для ограниченной выпуклой области D
необходимо вычислить интеграл, написанный в правой части выражения (6). Для распределения функ-
ций длины хорды известны уравнения, данные в явном виде, например, для круга [9], прямоугольника
[4] и правильного многоугольника [5].

Доказано в [10], что функция F(y) – непрерывная функция от y. Обычно предполагается, что F
абсолютно непрерывна с плотностью f , несмотря на то, что доказательства абсолютной непрерывности
F нет.

3. Распределение длины хорды для ограниченных выпуклых областей. В работе [1] дано
уравнение для расчета функции плотности t (x) расстояния между двумя независимыми и равномерно
распределенными случайными точками в ограниченной выпуклой области D с помощью функции
распределения длины хорды.

t (x) =
{

0 x ∉ (0, 𝑑]
1

| |D | |2
[
2| |D| |𝜋x − 2 |𝜕D| x2 + 2 |𝜕D| x

∫ 𝑥

0 F(u)du
]

0 < x ≤ d ,
(7)

где F(·) – функция распределения длины хорды для области D.
Используя уравнение (7), можем получить уравнение для расчета функции распределения длины

хорды в ограниченной выпуклой области D с помощью функции плотности расстояния между двумя
точками.

t (x)
x

=
1

| |D| |2

[
2| |D| |𝜋 − 2 |𝜕D| x + 2 |𝜕D|

∫ 𝑥

0
F(u)du

]
,

𝑑

𝑑𝑥

[
t (x)
x

]
=

1
| |D| |2 [−2 |𝜕D| + 2 |𝜕D| F(x)] ,

2 |𝜕D| F(x) − 2 |𝜕D| = | |D| |2 𝑑
𝑑x

[
t (x)
x

]
,

2 |𝜕D| F(x) = 2 |𝜕D| | |D| |2 𝑑
𝑑x

[
t (x)
x

]
,

F(x) = 1 + ||D| |2
2 |𝜕D|

𝑑

𝑑x

[
t (x)
x

]
, 0 < x ≤ d .

Таким образом,

F(x) =


0 x ≤ 0
1 + | |D | |2

2 |𝜕D |
𝑑
𝑑x

[
t (x)
x

]
0 < x ≤ d

1 x ≥ d .

(8)
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В уравнении (8), используя функциюплотности расстояниямежду двумя точками для ограниченных
выпуклых областей с гладкой границей, можем получить функцию распределения длины хорды для
ограниченных выпуклых областей.
Утверждение 2. Для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей функции плотности и
распределения длины хорды имеют следующий вид:

F(𝑥) =


0, 𝑥 ≤ 0;

1 −
[
1 −

(
𝑥 |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

, 0 < 𝑥 ≤ 𝑑 ;

1, x ≥ 𝑑 ;

f (𝑥) =


0, 𝑥 ∉ (0, 𝑑];
𝑥 |𝜕D|2

16| |D| |2

[
1 − 𝑥2 |𝜕D|2

16| |D| |2

]− 1
2

, 0 < 𝑥 ≤ 𝑑.

Доказательство. Чтобы получить функцию распределения длины хорды для ограниченных выпуклых
областей, нужно в выражение (8) вставить выражение (2):

t (x)
x

=
2

| |D| |

{
𝜋 − 2 arcsin

[
x |𝜕D|
4| |D| |

]
− x |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2
}
, (0 < x ≤ d) ,

𝑑

𝑑x

[
t (x)
x

]
=

2
| |D| |

{
− 2

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

· |𝜕D|
4| |D| | −

|𝜕D|
2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

+ x |𝜕D|
2| |D| | ·

1
2

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]− 1

2

· 2x |𝜕D|2

(4| |D| |)2

}
,

| |D| |2
2 |𝜕D| ·

𝑑

𝑑x

[
t (x)
x

]
=

| |D| |
|𝜕D|

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
− |𝜕D|

2| |D| |

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1

− |𝜕D|
2| |D| | +

x |𝜕D|
2| |D| | ·

x |𝜕D|2

(4| |D| |)2

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
]−1 }

=
| |D| |
|𝜕D|

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
x |𝜕D|
2| |D| | ·

x |𝜕D|2

(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2 − |𝜕D| (4| |D| |)2

2| |D| |
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − |𝜕D|

2| |D| |

}
=

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{

x2 |𝜕D|2

2
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − (4| |D| |)2

2
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − 1

2

}
=

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{

x2 |𝜕D|2 − (4| |D| |)2

2
[
(4| |D| |)2 − (x |𝜕D|)2] − 1

2

}
=

[
1 −

(
x |𝜕D|
4| |D| |

)2
] 1

2

·
{
−1

2
− 1

2

}
.

Вставив полученное выражение в выражение (8), получим:

F(x) =


0 x ≤ 0

1 −
[
1 −

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2

0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 .

Отсюда получим, что:

f (x) = 𝑑

𝑑x
[F (x)] =


0 x ∉ (0, 𝑑]
x |𝜕D |2

16 | |D | |2
[
1 − x2 |𝜕D |2

16 | |D | |2
]− 1

2 0 < x ≤ d .

■
В частном случае для круга с диаметром𝑑 получим функции плотности и распределения расстояния

между двумя точками и длины хорды.
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4.Частныйслучай.Вфункциях распределениярасстояниямеждудвумя точкамив явномвидеданы
функции плотности и распределения расстояния между двумя точками для ограниченных выпуклых
областей (см. уравнение (1) и уравнение (2)).

T(x) =



0 x ≤ 0
𝜋x2

| |D | | +
[

8 | |D | |
|𝜕D |2 − 2x2

| |D | |

]
arcsin

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)
−

[
x3 |𝜕D |

16 | |D | |3 +
x

2 |𝜕D | | |D | |

] [
16| |D| |2 − x2 |𝜕D|2

] 1
2 0 < x ≤ d

1 x ≥ d .

t (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]

2
| |D | |

{
𝜋x − 2x arcsin

[
x |𝜕D |
4 | |D | |

]
− x2 |𝜕D |

2 | |D | |

[
1 −

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2
}

0 < x ≤ d .

Очевидно, что для случая с кругом | |D| | = 𝜋d2

4 , |𝜕D| = 𝜋d.
Таким образом, согласно (1) для круга функция распределения расстояния между двумя точками

будет иметь следующий вид:

T(x) =


0 x ≤ 0
4x2

d2 +
[

2
𝜋
− 8x2

𝜋d2

]
arcsin

( x
d

)
−

[
4x3

𝜋2d5 + 2x
𝜋2d3

] [
𝜋2d4 − 𝜋2d2] 1

2 0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 ,

T(x) =


0 x ≤ 0
4x2

d2 +
[

2
𝜋
− 8x2

𝜋d2

]
arcsin

( x
d

)
−

[
4x3

𝜋d4 + 2x
𝜋d2

] [
d2 − 1

] 1
2 0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 .

Согласно (2) для кругафункцияплотности расстояниямежду двумя точками будет иметь следующий
вид:

t (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]

8
𝜋d2

{
𝜋x − 2x arcsin

( x
d

)
− 2x2

d

[
1 −

( x
d

)2
] 1

2

}
0 < x ≤ d .

Используя уравнение связи между двумя распределениями и уравнение функции распределения
расстояния между двумя точками для ограниченных выпуклых областей с гладкой границей, в явном
виде получили функции плотности и распределения длины хорды для ограниченных выпуклых об-
ластей с гладкой границей. Таким образом, согласно распределению длины хорды для ограниченных
выпуклых областей (см. утверждение 2), имеем:

F(x) =


0 x ≤ 0

1 −
[
1 −

(
x |𝜕D |
4 | |D | |

)2
] 1

2

0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 ,

f (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]
x |𝜕D |2

16 | |D | |2
[
1 − x2 |𝜕D |2

16 | |D | |2
]− 1

2 0 < x ≤ d ,

откуда для случая круга получим:

F(x) =


0 x ≤ 0

1 −
[
1 −

( x
d

)2
] 1

2 0 < x ≤ d

1 x ≥ 𝑑 ,

f (x) =


0 x ∉ (0, 𝑑]
x
d2

[
1 −

( x
d

)2
]− 1

2 0 < x ≤ d ,

где F(x) – функция распределения длины хорды для круга, а f (x) – функция плотности длины хорды
для круга.
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В работе [9] дана функция распределения длины хорды для круга, которая совпадает с полученной
в данной работе функцией распределения длины хорды для круга.

Заключение. Таким образом, обобщая работу, приходим к следующему заключению:
– получили явный вид функции плотности расстояния между двумя точками для ограниченных

выпуклых областей с гладкой границей;
– получили явный вид функций плотности и распределения длины хорды для ограниченных вы-

пуклых областей с гладкой границей.
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