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Аннотация. В цилиндре 𝑄 , основание которого ограничено ляпуновской поверхностью, рассматривается парабо-
лическое уравнение второго порядка, вырождающееся по касательным направлениям к границе основания. Для
решений этого уравнения по аналогии с эллиптическим случаем вводится класс 𝐻𝑝 . Установлен критерий при-
надлежности функций этому классу. Приводятся условия однозначной разрешимости задачи с граничными и
начальными условиями, понимаемыми в смысле 𝐿𝑝 .
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Abstract. Considered a second-order parabolic equation in the cylinder 𝑄 whose base is bounded by the Lyapunov surface.
It is assumed that this equation is degenerated with respect to tangential directions to 𝜕Ω. The class 𝐻𝑝 is introduced for
solutions of the equation analogously to elliptic case. The criterion of belonging of functions to this class is established. The
conditions of unique solvability of the problem with boundary and initial conditions, understood in the sense of 𝐿𝑝 , are given.
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Пусть Ω — ограниченная область R𝑛 , граница которой принадлежит классу 𝐶1+𝜆 , 0 < 𝜆 < 1. Рассмот-
рим в цилиндре 𝑄 = Ω × (0,𝑇 ) параболическое уравнение второго порядка

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥 𝑗
)𝑥𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑥𝑖 + 𝑎0𝑢 = 𝑓 (1)

с вещественными коэффициентами 𝑎𝑖 𝑗 , 𝑎𝑖 ∈ 𝐶1 (𝑄) и 𝑎0 ∈ 𝐶 (𝑄). Условие параболичности заключается в
том, что квадратичная форма

⟨𝑎(𝑥, 𝑡)𝜉, 𝜉⟩ =
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1
𝑎𝑖 𝑗 (𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉 𝑗

положительно определена во всех точках цилиндра, т. е.

⟨𝑎(𝑥, 𝑡)𝜉, 𝜉⟩ ≥ 𝛾 (𝑥, 𝑡)
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с некоторой положительной непрерывной функцией𝛾 (𝑥, 𝑡). Эта квадратичная форма может вырождать-
ся, т. е.𝛾 (𝑥, 𝑡) → 0 при (𝑥, 𝑡) → 𝜕Ω× (0,𝑇 ). Однако, будем предполагать, что существует такая постоянная
𝛾0 > 0, что

⟨𝑎(𝑥, 𝑡)𝜈 (𝑥), 𝜈 (𝑥)⟩ ≥ 𝛾0,

где 𝜈 (𝑥) означает единичную внешнюю нормаль к границе 𝜕Ω области Ω. Таким образом, на боковой
поверхности цилиндра допускается вырождение трикомовского типа.

Как известно [2], под обобщенным решением уравнения (1) понимается функция 𝑢 ∈ 𝑊
1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄),
удовлетворяющая интегральному тождеству∫

𝑄

[
−𝑢𝜂𝑡 + ⟨𝑎∇𝑢,∇𝜂⟩ +

(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑥𝑖

)
𝜂 + 𝑎0𝜂

]
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫
𝑄

𝑓 𝜂𝑑𝑥𝑑𝑡 . (2)

В дальнейшем удобнее вместо расстояния 𝑟 (𝑥) от точки 𝑥 ∈ Ω до границы 𝜕Ω пользоваться специ-
альной функцией 𝜌 (𝑥), которая определяется как решение задачи Дирихле

Δ𝜌 = −1, 𝜌
��
𝜕Ω

= 0.

в области. Хорошо известно [3], что эта функция принадлежит классу 𝐶1+𝜆 (Ω) и эквивалентна расстоя-
нию 𝑟 (𝑥), т. е. существует такая постоянная 𝛾1 > 0, что для всех 𝑥 ∈ Ω выполняются неравенства

𝛾−1
1 𝑟 (𝑥) ≤ 𝜌 (𝑥) ≤ 𝛾1𝑟 (𝑥).

При этом для ее вторых производных справедлива оценка��𝜌𝑥𝑖𝑥 𝑗

�� ≤ 𝐶 (𝜆′)
[𝑟 (𝑥)]1−𝜆′ , 0 < 𝜆′ < 𝜆,

с некоторой постоянной 𝐶 = 𝐶 (𝜆′). Кроме того, в силу леммы Жиро [4]

𝜕𝜌

𝜕𝜈

����
𝜕Ω

< 0. (3)

В дальнейшем удобно предполагать, что функция 𝜌 продолжена нечетным образом за границу области
𝜕Ω на все пространство R𝑛 с сохранением класса 𝐶1.

Для достаточно малых 𝛿 > 0 рассмотрим семейство подобластей Ω𝛿 = {𝑥 ∈ Ω, 𝜌 (𝑥) > 𝛿}, которые в
силу эквивалентности 𝜌 (𝑥) ∼ 𝑟 (𝑥) сходятся к Ω при 𝛿 → 0. При этом граница 𝜕Ω𝛿 совпадает с поверхно-
стью уровня 𝜌 = 𝛿 . Зафиксируем точку 𝑥0 ∈ 𝜕Ω с нормалью 𝜈0 = 𝜈 (𝑥0) и рассмотрим в окрестности этой
точки замкнутой области Ω локальную систему координат 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑦′, 𝑦𝑛) с началом в точке
𝑥0, в которой ось 𝑦𝑛 направлена вдоль нормали 𝜈0. Функцию (𝜌 (𝑥) − 𝛿) в этих локальных координатах
обозначим 𝑅(𝛿,𝑦′, 𝑦𝑛). Поскольку

𝜕

𝜕𝜈0 [𝜌 (𝑥) − 𝛿]
����
𝑥0

=
𝜕𝑅

𝜕𝑦𝑛

����
(𝛿,0,0)

,

на основании (3) не ограничивая общности можно считать, что

𝜕𝑅

𝜕𝑦𝑛
< 0

всюду в рассматриваемой окрестности точки 𝑥0.
Поэтому по теореме о неявной функции существуют такие положительные числа 𝛿0, 𝑟0, 𝑠0 и функция

𝜑 (𝛿,𝑦′) ∈ 𝐶1+𝜆 ( [0, 𝛿0] × {|𝑦′ | ≤ 𝑟0}), по модулю не превосходящая 𝑠0, что

𝐵(𝑥0) = Ω ∩ ({|𝑦′ | ≤ 𝑟0} × {|𝑦𝑛 | ≤ 𝑠0})

является замкнутой областью, в которой при 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝛿0 уравнение 𝑅(𝛿,𝑦′, 𝑦𝑛) = 0 запишется в форме
𝑦𝑛 = 𝜑 (𝛿,𝑦′). Уменьшая при необходимости параметры 𝑟0 и 𝛿0, можем таким образом считать, что
при 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝛿0 пересечение 𝐵(𝑥0) ∩ 𝜕Ω𝛿 представляет собой поверхность Γ𝛿 (𝑥0), которая описывается
уравнением𝑦𝑛 = 𝜑 (𝛿,𝑦′), |𝑦′ | ≤ 𝑟0. При 𝛿 = 0 символ нуль в обозначениях опускаем: Ω0 = Ω и Γ0 (𝛿) = Γ(𝛿).

В локальной системе координат отображение (𝑦′, 𝜑 (0, 𝑦′)) → (𝑦′, 𝜑 (𝛿,𝑦′)) осуществляет диффеомор-
физм Γ(𝑥0) → Γ𝛿 (𝑥0) класса 𝐶1+𝜆 . В исходной системе координат его обозначим 𝑥 → 𝑥𝛿 , геометрически
это отображение представляет собой проектирование вдоль направления 𝜈0 поверхности Γ(𝑥0) на Γ𝛿 (𝑥0).
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Обратимся к уравнению (1) и опишем условия, накладываемые на его правую часть 𝑓 . C этой целью
введем пространство 𝐿𝑝,1, полученное замыканием класса 𝐶∞ (𝑄) по норме

|𝑓 | = |𝑓 |𝐿2 (Ω𝛿0 ×[𝛿0,𝑇 ] ) +
𝛿0∫

0

𝑡 |𝑓 |𝐿𝑝 (𝜕Ω𝑡×[𝑡,𝑇 ] )𝑑𝑡 +
𝛿0∫

0


∫
𝑄

|𝑓 [𝑥, 𝑡] |𝑝𝑟 (𝑥)𝑑𝑥


1/2

𝑑𝑡,

где предполагается 𝛿0 < 𝑇 . Введем еще пространство 𝐿𝑝 (𝑄, 𝜌), полученное замыканием класса𝐶∞ (𝑄) по
норме

|𝑓 | =
©«
∫
𝑄

|𝑓 (𝑥) |2𝜌 (𝑥)𝑑𝑥
ª®®¬

1/2

.

Функцию 𝑓 в правой части уравнения (1) и тождества (2) будем предполагать принадлежащей про-
странству 𝐿𝑝,1.

Обозначим 𝐻𝑝 (𝑄) класс всех функций 𝑢 ∈𝑊 1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄), для которых величины

𝑀𝛿 (𝑢) =
𝑇 ′∫

𝛿

∫
𝜕Ω𝛿

|𝑢 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡 +
∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥, 𝛿)𝜌 (𝑥)𝑑𝑥, 0 < 𝛿 ≤ 𝛿0 (4)

равномерно ограничены при любом фиксированном 𝑇 ′ ∈ (𝛿0,𝑇 ).
Введенное понятие класса 𝐻𝑝 применительно к эллиптическим уравнением обобщает классическое

определение для аналитических и гармонических функций. В работах В. П. Михайлова и А. К. Гущина
([4] при 𝑝 = 2) и [1] в общем случае 𝑝 > 1) для областей класса 𝐶2 было получено необходимое и
достаточное условие принадлежности функции 𝑢 классу 𝐻𝑝 . Оно заключается в конечности интеграла∫

Ω

𝜌 (𝑥) |𝑢 |𝑝−2 |∇𝑢 |2𝑑𝑥 . (5)

Позднее этот факт был распространен И. М. Петрушко [5, 6] на случай областей с ляпуновской границей.
Применительно кпараболическимуравнениям в работе [7] это условие сводится к конечностиинтеграла

𝑇 ′∫
0

∫
Ω

𝜌 (𝑥) ( |𝑢 |𝑝−2 |∇𝑢 |2) (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

для любого 𝑇 ′ < 𝑇 . Некоторые специальные случаи вырождающихся эллиптических и параболических
уравнений также охвачены в работах И. М. Петрушко [8] и И. М. Петрушко, Т. В. Капицыной [9].

В данной работе указанные результаты распространим на более общий случай вырождающегося
уравнения (1). Отметим, прежде всего, что в силу параболичности уравнения (1) в цилиндре 𝑄 имеет
место следующее предложение.
Лемма 1. Пусть 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊 1,0

𝑝,𝑙𝑜𝑐
(𝑄) является обобщенным решением уравнения (1) с правой частью 𝑓 ∈

𝐿𝑝,𝑙𝑜𝑐 (𝑄). Тогда для любых 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝛿0 < 𝑇 ′ < 𝑇 справедливо равенство

1
2

∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥 − 1
𝑝

∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥, 𝛿) |𝑝 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥+

+ (𝑝 − 1)
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−2 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 𝛿 |𝑢 |𝑝

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 (𝑎𝑖 (𝜌 − 𝛿))𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1
𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
𝜕Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(
𝑎𝑖 𝑗

𝜌𝑥𝑖 𝜌𝑥 𝑗

|∇𝜌 |

)
|𝑢 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 − 1

𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝜌𝑥𝑖 )𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑎 |𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 =
𝑇 ′∫

𝜃 (𝛿 )

∫
Ω𝛿

𝑓 𝑢 |𝑢 |𝑝−1sgn𝑢 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 . (6)

Доказательство этой леммы с некоторыми незначительными изменениями осуществляется анало-
гично лемме 1 из [7] и потому опускается.
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Теорема 1. Пусть функция 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊
1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄) является обобщенным решением уравнения (1) с правой
частью 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,1 (𝑄). Тогда 𝑢 принадлежит классу 𝐻𝑝 тогда и только тогда, когда

∫
Ω

|𝑢 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝𝜌 (𝑥)𝑑𝑥 +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−2𝑟 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 < ∞.

Доказательство. Обозначим через

𝑀𝛿 (𝑢) = max
0≤𝜇≤𝛿0


𝑇 ′∫

𝛿

∫
𝜕Ω𝜇

|𝑢 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 +
∫
Ω𝜇

|𝑢 (𝑥, 𝜇) |𝑝 (𝜌 − 𝜇)𝑑𝑥
 (7)

𝑁𝛿 (𝑢) =
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−2 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 +

∫
Ω𝛿

|𝑢 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥. (8)

Утверждается, что для любого 𝛿, ∈ (0, 𝛿0] и для любого 𝑇 ′ ∈ (𝑇 /2,𝑇 ) справедливы оценки

max
0≤𝜇≤𝛿0

𝑀𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶2

 | |𝑓 | |𝑝𝐿1,𝑙𝑜𝑐 (𝑄 ) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑁𝛿 (𝑢)
 ; (9)

𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶3

 | |𝑓 | |𝑝𝐿1,𝑙𝑜𝑐 (𝑄 ) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡 +𝑀𝛿 (𝑢)
 +

+ ||𝑓 | |𝑝
𝐿1,𝑙𝑜𝑐 (𝑄 )

𝑁
(𝑝−1)/𝑝
𝛿

(𝑢) +
©«

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡
ª®®¬
(𝑝−1)/𝑝 . (10)

В самом деле, введем обозначение

𝑀+
𝛿
(𝑢) = max

0≤𝜇≤𝛿0
𝑀𝜇 (𝑢).

Так как

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑓 | |𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
[
(𝑀𝛿 (𝑢)) (𝑝−1)/𝑝 + ∥𝑢∥ (𝑝−1)/𝑝𝐿𝑝 (Ω𝛿0 × (𝛿0,𝑇

′))
]
∥ 𝑓 ∥𝐿𝑝,1 (𝑄 ) , (11)

то из (9) имеем

𝑀+
𝛿
(𝑢) ≤ 𝐶1{

[
(𝑀𝛿 (𝑢)) (𝑝−1)/𝑝 + ∥𝑢∥ (𝑝−1)/𝑝𝐿𝑝 (Ω𝛿0 × (𝛿0),𝑇 ′)

]
| |𝑓 | |𝐿𝑝,1 (𝑄 )+

+ 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡}.

Следовательно,

𝑀+
𝛿
(𝑢) ≤ 𝐶4

 | |𝑓 | |𝑝𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝

(𝜌 − 𝛿)1−𝜆′ 𝑑𝑥𝑑𝑡

 , (12)

что и требовалось доказать.
Покажем далее, что для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝛿2, зависящее от 𝜀, что

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿 /Ω𝛿2

|𝑢 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝜀

∥ 𝑓 ∥
𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

𝑢𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

 . (13)
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Действительно, воспользуемся неравенством

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿 /Ω𝛿2

|𝑢 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶0


𝛿0∫

Ω𝛿

𝑑𝜇

𝜇1−𝜆′

𝑇 ′∫
𝛿

∫
𝜕Ω𝜇

|𝑢 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 +
𝛿0∫

𝛿

𝑑𝜇

𝜇1−𝜆′ |𝑢 (𝑥, 𝜇) |
𝑝𝑑𝑥

 ≤

≤
𝐶0𝛿

𝜆′
2

𝜆′
sup

𝛿<𝜇<𝛿2

𝑀 (𝜇) ≤ 𝐶0𝛿
𝜆′
2

©«∥ 𝑓 ∥
𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑢 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

ª®®¬ .
Выбирая 𝛿2 = 𝜀 (и уменьшая ее, если нужно, чтобы 𝛿2 < 𝛿0), в результате получим оценку (13).

Очевидно, достаточность теоремы сводится к следующей оценке

𝑀𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶8

(
∥ 𝑓 ∥𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑢)
)
. (14)

Для ее доказательства рассмотрим функцию 𝑣 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑒𝜆𝑡 , 𝜆 > 0. Функция 𝑣 (𝑥, 𝑡) является
обобщенным из𝑊 1,0

𝑝,𝑙𝑜𝑐
(𝑄) решением уравнения

𝜕𝑣

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝑣𝑥𝑖 )𝑥 𝑗
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑣𝑥𝑖 + (𝑎 − 𝜆)𝑣 = 𝑓 𝑒𝜆𝑡 = 𝑓1,

и, следовательно, для него справедливо равенство (см. лемму 1)

1
𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
𝜕Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(
𝑎𝑖 𝑗

𝜌𝑥𝑖 𝜌𝑥 𝑗

|∇𝜌 |

)
|𝑣 |𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡 + 1

𝑝

∫
Ω𝛿

|𝑣 (𝑥, 𝛿) |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜆
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

= (𝑝 − 1)
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑣𝑥𝑖𝑣𝑥 𝑗
|𝑣 |𝑝−2 (𝜌 (𝑥) − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 1

𝑝

∫
Ω𝛿

|𝑣 (𝑥,𝑇 ′) |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥+

+
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑣𝑥𝑖𝑣𝑥 𝑗
|𝑣 |𝑝−1 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 +

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑎 |𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1
𝑝

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖 𝑗𝜌𝑥𝑖 )𝑥 𝑗
|𝑣 |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡 +

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

𝑓 |𝑣 |𝑝−1sgn 𝑣 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 . (15)

Из (14) легко следует неравенство

1
𝑝
𝑀𝜇 (𝑣) + 𝜆

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶9
©«∥ 𝑓 ∥

𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑣 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

ª®®¬ , (16)

из которого, с учетом (11) – (13), вытекает

1
𝑝
𝑀𝜇 (𝑣) + 𝜆

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶9
©«∥ 𝑓 ∥

𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑣 |𝑝

𝜌1−𝜆′ (𝑥)
𝑑𝑥𝑑𝑡

ª®®¬ ≤

≤ 𝐶10
©«∥ 𝑓 ∥

𝑝

𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣) +𝐶11

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿2

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡
ª®®¬ .

Таким образом,

1
𝑝
𝑀𝜇 (𝑣) + (𝜆 −𝐶12)

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑣 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶13 (∥ 𝑓1∥𝑝𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + 𝑁𝛿 (𝑣)) .

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2022, том 54, №1



38 Пространство 𝐻𝑝 решений вырождающихся параболических уравнений

Выбирая 𝜆 настолько малым, чтобы 𝜆 −𝐶12 > 1/2 и, учитывая, что 𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑣 (𝑥, 𝑡)𝑒−𝜆,𝑡 , получаем (14).
Что касается необходимости условия теоремы, то она легко получается из оценки

𝑁𝛿 (𝑢) +
𝑇 ′∫

𝛿

∫
Ω𝛿

|𝑢 |𝑝 (𝜌 − 𝛿)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶 (∥ 𝑓 ∥𝑝
𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + ∥𝑢∥𝑝

𝐿𝑝 (𝜕Ω𝛿×(𝛿,𝑇 ′ ) + ∥𝑢 (𝑥, 𝛿 ∥𝑝
𝐿𝑝 (𝑄 ) ).

Заметим, что ограниченность первого слагаемого в правой части (4) можем выразить в следующей
эквивалентной форме: для любой точки 𝑥0 ∈ 𝜕Ω интегралы

𝑇 ′∫
𝛿

∫
Γ (𝑥0 )

|𝑢 (𝑥𝛿 , 𝑡) |𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡

равномерно ограничены. Последнее обстоятельство позволяет ввести понятие обобщенных граничных
значений.

По определению для заданной функции 𝜑 ∈ 𝐿𝑝 (𝜕Ω) × [0,𝑇 ] функция 𝑢 ∈ 𝑊
1,0
𝑝,𝑙𝑜𝑐

(𝑄) принимает
обобщенное граничное значение 𝜑 (в смысле 𝐿𝑝 ) на боковой границе цилиндра𝑄 , если для любой точки
𝑥0 ∈ 𝜕Ω и для любого 𝑇 ′ < 𝑇 имеет место предел

lim
𝛿→0

𝑇 ′∫
𝛿


∫

Γ (𝑥0 )

|𝑢 (𝑥𝛿 , 𝑡) − 𝜑 (𝑥, 𝑡) |𝑝𝑑𝑥
 𝑑𝑡 = 0.

Этот факт записываем в форме
𝑢
��
𝜕Ω×[0,𝑇 ] = 𝜑. (17)

Аналогично вводится и принятие начального условия

𝑢
��
𝑡=0 = 𝑢0 (18)

в смысле 𝐿𝑝 с весом 𝜌 . По отношению к заданной функции 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (Ω, 𝜌) оно определяется условием

lim
𝛿→0

|𝑢 (𝑥, 𝛿) − 𝑢0 (𝑥) |𝑝𝑑𝑥 = 0.

Пользуясь теоремой 1, аналогично [7] можно установить однозначную обобщенную разрешимость
рассматриваемой задачи.
Теорема 2. При любых 𝜑 ∈ 𝐿𝑝 (𝜕𝑄 × (0,𝑇 )), 𝑢0 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝑄, 𝑟 ) и любой 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿𝑝,1 (𝑄) ∩ 𝐿𝑝,𝑙𝑜𝑐 (𝑄) первая
смешанная задача (1), (17), (18) имеет обобщенное из𝑊 1,0

𝑝,𝑙𝑜𝑐
(𝑄) решение. Это решение единственно и для

него справедлива оценка

max
𝛿∈ (0,𝛿0 ]

[∥𝑢∥𝑝
𝐿𝑝 (𝜕Ω𝛿×(𝛿 ) + ∥𝑢 (𝑥, 𝛿 ∥𝑝

𝐿𝑝 (𝑄,𝑟 ) ] +
𝑇 ′∫

𝛿 )

∫
Ω

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖𝑢𝑥 𝑗
|𝑢 |𝑝−𝑟𝑟 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑇 ′∫

0

∫
Ω

|𝑢 (𝑥, 𝑡) |𝑝𝑟 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝐶 [∥ 𝑓 ∥𝑝
𝐿𝑝,1 (𝑄 ) + ∥𝜑 ∥𝑝

𝐿𝑝 (𝜕Ω𝛿×(0,𝑇 ) ) + ∥𝑢0∥𝑝𝐿𝑝 (𝑄,𝑟 ) ] .
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