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1. Введение. Данная статья посвящена операторам преобразования, то есть таким ненулевым операторам 𝑇 ,
которые сплетают пару операторов 𝐴 и 𝐵, то есть переводят оператор 𝐴 в оператор 𝐵 по формуле

𝑇 𝐴 = 𝐵𝑇 . (1)

В настоящее время теория операторов преобразования привлекает все большее число исследователей. Общая
теория операторов преобразования популяризована и систематически изложена Р. В. Кэрроллом [17, 18], Ж. Дель-
сартом [20, 19], В. А. Марченко [7, 8], Б. М. Левитаном [5], В. В. Катраховым [2] и С. М. Ситником [38]. Развитие этой
теории и ее приложения к решению и исследованию дифференциальных уравнений с особенностями в коэффи-
циентах, в том числе содержащих операторы Бесселя, было продолжено в [2, 11, 37]. Но несмотря на то, что теория
операторов преобразования представляет собой полностью оформившийся самостоятельный раздел математики,
существует еще много различных нерешенных вопросов в этой области. В частности, все большую популярность
приобретает задача отыскания операторов преобразования, переводящих собственную функцию одного операто-
ра в собственную функцию другого оператора с заданными свойствами. Этот подход использован в [4, 1] при
построении точных и приближенных решений прямых и обратных задач для уравнений Штурма – Лиувилля с
различными потенциалами.

В этой работе рассмотрены различные операторы преобразования, сплетающие собственные функции различ-
ных дифференциальных операторов как целого, так и дробного порядков.
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2. Собственные функции операторов дробного и целого порядков. Изучение собственных функций ли-
нейных операторов является классической темой. Для работы в рамках этой темы могут быть использованы ин-
струменты гармонического анализа. Например, рассмотрим простейший оператор 𝑑

𝑑𝑡
. Пусть 𝜆 > 0. Решением

уравнения
𝑑

𝑑𝑡
𝑓 (𝑡) = −𝜆𝑓 (𝑡)

является, очевидно, функция
𝑓 (𝑡) = 𝑐0𝑒

−𝜆𝑡 .

Это собственная функция оператора дифференцирования первого порядка, где 𝑐0 — константа, зависящая от гра-
ничных условий. Добавив, например, условие 𝑓 (0) = 1, получим единственную собственную функцию оператора
𝑑
𝑑𝑡

вида
𝑓 (𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 . (2)

Для классического обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка вида

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑓 (𝑡) = −𝜆𝑓 (𝑡)

при условиях
𝑓 (0) = 1, 𝑓 ′ (0) = 0

собственной функцией будет
𝑓 (𝑡) = cos(

√
𝜆𝑡) . (3)

Для оператора Бесселя (см. [3], стр. 5)

(𝐵𝛾 )𝑡 =
𝜕2

𝜕𝑡2
+ 𝛾
𝑡

𝜕

𝜕𝑡
=

1
𝑡𝛾

𝜕

𝜕𝑡
𝑡𝛾
𝜕

𝜕𝑡
, 𝑡 > 0, 𝛾 ∈ R. (4)

собственная функция, то есть такая функция, что

(𝐵𝛾 )𝑡 𝑓 (𝑡) = −𝜆𝑓 (𝑡), (5)

удовлетворяющая условиям
𝑓 (0) = 1, 𝑓 ′ (0) = 0,

имеет вид
𝑓 (𝑡) = 𝑗 𝛾−1

2
(
√
𝜆𝑡), (6)

где 𝑗𝜈 — нормированная функция Бесселя первого рода вида (см. [3], стр. 10, [6])

𝑗𝜈 (𝑡) =
2𝜈Γ(𝜈 + 1)

𝑡𝜈
𝐽𝜈 (𝑡), (7)

𝐽𝜈 — функция Бесселя первого рода. Нетрудно видеть, что

𝑗− 1
2
(
√
𝜆𝑡) = cos(

√
𝜆𝑡).

Гармонический анализ, приспособленный для работы с оператором (4), разработан И. А. Киприяновым, Л. Н. Ляхо-
вым, С. С. Платоновым, Э. Л. Шишкиной и др.

В течениенесколькихпоследнихдесятилетийвниманиеисследователейпривлекает дробноеинтегро-дифферен-
циальное исчисление. Появилось много различных конструкций производных и интегралов дробного (веществен-
ного или комплексного) порядка. Появляется все большемоделей, представляющих собой интегро-дифференциаль-
ныеуравнения с дробнымипроизводнымив задачах вязкоупругости, электрохимии, теорииуправления,моделиро-
вания эпидемий и др. Более подробно о прикладных аспектах дробных операторов (см. [13]). Естественно, возникает
вопрос о поиске собственных функций для различных дробных производных. Для многих дробных производных,
реализующих положительные вещественные степени оператора 𝑑

𝑑𝑡
, этот вопрос решен (см. [27], стр. 312; [9, 33]).

Так, для дробной производной Герасимова – Капуто

(D𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑡) =

1
Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑡∫
0

𝑓 (𝑛) (𝜏)𝑑𝜏
(𝑡 − 𝜏)𝛼−𝑛+1 , 𝛼 ∉ N, 𝑛 = [𝛼] + 1 (8)

решение задачи
(D𝛼

0+ 𝑓 ) (𝑡) = −𝜆𝑓 (𝑡), 𝑡 > 0, 𝛼 > 0,

𝑓 (𝑘 ) (0) = 𝑏𝑘 , 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 − 1, 𝑏𝑘 ∈ C,
единственно и имеет вид

𝑓 (𝑡) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑡
𝑘𝐸𝛼,𝑘+1 (−𝜆𝑡𝛼 ),
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где 𝐸𝛼,𝛽 (𝑧) – функция Миттаг-Леффлера. Это целая, порядка 1/𝛼 функция, определенная при 𝛼 > 0 рядом

𝐸𝛼,𝛽 (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛 + 𝛽) , 𝑧 ∈ C, 𝛽 > 0. (9)

При 0 < 𝛼 < 1 и
𝑓 (0) = 1

собственная функция оператора D𝛼
0+ имеет вид

𝑓 (𝑡) = 𝐸𝛼,1 (−𝜆𝑡𝛼 ), (10)

При 1 < 𝛼 < 2 и собственная функция оператора 𝐷𝛼
0+ при условиях

𝑓 (0) = 1, 𝑓 ′ (0) = 0

также будет равна (10).
Поскольку

𝐸1,1 (−𝜆𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 , 𝐸2,1 (−𝜆𝑡2) = cos(
√
𝜆𝑡),

то мы получим соответствие собственным функциям (2) и (3) операторов 𝑑
𝑑𝑡

и 𝑑2

𝑑𝑡2 при соответствующих начальных
условиях.

Явное определениедробной степениоператораБесселя (𝐵𝛾 )𝑡 = 𝜕2

𝜕𝑡2 +
𝛾
𝑡

𝜕
𝜕𝑡 былопредставленоИ. Г.Шпринкхёйзен-

Купер в [39]. Это определение было получено в терминах гипергеометрических функций Гаусса с различными
приложениями к УЧП. А. С. Макбрайд в [32] рассмотрел дробные степени гипер-бесселева оператора, которые
включают в себя рассматриваемые в этой статье операторы.

Пусть 𝛼 > 0, 𝛾 > 0. Левосторонний дробный интеграл Бесселя на полуоси 𝐵−𝛼
𝛾,0+ для 𝑓 ∈𝐿[0,∞) определяется

формулой
(𝐵−𝛼𝛾,0+ 𝑓 ) (𝑥) = (𝐼𝐵𝛼𝛾,0+ 𝑓 ) (𝑥) =

=
1

Γ(2𝛼)

𝑥∫
0

(𝑦
𝑥

)𝛾 (
𝑥2−𝑦2

2𝑥

)2𝛼−1

2𝐹1

(
𝛼+𝛾−1

2
, 𝛼 ; 2𝛼 ; 1−𝑦

2

𝑥2

)
𝑓 (𝑦)𝑑𝑦. (11)

Свойства (11) приведены в [12, 35, 36].
Пусть 𝑛 = [𝛼] + 1, 𝑓 ∈𝐿[0,∞), 𝐼𝐵𝑛−𝛼

𝛾,𝑏− 𝑓 , 𝐼𝐵
𝑛−𝛼
𝛾,𝑏− 𝑓 ∈𝐶

2𝑛 (0,∞). Определим левостороннюю дробную производную
Бесселя на полуоси равенством

(B𝛼
𝛾,0+ 𝑓 ) (𝑥) = (𝐼𝐵𝑛−𝛼𝛾,0+𝐵

𝑛
𝛾 𝑓 ) (𝑥), (12)

где 𝐵𝑛𝛾 =

(
𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝛾
𝑥

𝜕
𝜕𝑥

)𝑛
— итерированный оператор Бесселя.

В [32] пространства, адаптированные для работы с операторами вида 𝐵𝛼
𝛾,0+, 𝛼 ∈ R, были введены:

𝐹𝑝 =

{
𝜑 ∈ 𝐶∞ (0,∞) : 𝑥𝑘

𝑑𝑘𝜑

𝑑𝑥𝑘
∈ 𝐿𝑝 (0,∞) для𝑘 = 0, 1, 2, ...

}
, 1 ≤ 𝑝 < ∞,

𝐹∞ =

{
𝜑 ∈ 𝐶∞ (0,∞) : 𝑥𝑘

𝑑𝑘𝜑

𝑑𝑥𝑘
→ 0 при𝑥 → 0 + ипри𝑥 → ∞ для𝑘 = 0, 1, 2, ...

}
и

𝐹𝑝,𝜇 =
{
𝜑 : 𝑥−𝜇𝜑 (𝑥) ∈ 𝐹𝑝

}
, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝜇 ∈ C.

В [21] приведено решение задачи 0 < 𝛼 ≤ 1 (𝑛 = 1):

(B𝛼
𝛾,0+ 𝑓 ) (𝑡) = −𝜆𝑓 (𝑡), 𝛼 > 0, (13)

𝑓 (0) = 1, 𝑓 ′ (0) = 0, (14)
которое имеет вид

𝑓 (𝑡) =
2𝛾 Γ

(
𝛾+1

2

)
√
𝜋

2Ψ2

[ (
𝛾
2 + 1, 𝛼

)
, (1, 1)

(1, 𝛼) , (𝛾 + 1, 2𝛼)

����� − 𝜆𝑡2𝛼
]
, (15)

где 𝑝Ψ𝑞 – функция Фокса – Райта, определенная рядом (см. [22, 41])

𝑝Ψ𝑞 (𝑧) = 𝑝Ψ𝑞

[
(𝑎𝑙 , 𝛼𝑙 )1,𝑝
(𝑏 𝑗 , 𝛽 𝑗 )1,𝑞

���� 𝑧] =

=

∞∑︁
𝑘=0

𝑝∏
𝑙=1

Γ(𝑎𝑙 + 𝛼𝑙𝑘)

𝑞∏
𝑗=1

Γ(𝑏 𝑗 + 𝛽 𝑗𝑘)

𝑧𝑘

𝑘!
, 𝑧 ∈ C, 𝑎𝑙 , 𝑏 𝑗 ∈ C, 𝛼𝑙 , 𝛽 𝑗 ∈ R, 𝑙 = 1, ..., 𝑝, 𝑗 = 1, ..., 𝑞. (16)

Для случая гипер-бесселева оператора решение задачи, аналогичной (13)–(14), получено в [28, 29, 31].
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При 𝛼 = 1 собственная функция (15) имеет вид:

𝑓 (𝑡) =
2𝛾 Γ

(
𝛾+1

2

)
√
𝜋

2Ψ2

[ (
𝛾
2 + 1, 1

)
, (1, 1)

(1, 1) , (𝛾 + 1, 2)

����� − 𝜆𝑡2
]
=

2𝛾 Γ
(
𝛾+1

2

)
√
𝜋

1Ψ1

[ (
1 + 𝛾

2 , 1
)

(𝛾 + 1, 2)

����� − 𝜆𝑡2
]
=

=

2𝛾 Γ
(
𝛾+1

2

)
√
𝜋

∞∑︁
𝑚=0

(−𝜆)𝑚Γ
(
1 + 𝛾

2 +𝑚
)

Γ (𝛾 + 1 + 2𝑚)
𝑡2𝑚

𝑚!
.

Используя формулу удвоения для гамма-функции вида [14]

Γ(2𝑧) = 22𝑧−1
√
𝜋

Γ(𝑧)Γ
(
𝑧 + 1

2

)
,

получим

𝑓 (𝑡) = 2𝛾 Γ
(
𝛾 + 1

2

) ∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚𝜆𝑚Γ
(
1 + 𝛾

2 +𝑚
)

2𝛾+2𝑚Γ
(
1 + 𝛾

2 +𝑚
)
Γ

(
𝛾+1

2 +𝑚
) 𝑡2𝑚
𝑚!

=

=

2
𝛾−1

2 Γ
(
𝛾+1

2

)
(
√
𝜆𝑡)

𝛾−1
2

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚

Γ
(
𝛾+1

2 +𝑚
) 1
𝑚!

(√
𝜆𝑡

2

)2𝑚+𝛾−1
2

= 𝑗 𝛾−1
2
(
√
𝜆𝑡),

что соответствует функции (6).
Осталось проверить случай, когда 𝛾 = 0 в (15). При 𝛾 = 0 оператор Бесселя переходит во вторую производную

𝑑2

𝑑𝑡2 . Имеем

𝑓 (𝑡) = 2Ψ2

[
(1, 𝛼) , (1, 1)
(1, 𝛼) , (1, 2𝛼)

���� − 𝜆𝑡2𝛼 ]
= 1Ψ1

[
(1, 1)
(1, 2𝛼)

���� − 𝜆𝑡2𝛼 ]
= 𝐸𝛼,1 (−𝜆𝑡2𝛼 ),

что совпадает с (10) при замене 𝛼 на 2𝛼 , которая осуществляется, поскольку левосторонняя дробная производная
Бесселя на полуоси переходит в дробную производную Герасимова – Капуто порядка 2𝛼 .

3. Операторы преобразования, связывающие собственные функции различных операторов. В этом
разделе мы рассмотрим операторы преобразования, связывающие собственные функции (2), (3), (6), (10) и (15).
Подробное современное изложение можно найти в работах [2, 11, 37, 38].

Утверждение 3.1. Если 𝑢 (𝜆, 𝑡) — функция, удовлетворяющая задаче

𝑢𝑡𝑡 = −𝜆𝑢, 𝑢 (𝜆, 0) = 1, 𝑢𝑡 (𝜆, 0) = 0,

то функция
𝑣 (𝜆, 𝑡) = 𝐿̃𝑢 (𝜆, 𝑡), (17)

удовлетворяет задаче
𝑣𝑡 = −𝜆𝑣, 𝑣 (𝜆, 0) = 1.

В (17) 𝐿̃ — оператор преобразования, действующий по формуле

𝐿̃𝑢 (𝜆, 𝑡) = 1
√
𝜋𝑡

∞∫
0

𝑢 (𝜆, 𝑠)𝑒−
𝑠2
4𝑡 𝑑𝑠.

Доказательство. Известно, что 𝑢 (𝜆, 𝑡) = cos(
√
𝜆𝑡), а 𝑣 (𝜆, 𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 , легко видеть, что

1
√
𝜋𝑡

∞∫
0

cos(
√
𝜆𝑠)𝑒−

𝑠2
4𝑡 𝑑𝑠 = 𝑒−𝜆𝑡 .

Это простое соотношение показывает, в частности, связь между диффузионными и волновыми процессами.
Справедливо и более общее утверждение. Пусть 𝐴 — некоторый линейный оператор. Если функция 𝑢 (𝑡, 𝑥)

удовлетворяет абстрактной задаче Коши

𝑢𝑡𝑡 = 𝐴𝑢, 𝑢 (0, 𝑥) = 𝑓 (𝑥), 𝑢𝑡 (0, 𝑥) = 0,

то

𝑣 (𝑡, 𝑥) = 𝐿̃𝑢 (𝑡, 𝑥) = 1
√
𝜋𝑡

∞∫
0

𝑢 (𝑠, 𝑥)𝑒−
𝑠2
4𝑡 𝑑𝑠 (18)

удовлетворяет абстрактной задаче Коши

𝑣𝑡 = 𝐴𝑣, 𝑣 (0, 𝑥) = 𝑓 (𝑥).

Результаты относительно такого оператора преобразования были получены в [10, 15, 16, 24, 34, 40]. В конспектах
лекций Р. Херша [26] этот пример был приведен наряду с пятью другими примерами операторов преобразования.
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Рассмотрим, как можно использовать (18) для получения решения задачи Коши для уравнения диффузии, если
мы знаем решение задачи Коши для волнового уравнения. Для задачи

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 ,

𝑢 (0, 𝑥) = 𝑓 (𝑥), 𝑢𝑡 (0, 𝑥) = 0

решением является

𝑢 =
𝑓 (𝑥 + 𝑡) + 𝑓 (𝑥 − 𝑡)

2
,

тогда решение задачи
𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 , 𝑣 (0, 𝑥) = 𝑓 (𝑥)

имеет вид

𝑣 (𝑡, 𝑥) = 1
√
𝜋𝑡

∞∫
−∞

𝑓 (𝑠 + 𝑥)𝑒−
𝑠2
4𝑡 𝑑𝑠. (19)

Рассмотрим оператор Пуассона (вида [6])

P𝛾
𝑥 𝑓 (𝑥) =

2𝐶 (𝛾)
𝑥𝛾−1

𝑥∫
0

(
𝑥2 − 𝑡2

) 𝛾

2 −1
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝐶 (𝛾) =

Γ
(
𝛾+1

2

)
√
𝜋 Γ

(
𝛾
2

) . (20)

Для 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶2, такой что 𝑓 ′ (0) = 0, оператор Пуассона действует как оператор преобразования по формуле

P𝛾
𝑥𝐷

2 𝑓 = 𝐵𝛾P𝛾
𝑥 𝑓 , 𝐷2 =

𝑑2

𝑑𝑥2 , 𝐵𝛾 =
𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝛾
𝑥

𝑑

𝑑𝑥
.

Утверждение 3.2. Если 𝑢 (𝜆, 𝑡) — функция, удовлетворяющая задаче

𝑢𝑡𝑡 = −𝜆𝑢, 𝑢 (𝜆, 0) = 1, 𝑢𝑡 (𝜆, 0) = 0,

то
𝑣 (𝜆, 𝑡) = P𝛾

𝑡 𝑢 (𝜆, 𝑡), (21)

удовлетворяет задаче
(𝐵𝛾 )𝑡𝑣 = −𝑣, 𝑣 (𝜆, 0) = 1, 𝑣𝑡 (𝜆, 0) = 0.

Доказательство. Нам известно, что 𝑢 (𝜆, 𝑡) = cos(
√
𝜆𝑡), а 𝑣 (𝜆, 𝑡) = 𝑗 𝛾−1

2
(
√
𝜆𝑡). Для функции Бесселя первого рода 𝐽𝜈

следующее интегральное представление с использованием интеграла Пуассона с 𝜈 > − 1
2 (см. формула (2), стр. 60

в [1])

𝐽𝜈 (𝑥) =
𝑥𝜈

√
𝜋2𝜈−1Γ

(
𝜈 + 1

2

) 1∫
0

(1 − 𝑟2)𝜈−
1
2 cos(𝑥𝑟 )𝑑𝑟 .

Тогда имеем

2𝐶 (𝛾)
𝑡𝛾−1

𝑡∫
0

(
𝑡2 − 𝑠2

) 𝛾

2 −1
cos(

√
𝜆𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑗 𝛾−1

2
(
√
𝜆𝑡).

Это соотношение показывает связь между решением невозмущенного и возмущенного волнового уравнения.
Справедливо и более общее утверждение (см. [37], стр. 132, Теорема 34). Пусть 𝐴 — некоторый линейный

оператор, 𝛾 > 0. Дважды непрерывно дифференцируемое решение 𝑢=𝑢 (𝑥, 𝑡 ;𝛾) уравнения

𝐴𝑢 = (𝐵𝛾 )𝑡𝑢, 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡 ;𝛾), 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑡 > 0 (22)

связано с дважды непрерывно дифференцируемым решением уравнения

𝐴𝑤 = 𝑤𝑡𝑡 , 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡), 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑡 ∈ R (23)

формулой
𝑢 (𝑥, 𝑡 ;𝛾) = P𝛾

𝑡 𝑤 (𝑥, 𝑡), (24)

где P𝛾
𝑡 — оператор Пуассона, действующий по переменной 𝑡 .

Учитывая (19), получим, что решение задачи

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝛾
𝑥
𝑢𝑥 ,

𝑢 (𝑥, 0;𝛾) = 𝑓 (𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞
имеет вид

𝑢 (𝑥, 𝑡 ;𝛾) = 1
√
𝜋𝑡

2𝐶 (𝛾)
𝑥𝛾−1

𝑥∫
0

(
𝑥2 − 𝜉2

) 𝛾

2 −1
𝑑𝜉

∞∫
−∞

𝑓 (𝑠 + 𝜉)𝑒−
𝑠2
4𝑡 𝑑𝑠.
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Теперь перейдем к дробной производной Герасимова – Капуто (8).
Утверждение 3.3. Если 𝑢 (𝜆, 𝑡) — функция, удовлетворяющая задаче

𝑢𝑡 = −𝜆𝑢, 𝑢 (𝜆, 0) = 1,

то функция
𝑣𝛼 (𝜆, 𝑡) = 𝔏𝛼𝑢 (𝜆, 𝑡) (25)

удовлетворяет задаче
D𝛼

0+𝑣𝛼 = −𝜆𝑣𝛼 , 𝑣𝛼 (𝜆, 0) = 1, 0 < 𝛼 < 1

или задаче
D𝛼

0+𝑣𝛼 = −𝜆𝑣𝛼 , 𝑣𝛼 (𝜆, 0) = 1, (𝑣𝛼 )𝑡 (𝜆, 0) = 0, 1 < 𝛼 < 2.

В (25) 𝔏𝛼 — оператор преобразования, действующий по формуле

𝔏𝛼𝑢 (𝜆, 𝑡) = sin(𝛼𝜋)
𝜋

∞∫
0

𝑠𝛼−1

1 + 2𝑠𝛼 cos(𝛼𝜋) + 𝑠2𝛼 𝑢 (𝜆
1
𝛼 , 𝑡𝑠)𝑠𝑑𝑠.

Доказательство. Известно, что 𝑢 (𝜆, 𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 , а 𝑣𝛼 (𝜆, 𝑡) = 𝐸𝛼,1 (−𝜆𝑡𝛼 ). Для функции Миттаг-Леффлера справедливо
представление (см. [25], формула (7.3)) вида

𝐸𝛼,1 (−𝑡𝛼 ) =
sin(𝛼𝜋)

𝜋

∞∫
0

𝑠𝛼−1

1 + 2𝑠𝛼 cos(𝛼𝜋) + 𝑠2𝛼 𝑒
−𝑡𝑠𝑠𝑑𝑠, 𝛼 > 0,

которое и доказывает утверждение.
Утверждение 3.4. Если 𝑢 (𝜆, 𝑡) — функция, удовлетворяющая задаче

𝑢𝑡𝑡 = −𝜆𝑢, 𝑢 (𝜆, 0) = 1, 𝑢𝑡 (𝜆, 0) = 0,

то функция
𝑣𝛼 (𝜆, 𝑡) = 𝔐𝛼𝑢 (𝜆, 𝑡) (26)

удовлетворяет задаче
D𝛼

0+𝑣𝛼 = −𝜆𝑣𝛼 , 𝑣𝛼 (𝜆, 0) = 1, 0 < 𝛼 < 1

или задаче
D𝛼

0+𝑣𝛼 = −𝜆𝑣𝛼 , 𝑣𝛼 (𝜆, 0) = 1, (𝑣𝛼 )𝑡 (𝜆, 0) = 0, 1 < 𝛼 < 2.

В (26) 𝔐𝛼 — оператор преобразования, действующий по формуле

𝔐𝛼𝑢 (𝜆, 𝑡) = 2
𝜋

sin
𝛼𝜋

2

∞∫
0

𝑠𝛼−1

1 + 2𝑠𝛼 cos 𝛼𝜋
2 + 𝑠2𝛼 𝑢 (𝜆

2
𝛼 , 𝑡𝑠)𝑑𝑠,

Доказательство. Известно, что 𝑢 (𝜆, 𝑡) = cos(
√
𝜆𝑡), а 𝑣𝛼 (𝜆, 𝑡) = 𝐸𝛼,1 (−𝜆𝑡𝛼 ). Для функции Миттаг-Леффлера справед-

ливо представление (см. [25], формула (7.2)) вида

𝐸𝛼,1 (−𝑡𝛼 ) =
2
𝜋

sin
𝛼𝜋

2

∞∫
0

𝑠𝛼−1

1 + 2𝑠𝛼 cos 𝛼𝜋
2 + 𝑠2𝛼 cos(𝑡𝑠)𝑑𝑠, 𝛼 > 0,

которое и доказывает утверждение.
Наконец, покажем связьмежду собственнойфункциейлевостороннейдробнойпроизводнойБесселянаполуоси

и собственной функцией дробной производной Герасимова – Капуто. Оператор преобразования, реализующий эту
связь, конструируется из дробного интеграла Римана – Лиувилля

𝐼
𝛾

0+ 𝑓 (𝑥) =
1

Γ(𝛾)

∫ 𝑥

0
𝑓 (𝑡) (𝑥 − 𝑡)𝛾−1 𝑑𝑡

и левого обратного оператора для оператора Пуассона (20) с 𝛾 > 0 и задается формулой [37]

(P𝛾
𝑥 )−1𝐻 (𝑥) = 2

√
𝜋𝑥

Γ
(
𝛾+1

2

)
Γ

(
𝑝 − 𝛾

2

) (
𝑑

2𝑥𝑑𝑥

)𝑝 𝑥∫
0

𝐻 (𝑧) (𝑥2 − 𝑧2)𝑝−
𝛾

2 −1𝑧𝛾𝑑𝑧, (27)

где 𝑝 =
[𝛾

2
]
+ 1.

Утверждение 3.5. Если 𝑢𝛼 (𝜆, 𝑡) — функция, удовлетворяющая задаче

D𝛼
0+𝑢𝛼 = −𝜆𝑢𝛼 , 𝑢𝛼 (𝜆, 0) = 1, 0 < 𝛼 < 1,

или задаче
D𝛼

0+𝑢𝛼 = −𝜆𝑢𝛼 , 𝑢𝛼 (𝜆, 0) = 1, (𝑢𝛼 )𝑡 (𝜆, 0) = 0, 1 < 𝛼 < 2,
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то функция 𝑣𝛾𝛼 (𝜆, 𝑡) = 𝔚𝛾𝑢𝛼 (𝜆, 𝑡), где 𝔚𝛾 — оператор преобразования, действующий по формуле

𝔚𝛾𝑢𝛼 (𝜆, 𝑡) =
2𝛾 Γ(𝛾)Γ2

(
𝛾+1

2

)
𝜋𝑡Γ(2𝛼) (P𝛾

𝑡 )
−1𝑡1−𝛾 𝐼𝛾0+𝑢𝛼 (𝜆, 𝑡),

удовлетворяет задаче
(B𝛼

𝛾,0+ 𝑓 ) (𝑡) = −𝜆𝑓 (𝑡), 𝑓 (0) = 1, 𝑓 ′ (0) = 0, 0 < 𝛼 ≤ 1.

Доказательство. Найдем сначала Γ (𝛾 )
Γ (2𝛼 ) 𝑥

1−𝛾 (𝐼𝛾0+)𝑥𝑢𝛼 (𝜆, 𝑡). Известно, что 𝑢𝛼 (𝜆, 𝑡) = 𝐸𝛼,1 (−𝜆𝑡
𝛼 ), тогда как

𝑣
𝛾
𝛼 (𝜆, 𝑡) =

2𝛾 Γ
(
𝛾+1

2

)
√
𝜋

2Ψ2

[ (
𝛾
2 + 1, 𝛼

)
, (1, 1)

(1, 𝛼) , (𝛾 + 1, 2𝛼)

����� − 𝜆𝑡2𝛼
]
.

Используя формулу (4.4.5) из [23] вида

𝜏∫
0

(𝜏 − 𝑧)𝜇−1𝐸𝛼,𝛽 (−𝜆𝑧𝛼 )𝑧𝛽−1𝑑𝑧 = Γ(𝛼)𝜏𝜇+𝛽−1𝐸𝛼,𝜇+𝛽 (−𝜆𝜏𝛼 ), 𝜇 > 0, 𝛽 > 0,

получим

𝐼
𝛾

0+𝐸2𝛼,1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) =
1

Γ(𝛾)

𝑡∫
0

(𝑡 − 𝑧)𝛾−1𝐸2𝛼,1 (−𝜆𝑧2𝛼 )𝑑𝑧 = Γ(2𝛼)
Γ(𝛾) 𝑡

𝛾𝐸2𝛼,𝛾+1 (−𝜆𝑡2𝛼 )

и
Γ(𝛾)
Γ(2𝛼) 𝑡

1−𝛾 𝐼𝛾0+𝐸2𝛼,1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) = 𝑡𝐸2𝛼,𝛾+1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) .

Теперь применим обратное интегральное преобразование Пуассона к 𝑥𝐸2𝛼,𝛾+1 (−𝜆𝑥2𝛼 ). Применяя разложение
(9), будем иметь:

Γ(𝛾)
Γ(2𝛼) (P

𝛾
𝑡 )

−1𝑡1−𝛾 𝐼𝛾0+𝐸2𝛼,1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) = (P𝛾
𝑡 )

−1𝑡𝐸2𝛼,𝛾+1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) =

=
2
√
𝜋𝑡

Γ
(
𝛾+1

2

)
Γ

(
𝑝 − 𝛾

2

) (
𝑑

2𝑡𝑑𝑡

)𝑝 𝑡∫
0

𝑧𝛾+1𝐸2𝛼,𝛾+1 (−𝜆𝑧2𝛼 ) (𝑡2 − 𝑧2)𝑝−
𝛾

2 −1𝑑𝑧 =

=
2
√
𝜋𝑡

Γ
(
𝛾+1

2

)
Γ

(
𝑝 − 𝛾

2

) (
𝑑

2𝑡𝑑𝑡

)𝑝 ∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝜆𝑘
Γ(2𝛼𝑘 + 𝛾 + 1)

𝑡∫
0

𝑧2𝑘𝛼+𝛾+1 (𝑡2 − 𝑧2)𝑝−
𝛾

2 −1𝑑𝑧,

где 𝑝 =
[𝛾

2
]
+ 1. Проинтегрировав, получим

Γ(𝛾)
Γ(2𝛼) (P

𝛾
𝑡 )

−1𝑡1−𝛾 𝐼𝛾0+𝐸2𝛼,1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) =

=
2
√
𝜋𝑡

Γ
(
𝛾+1

2

)
Γ

(
𝑝 − 𝛾

2

) (
𝑑

2𝑡𝑑𝑡

)𝑝 ∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝜆𝑘
Γ(2𝛼𝑘 + 𝛾 + 1)

Γ
(
𝑝 − 𝛾

2

)
Γ

(
𝛾
2 + 1 + 𝑘𝛼

)
2Γ (𝑝 + 1 + 𝑘𝛼) 𝑡2𝛼𝑘+2𝑝 =

=

√
𝜋𝑡

Γ
(
𝛾+1

2

) (
𝑑

2𝑡𝑑𝑡

)𝑝 ∞∑︁
𝑘=0

Γ(1 + 𝑘)
Γ(2𝛼𝑘 + 𝛾 + 1)

Γ
(
𝛾
2 + 1 + 𝑘𝛼

)
Γ (𝑝 + 1 + 𝑘𝛼)

(−𝜆)𝑘
𝑘!

𝑡2𝛼𝑘+2𝑝 .

Применяя формулу (
𝑑

2𝑥𝑑𝑥

)𝑝
𝑥2𝜇+2𝑝 =

Γ(𝜇 + 𝑝 + 1)
Γ(𝜇 + 1) 𝑥2𝜇 ,

найдем
Γ(𝛾)
Γ(2𝛼) (P

𝛾
𝑡 )

−1𝑡1−𝛾 𝐼𝛾0+𝐸2𝛼,1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) =

=

√
𝜋𝑡

Γ
(
𝛾+1

2

) ∞∑︁
𝑘=0

Γ(1 + 𝑘)
Γ(2𝛼𝑘 + 𝛾 + 1)

Γ
(
𝛾
2 + 1 + 𝑘𝛼

)
Γ (1 + 𝑘𝛼)

(−𝜆)𝑘
𝑘!

𝑡2𝛼𝑘 =

=

√
𝜋𝑡

Γ
(
𝛾+1

2

) 2Ψ2

[ (
𝛾
2 + 1, 𝛼

)
, (1, 1)

(1, 𝛼) , (𝛾 + 1, 2𝛼)

����� − 𝜆𝑡2𝛼
]
.

Окончательно будем иметь

𝑣
𝛾
𝛼 (𝜆, 𝑡) =

2𝛾 Γ(𝛾)Γ2
(
𝛾+1

2

)
𝜋𝑡Γ(2𝛼) (P𝛾

𝑡 )
−1𝑡1−𝛾 𝐼𝛾0+𝐸2𝛼,1 (−𝜆𝑡2𝛼 ) =
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=

2𝛾 Γ
(
𝛾+1

2

)
√
𝜋

2Ψ2

[ (
𝛾
2 + 1, 𝛼

)
, (1, 1)

(1, 𝛼) , (𝛾 + 1, 2𝛼)

����� − 𝜆𝑡2𝛼
]
.

4. Заключение. В этой работе представлены собственные функции, связанные с операторами дифференциро-
вания первого и второго порядков, оператором Бесселя и их дробными степенями. Приведены формулы перехода
между этими функциями. Рассмотренные операторы преобразования могут быть использованы для решения пря-
мых и обратных задачШтурма – Лиувилля на конечных и бесконечных интервалах, разработанных В. В. Кравченко
в [1]. Метод из [1] позволяет получать теоретические и числовые расчеты для различных величин, входящих в
прямые и обратные задачи Штурма – Лиувилля.
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