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1. Ââåäåíèå. Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [Êåëäûø, 1951], â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñôîðìèðîâàëîñü íàïðàâëåíèå, â ðàáîòàõ êîòîðîãî èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çà-
äà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ è âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñïåöèôèêà ïîñòàíîâîê òàêèõ
çàäà÷ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàëè÷èåì îñîáåííîñòåé â êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèé [Êèïðèÿíîâ, 1997],
òàê è äîïóñòèìûì ïîâåäåíèåì èñêîìîãî ðåøåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè [Ëàíäèñ, 1971; Êà-
òðàõîâ, Ñèòíèê, 2018]. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ äàæå ê óðàâíåíèÿì ñ ãëàäêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè [Êàòðàõîâ, Ñèòíèê, 2018]. Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ðåøåíèþ, òàêèå êàê, íàïðèìåð,
åãî îãðàíè÷åííîñòü, îïðåäåëÿþò îñîáåííîñòü ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèé. Ïðè-
ìåðîì òàêîé çàäà÷è, â êîòîðîé èùóòñÿ íåïðåðûâíûå, à ïîòîìó ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ
ñèíãóëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîä÷èíåííûå íåêîòîðîìó íåëîêàëüíîìó óñëîâèþ, ñëóæèò
çàäà÷à äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ êóëîíîâñêèì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ïîòåí-
öèàëîì. Àêòóàëüíîñòü ïîäîáíîé çàäà÷è â ïîñëåäíåå âðåìÿ îáóñëîâëåíà èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè
îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íèçêîðàçìåðíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ êâàíòîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ
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óðîâíåé íîñèòåëåé çàðÿäà õîòÿ áû â îäíîì íàïðàâëåíèè [Klingshirn, 2005]. Â ÷àñòíîñòè, îñîáûé èí-
òåðåñ ñâÿçàí ñ ïðîöåññàìè îïòè÷åñêîãî ïîãëîùåíèÿ è ëþìèíåñöåíöèè â êâàíòîâûõ òî÷êàõ [Klimov,
2010; Gavrilenko, 2011], â òîì ÷èñëå ñ ó÷àñòèåì äîíîðíî-àêöåïòîðíûõ ïàð [Ovchinnikov et al., 2016;
Mora-Ramos et al., 2020]. Èçâåñòíî, ÷òî ôîðìà òàêèõ îáúåêòîâ ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ñïåêòðàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè íîñèòåëåé çàðÿäà. Îäíàêî ïîäîáíàÿ âàðèàöèÿ ôîðìû ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåîáõî-
äèìîñòè ôîðìóëèðîâêè íîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè
ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è èëè âîçíèêíîâåíèþ îñîáûõ òî÷åê â ðåøåíèè, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ åãî
ðåãóëÿðèçàöèÿ. Ââèäó àêòóàëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïðè ðåøåíèè óïî-
ìÿíóòûõ çàäà÷, â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à â ïëîñêîì óãëå äëÿ ñèíãóëÿðíîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî ïî ïåðåìåííîé y äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð Áåññåëÿ By = ∂2/∂y2 + k ∂/(y ∂y) [Êèïðèÿíîâ, 1997].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü K � óãîë â ïîëóïëîñêîñòè E+
2 = {(x, y) ∈ E2 : y > 0} ñ âåðøèíîé

â òî÷êå O = O(0, 0), ãðàíèöó êîòîðîãî îáðàçóåò çàìêíóòûé ëó÷ Γ è ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü îñè Ox.
Îáîçíà÷èì ýòó ÷àñòü îñè ÷åðåç Γ0 è ïóñòü ω ∈ (0, π) � ðàñòâîð óãëà K. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî K �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òàê ÷òî K = K ∪Γ∪Γ0 (÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà â E2).

Â êëàññå ôóíêöèé C2(K) ∩C1(K ∪ Γ0) ∩C(K) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó âèäà

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
− k

y

∂u

∂y
− E

r
u = λu, (x, y) ∈ K, (1)

u|Γ = 0, (2)

∂u

∂y

∣∣∣∣
Γ0

= 0. (3)

Â óðàâíåíèè (1) E è k � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, k > 1; r =
√
x2 + y2. Ïîìèìî ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (2) è (3) ïîä÷èíèì ôóíêöèþ u(x, y) íåëîêàëüíîìó óñëîâèþ∫
K

u2(x, y) yk dydx <∞.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à èìååò èçîëèðîâàííûå îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

3. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Ñëåäóÿ [Íèêèôîðîâ, Óâàðîâ, 1984; Òèò÷ìàðø, 1961], âîñïîëü-
çóåìñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì â çàäà÷å (1)�(3) ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ïî ôîðìóëàì x = r cos θ, y = r sin θ, r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ ω è, ïîëàãàÿ v(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ),
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè v(r, θ) â ïîëóïîëîñå Π = {(r, θ) :
0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ ≤ ω}:
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∂θ2
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)
+
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)
v = 0, r > 0, 0 < θ < ω, (4)

v(r, θ)|θ=ω = 0, r ≥ 0, (5)

∂v

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

= 0, r > 0, (6)∫
Π

v2(r, θ) rk+1 sinkθ drdθ <∞. (7)

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â çàäà÷å (4)�(7) ïî ôîðìóëå v(r, θ) = R(r)Φ(θ) ïðèâîäèò ê ñïåêòðàëü-
íûì çàäà÷àì äëÿ ôóíêöèé R(r) è Φ(θ). Äëÿ óãëîâîé êîìïîíåíòû Φ(θ) ïîëó÷àåì çàäà÷ó Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ âèäà

−d
2Φ

dθ2
− k cot θ

dΦ

dθ
= µΦ, 0 < θ < ω, (8)

dΦ

dθ

∣∣∣∣
θ=0

= Φ(ω) = 0. (9)

Êàæäîìó ôèêñèðîâàííîìó µ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè çàäà÷è
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R = 0, 0 < r <∞, (10)
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lim
r→0

R(r) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí,
∫
Π

R2(r) rk+1 dr <∞. (11)

Ðåøåíèå çàäà÷è (8)�(10) ïîëó÷åíî â [Ëàðèí, Êèðèëëîâ, 2017]. Ïóñòü P qs (t) � ïðèñîåäèíåííàÿ
ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà àðãóìåíòà t, îïðåäåëåííàÿ íà ðàçðåçå [Áåéòìåí, Ýðäåéè, 1973], è
ïóñòü αl � ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f(α) = P
(1−k)/2
α+(k−1)/2(cosω) = 0, (12)

êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ l = 1, 2, . . . [Ãîáñîí, 1931]. Òîãäà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ÑÇ) çàäà÷è èìåþò âèä µl = αl(αl+k), à îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
(ÑÔ), ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Φl(θ) = (sin θ)(1−k)/2P
(1−k)/2
αl+(k−1)/2(cos θ). (13)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëîé (17) ôóíêöèè Φl(θ) îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî äëÿ θ ∈ (0, ω ]. Äîîïðåäåëÿÿ
èõ â òî÷êå θ = 0 ïî íåïðåðûâíîñòè, ò. å. ïîëàãàÿ Φl(0) = lim

θ→0
Φl(θ), ïîëó÷èì ñèñòåìó ôóíêöèé,

ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó C2[ 0, ω ] è óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (10).
Äëÿ ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (11)�(12) ñ óêàçàííûìè ÑÇ µ = µl ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé

èíäåêñ l è ïåðåéäåì ê íîâîé ôóíêöèè S(r) = r(k+1)/2R(r). Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ S(r) èìååò âèä

d2S

dr2
+

4λr2 + 4Er + 1− (2αl + k)2

4r2
S = 0, r > 0, (14)

lim
r→0

S(r) r−(k+1)/2 ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí,
∫
Π

S2(r) dr <∞. (15)

Ðåøåíèå (18) èùåì â âèäå [Íèêèôîðîâ, Óâàðîâ, 1984]

S(r) = rαl+(k+1)/2 exp
(
−
√
−λ r

)
y(r), (16)

ãäå y(r) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà

r
d2y

dr2
+
(

1 + 2αl + k − 2
√
−λ r

) dy
dr

+
(
E −

√
−λ (2αl + k + 1)

)
y = 0. (17)

Óñëîâèÿ (19) îáåñïå÷èâàþò ïðèìåíèìîñòü òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ [Íèêèôîðîâ, Óâàðîâ, 1984], èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ÑÇ λ èñõîäíîé çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ ïà-
ðàìåòðîì â óðàâíåíèè (21), íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

E −
√
−λ (2αl + k + 1) = 2n

√
−λ,

òàê ÷òî

λ = λn,l = − E2

(2n+ 2αl + k + 1)2
, n = 0, 1, 2, . . . . (18)

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ yn,l óðàâíåíèÿ (21) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé Ðîäðèãà [Íèêèôîðîâ, Óâà-
ðîâ, 1984]

yn,l =
Cn,l
r2αl+k

exp

(
2E

2n+ 2αl + k + 1
r

)
dn

drn

(
rn+2αl+k exp

(
− 2E

2n+ 2αl + k + 1
r

))
, (19)

ãäå Cn,l � ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûå ïîñòîÿííûå. Èç ñîîòíîøåíèé (20) è (23), à òàêæå òîæäåñòâà
R(r) = r(k+1)/2S(r), ïîëó÷àåì, ÷òî ðàäèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå R(r) ðåøåíèÿ v(r, θ), îòâå÷àþùèå
ôèêñèðîâàííîìó l, èìåþò âèä

Rn,l =
Cn,l
rαl+k

exp

(
2E

2n+ 2αl + k + 1
r

)
dn

drn

(
rn+2αl+k exp

(
− 2E

2n+ 2αl + k + 1
r

))
, (20)

ãäå n = 0, 1, 2, . . . . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1 Îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1)�(3) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (22),
à îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

un,l(r cos θ, r sin θ) = Rn,l(r)Φl(θ), l = 1, 2, . . . , n = 0, 1, . . . . (21)

ãäå ôóíêöèè Rn,l(r) è Φl(θ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (24) è (17), ñîîòâåòñòâåííî.
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Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîäîáíóþ çàäà÷ó è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ω = π, ò.
å. â ïîëóïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ó÷àñòîê ãðàíèöû Γ ïåðåõîäèò â çàìêíóòûé ëó÷ {(x, 0) : x ≤ 0},
êðàåâîå óñëîâèå (2) îòñóòñòâóåò, à ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3) ñòàâèòñÿ íà âñåé ïðÿìîé y = 0 ñ óäàëåííîé
èç íåå òî÷êîé O(0, 0).

Ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óñëîâèå (5) îòñóòñòâóåò, à óñëîâèå (6) ïðèíèìàåò
âèä

∂v

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

=
∂v

∂θ

∣∣∣∣
θ=π

= 0, r > 0. (22)

Íîâîå óñëîâèå (22) äëÿ ôóíêöèè v(r, θ) ïðèâîäèò ê íîâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â çàäà÷å (8)�(10)
äëÿ ôóíêöèè Φ(θ). Îíî ïðèíèìàåò âèä Φ′(0) = Φ′(π) = 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ µ = µl = l(l + k), ãäå l = 0, 1, . . . , à ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷åíèÿì
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ èìåþò âèä

Φl(θ) = (sin θ)(1−k)/2P
(1−k)/2
l+(k−1)/2(cos θ). (23)

Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ (23) ïðåäñòàâëÿþò â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû
îò àðãóìåíòà cos θ [Ëàðèí, Êèðèëëîâ, 2017].

ÑÇ çàäà÷è íà ïîëóïëîñêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

λ = λn,l = − E2

(2n+ 2l + k + 1)2
, n = 0, 1, 2, . . . . (24)

à ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû, îòâå÷àþùèå ôóíêöèè Φl(θ) â ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ôóíêöèè v(r, θ), èìåþò
âèä

Rn,l =
Cn,l
rl+k

exp

(
E

2n+ 2l + k + 1
r

)
dn

drn

(
rn+2l+k exp

(
− 2E

2n+ 2l + k + 1
r

))
. (25)

4. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìîòðèì ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è íà ïîëóïëîñêîñòè θ ∈ [ 0, π ]
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (22). ÑÇ, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (24), ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Çäåñü è
äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî E = 1 è k = 2, à òàêæå Cn,l = 1. Êàê âèäíî, âñå ÑÇ, êðîìå ïåðâîãî, ÿâëÿþòñÿ
êðàòíûìè ñî ñòåïåíüþ êðàòíîñòè γ = n+ 1. Ñ ðîñòîì l ñïåêòð çàäà÷è ñãóùàåòñÿ, à ñàìè çíà÷åíèÿ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ðèñ. 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (24) äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð ÷èñåë (n, l)

Fig. 1. Eigenvalues (24) for various pairs numbers (n, l)

Äëÿ çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííîì óãëå íà ïëîñêîñòè θ ∈ [ 0, ω ] êàðòèíà íåñêîëüêî ìåíÿåòñÿ. Õà-
ðàêòåðíîå ñãóùåíèå ÑÇ è èõ ñòðåìëåíèå ê íóëþ ñ ðîñòîì l îñòàåòñÿ àíàëîãè÷íûì çàäà÷å íà ïîëó-
ïëîñêîñòè, îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óãëà ω âûðîæäåíèå ÑÇ ñíèìàåòñÿ. Òîëüêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå
ω = π/2 ÑÇ ñíîâà ñòàíîâÿòñÿ âûðîæäåííûìè ñî ñòåïåíüþ γ = n+ 1, íî â îòëè÷èå îò ïîëóïëîñêîñòè
ìåíÿåòñÿ ñî÷åòàíèå èíäåêñîâ (n, l) êðàòíûõ êîðíåé. Íàïðèìåð, åñëè n = 2, òî êðàòíûìè áóäóò ÑÇ
ñ èíäåêñàìè (1, 1) è (0, 3). Ïðè n = 3 êðàòíûìè ÑÇ áóäóò (2, 1), (1, 3), (0, 5). Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû
ñåðèè ÑÇ ïðè l = 1, . . . , 5 â ñëó÷àå ω = 11π/12. Òàê, ê ïðèìåðó, äëÿ ñîñåäíèõ ñåðèé ÑÇ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî λ1,l > λ0,l+1.

ISSN 2687-0959 Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà & Ôèçèêà, 2020, òîì 52, � 2



Îá îäíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å â ïëîñêîì óãëå äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ... 90

Ðèñ. 2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (22) ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàõ ÷èñåë (n, l) äëÿ ω = 11π/12.
Âñòàâêà: çàâèñèìîñòü êîðíåé αl óðàâíåíèÿ (13) îò óãëà ω

Fig. 2. Eigenvalues (22) for various pairs numbers (n, l) at ω = 11π/12. Insert: roots αl of the equation (13)

as function of angle ω

Ðèñ. 3. Ãðàôèê ôóíêöèè u(r cos θ, r sin θ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ l íà ïîëóïëîñêîñòè ω = π (ñëåâà)
è ïðè óãëå ω = 11π/12 (ñïðàâà)

Fig. 3. Function u(r cos θ, r sin θ) for various l on the half-plane ω = π (left) and ω = 11π/12 (right)

Ïîñêîëüêó ÑÇ çàâèñÿò îò êîðíåé óðàâíåíèÿ (13), ò. å. çàâèñÿò îò âåëè÷èíû óãëà ω, áûëî âûïîë-
íåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) ïðè ðàçëè÷íûõ ω. Óêàçàííûå çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíû íà
âñòàâêå ê ðèñ. 2 â ñëó÷àÿõ l = 1, 2, 3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ ðîñòîì ω çíà÷åíèÿ αl óáûâàþò êàê ôóíêöèÿ
lπ/ω − 1, à çíà÷èò α1 → 0 ïðè ω → π. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñïåêòðó (24). Äàííàÿ çàâèñèìîñòü
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óêàçûâàåò íà åñòåñòâåííîñòü ïåðåõîäà îò ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ëó÷å Γ (5) ê óñëîâèþ (22). Âèä ÑÔ
u(r cos θ, r sin θ) îïðåäåëÿåòñÿ óãëîâîé êîìïîíåíòîé Φl(θ). Ãðàôèêè ÑÔ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò ïðè n = 0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ r = 0.20, . . . , 0.90. Ñëåâà ïðåäñòàâëåíû
ÑÔ äëÿ çàäà÷è â ïîëóïëîñêîñòè ω = π, ñïðàâà äëÿ çàäà÷è ñ óãëîì ω < π. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíû óçëû
ñåòêè ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå θi. Ôîðìà ÑÔ çàâèñèò îò ÷åòíîñòè l. Íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèé l ≥ 2,
ðîñò l ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ïåòåëü íà ãðàôèêå â îáëàñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, â òî âðåìÿ êàê
èçìåíåíèå n âëèÿåò òîëüêî íà àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè. Äëÿ çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííîì óãëå
ñèììåòðèÿ ÑÔ íàðóøàåòñÿ (ðèñ. 3, ñïðàâà). Ãðàôèêè ïðåäñòàâëåíû ïðè èçìåíåíèè θ ∈ [ 0, 11π/12 ].
Êàê è â ñëó÷àå ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ÑÔ â ïðåäåëå ïðè ω → π ïî ôîðìå ïåðåõîäÿò ê âèäó,
ïîëó÷åííîìó äëÿ çàäà÷è íà ïîëóïëîñêîñòè ïðè ω = π.

4. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî äèôôåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå Áåññåëÿ By. Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðåíû óãëîâûå ñåêòîðû ïðè óãëå ðàñòâîðà
ω = π è 0 < ω < π. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì òîëüêî â ñëó÷àÿõ ω = π/2
è ω = π, îäíàêî î÷åðåäíîñòü êðàòíûõ êîðíåé ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ñ ïðèñîåäèíåííûìè ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü àñèìïòîòèêó ÑÇ ïðè 0 < ω < π,
êîòîðàÿ óêàçûâàåò íà ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñïåêòðà ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ïðè ω → π. Ïîëó-
÷åíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî èõ èçìåíåíèå ïðè âàðèàöèè ÷èñëà l.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ êîððåêòíîñòè
ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò çàäà÷è â óãëå ðàñòâîðîì
ω < π ê çàäà÷å â ïîëóïëîñêîñòè íåîáõîäèìî èçìåíåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå äëÿ ëó÷à Γ íà
óñëîâèå Íåéìàíà.
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