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Аннотация. В работе изучается классическое решение одной нелинейной обратной краевой задачи для уравне-
ния Буссинеска шестого порядка с двойной дисперсией с нелокальными интегральными по времени условиями
второго рода. Суть задачи состоит в том, что требуется вместе с решением определить неизвестные коэффициенты.
Задача рассматривается в прямоугольной области. При решении исходной обратной краевой задачи осуществля-
ется переход от исходной обратной задачи к некоторой вспомогательной обратной задаче. С помощью сжатых
отображений доказываются существование и единственность решения вспомогательной задачи. Затем вновь про-
изводится переход к исходной обратной задаче, в результате делается вывод о разрешимости исходной обратной
задачи.
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Abstract. In this paper, studies the classical solution of a nonlinear inverse boundary value problem for the Boussinesq
equation of the sixth order with double variance with nonlocal time integral conditions of the second kind. The essence of
the problem is that it is required to determine an unknown coefficients together with the solution. The problem is considered
in a rectangular area. When solving the original inverse boundary value problem, a transition is made from the original
inverse problem to some auxiliary inverse problem. With the help of compressed maps, the existence and uniqueness of the
solution of the auxiliary problem are proved. Then the transition to the original inverse problem is made again, as a result, a
conclusion is made about the solvability of the original inverse problem.
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1. Введение. В данной статье рассматривается нелокальная обратная задача для уравнения Бусси-
неска шестого порядка с дополнительным интегральным условием.
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Теория обратных задач для дифференциальных уравнений является динамично развивающимся
разделом современной науки. Обратные задачи возникают в самых различных областях человеческой
деятельности, таких, как сейсмология, разведка полезных ископаемых, биология, медицина, контроль
качества промышленных изделий и т. д., что ставит их в ряд актуальных проблем современной мате-
матики. Наличие в обратных задачах дополнительных неизвестных функций требует, чтобы, помимо
граничных условий, естественных для того илииного класса дифференциальных уравнений, задавались
также некоторые дополнительные условия переопределения.

Направление в теории дифференциальных уравнений, связанное с исследованием разрешимости
нелокальных задач с интегральными условиями, активно развивается в последнее время. Объясняется
этопотребностямиматематическогомоделирования– см. например, работу [13], в которойпоказывается
влияние эффектов нелокальности и памяти на математическую модель того или иного процесса, и
потребностями развития собственноматематики, поскольку задачи с нелокальными условиями вообще,
и с нелокальными условиями интегрального вида в частности представляют собой новый класс задач
теории дифференциальных уравнений с частными производными. Например, нелокальные задачи с
граничными условиями интегрального вида для многомерных гиперболических уравнений изучены в
работах [4]-[6].

При исследовании обратных краевых задач существенную роль играет соответствующая прямая
задача, а именно при нахождении решения обратной задачи, во многих случаях, используется формула
решения прямой краевой задачи. Ниже приводим некоторые работы, где изучены прямые и обратные
задачи, близкие к задаче, изучаемой в настоящей статье.

Уравнение Буссинеска шестого порядка с двойной дисперсией описывает движение волн на воде с
поверхностью напряжения и рассмотрено Шнайдером и Юджином в [16],

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝜇𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡 + (𝑢2)𝑥𝑥 ,

где 𝑥, 𝑡, 𝜇 ∈ 𝑅 𝑢 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅. Эта модель также может быть формально выведена из задачи о двумерных
волнах на воде. Для вырожденного случая они доказали, что предел длинных волн можно приблизи-
тельно описать двумя несвязанными уравнениями Кавахары. В [19]-[21] исследовано существование и
единственность глобального решения задачи Коши для затухающего уравнения Буссинеска шестого
порядка двойной дисперсией:

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑟𝑢𝑡𝑥𝑥 = 𝑓 (𝑢)𝑥𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑡 > 0,

𝑢 (𝑥, 0) = 𝜙 (𝑥), 𝑢𝑡 (𝑥, 0) = 𝜓 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅,

где 𝑢 (𝑥 ; 𝑡), 𝑓 (𝑠) и 𝑟 обозначают неизвестную функцию, заданную нелинейную функцию и константу
соответственно. В работе [22] задача Коши изучена для уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝑓 (𝑢𝑥 )𝑥 .

В работах [17]-[18] найдены условия существования обобщенного решения начальной задачи для
уравнения типа Буссинеска со степенной нелинейности 𝑓 (𝑢) = 𝛽 |𝑢 |𝑝 .

В работах [10], [14] доказаны теоремы о существовании и единственности классических решений
краевых задач для уравнения Буссинеска шестого порядка с нелокальными интегральными условиями.

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциальных уравнений в частных произ-
водных высшего порядка изучались в работах [1],[2], [3], [7], [8], [9], [15]. Краткое сообщение данной
статьи опубликовано в [11].

2. Постановка задачи и ее сведение к эквивалентной задаче. Пусть 𝐷𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤
1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 }. Далее, пусть 𝑓 (𝑥, 𝑡), 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝜑 (𝑥), 𝜓 (𝑥), 𝑝1 (𝑡), 𝑝2 (𝑡), ℎ1 (𝑡), ℎ2 (𝑡) – заданные функции,
определенные при 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Рассмотрим следующую обратную краевую задачу: найти тройку
{𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡) удовлетворяющих уравнению

𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) =
= 𝑎(𝑡)𝑢 (𝑥, 𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔(𝑥, 𝑡) + 𝑓 (𝑥, 𝑡)

(1)

с нелокальными начальными условиями

𝑢 (𝑥, 0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜑 (𝑥),

𝑢𝑡 (𝑥, 0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 +𝜓 (𝑥) (0 ≤ 𝑥 ≤ 1),

(2)
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граничными условиями

𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢𝑥 (1, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥 (0, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥 (1, 𝑡) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ) (3)

и с дополнительными условиями

𝑢 (𝑥 𝑗 , 𝑡) = ℎ𝑖 (𝑡) (𝑖 = 1, 2;𝑥1 ≠ 𝑥2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (4)

Введем обозначение:

𝐶4,2 (𝐷𝑇 ) = {𝑢 (𝑥, 𝑡) : 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2 (𝐷𝑇 ), 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 )}.

Определение 1.1. Тройку {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2 (𝐷𝑇 ), 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑡] и 𝑏 (𝑡) ∈ 𝐶 [0, 𝑡]
удовлетворяющих уравнению (1) в 𝐷𝑇 условию (2) в [0, 1] и условиям (3)-(4) в [0,𝑇 ], назовем классическим
решением обратной краевой задачи (1)-(4).

Для исследования (1)-(4) рассмотрим следующую задачу:

𝑦′′ (𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑦 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (5)

𝑦 (0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑦 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑦′ (0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)𝑦 (𝑡)𝑑𝑡, (6)

где 𝑝1 (𝑡), 𝑝2 (𝑡), 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] – заданные функции, а𝑦 = 𝑦 (𝑡) – искомая функция, причем под решением
задачи (6), (7) понимаем функцию 𝑦 (𝑡), принадлежащую𝐶2 [0,𝑇 ] и удовлетворяющую условиям (5), (6) в
обычном смысле.

Справедлива следующая
Лемма 1.1. [8] Пусть 𝑝1 (𝑡), 𝑝2 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ], 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] и

∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .

Кроме того, пусть выполнено неравенство(
𝑇 ∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +

𝑇

2
𝑅

)
𝑇 < 1.

Тогда задача (5), (6) имеет только тривиальное решение.
Теперь наряду с обратной краевой задачей (1)-(4) рассмотрим следующую вспомогательную обрат-

ную краевую задачу. Требуется определить тройку {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2 (𝐷𝑇 ), 𝑎(𝑡) ∈
𝐶 [0,𝑇 ], и 𝑏 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] из соотношений (1)-(3) и

ℎ′′𝑖 (𝑡) − 𝑢𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) =
= 𝑎(𝑡)ℎ𝑖 (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔(𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑓 (𝑥𝑖 , 𝑡) (𝑖 = 1, 2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

(7)

Справедлива следующая
Теорема 1.1. Пусть 𝜑 (𝑥),𝜓 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1], 𝑝𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ], ℎ𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0,𝑇 ] (𝑖 = 1, 2), 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), ℎ(𝑡) ≡

ℎ1 (𝑡)𝑔(𝑥2, 𝑡) − ℎ2 (𝑡)𝑔(𝑥1, 𝑡) ≠ 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ), 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), и выполняется условия согласования

ℎ𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 + 𝜑 (𝑥𝑖 ),

ℎ′𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 +𝜓 (𝑥𝑖 ), (𝑖 = 1, 2).

(8)

Тогда справедливы следующие утверждения: каждое классическое решение {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} задачи
(1)-(4) является и решением задачи (1)-(3), (7) и каждое решение {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} задачи (1)-(3), (7) такое,
что (

𝑇 ∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
𝑇

2
∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]

)
𝑇 < 1 (9)

является классическим решением (1)-(4).
Доказательство. Пусть {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} является классическим решением задачи (1)-(4).

Подставляя в уравнение (1), 𝑥 = 𝑥𝑖 , находим:

𝑢𝑡𝑡 (𝑥𝑖 , 𝑡) − 𝑢𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) − 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥𝑖 , 𝑡) =
= 𝑎(𝑡)𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔(𝑥𝑖 , 𝑡) + 𝑓 (𝑥𝑖 , 𝑡) (𝑖 = 1, 2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

(10)
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Далее, считая ℎ𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0,𝑇 ] (𝑖 = 1, 2) и дифференцируя два раза (4), имеем:

𝑢𝑡𝑡 (𝑥𝑖 , 𝑡) = ℎ′′𝑖 (𝑡) (𝑖 = 1, 2;𝑥1 ≠ 𝑥2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (11)

Из (13), с учетом (4) и (14), приходим к выполнению (7).
Теперь предположим, что является решением задачи (1)-(3), (7). Из (7) и (10) находим:

𝑑2

𝑑𝑡2 (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡)) = 𝑎(𝑡) (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡)) (𝑖 = 1, 2; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (12)

В силу (2) и условий согласования (8), имеем:

𝑢 (𝑥𝑖 , 0) − ℎ𝑖 (0) −
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡) (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝑢 (𝑥𝑖 , 0) −
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡)𝑑𝑡 −
(
ℎ𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
=

= 𝜑 (𝑥𝑖 ) −
(
ℎ𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
= 0 (𝑖 = 1, 2),

𝑢𝑡 (𝑥𝑖 , 0) − ℎ′𝑖 (0) −
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡) (𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡) − ℎ𝑖 (𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝑢𝑡 (𝑥𝑖 , 0) −
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)𝑢 (𝑥𝑖 , 𝑡)𝑑𝑡 −
(
ℎ′𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
=

= 𝜓 (𝑥𝑖 ) −
(
ℎ′𝑖 (0) −

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡
)
= 0 (𝑖 = 1, 2),

(13)

Из (12) и (13), в силу Леммы 1.1., заключаем, что выполняются условия (4). Теорема доказана.
3. Разрешимость обратной краевой задачи.Первую компоненту𝑢 (𝑥, 𝑡) решения {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)}

задачи (1)-(3), (7) будем искать в виде:

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥
(
𝜆𝑘 =

𝜋

2
(2𝑘 − 1)

)
, (14)

где

𝑢𝑘 (𝑡) = 2
1∫

0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...).

Тогда, применяя формальную схему Фурье, из (1) и (2) имеем:

(1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)𝑢′′

𝑘
(𝑡) + (𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)𝑢𝑘 (𝑡) = 𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ;𝑘 = 1, 2, ...) (15)

𝑢𝑘 (0) = 𝜑𝑘 +
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡,

𝑢′
𝑘
(0) = 𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡 (𝑘 = 1, 2, ...),

(16)

где

𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑎(𝑡)𝑢𝑘 (𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔𝑘 (𝑡) + 𝑓𝑘 (𝑡), 𝑓𝑘 (𝑡) =
1∫

0

𝑓 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥,

𝑔𝑘 (𝑡) =
1∫

0

𝑔(𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥,
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𝜑𝑘 = 2
1∫

0

𝜑 (𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝜓𝑘 = 2
1∫

0

𝜓 (𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...).

Решая задачу (15)-(16), находим:

𝑢𝑘 (𝑡) =
(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

1∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 (𝑘 = 1, 2, ...), (17)

где

𝛽2
𝑘
=

𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

(𝑘 = 1, 2, ...).

После подстановки выражения 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) в (14) для определения компоненты 𝑢 (𝑥, 𝑡) решения
задачи (1)-(3), (5) получаем:

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

{(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
}
𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥 . (18)

Теперь из (7), с учётом (14), имеем:

𝑎(𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡)) − 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
) (𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝑢𝑘 (𝑡)) (𝑔(𝑥2, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1 − 𝑔(𝑥1, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2)

}
, (19)

𝑏 (𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡)) − ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
) (𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝑢𝑘 (𝑡)) (ℎ1 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2 − ℎ2 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1)

}
. (20)

Из (15), с учетом (17), получаем:

(𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘
) (𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝑢𝑘 (𝑡)) = −𝑢′′

𝑘
(𝑡) + 𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

=
𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

𝑢𝑘 (𝑡) +
(
1 − 1

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

)
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

=
𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

𝑢𝑘 (𝑡) +
𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

1 + 𝜆2
𝑘
+ 𝜆4

𝑘

𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

= 𝛽2
𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) + 𝛽2

𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏) =

= 𝛽2
𝑘

[(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
]
+ 𝛽2

𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏),

(𝑘 = 1, 2, ..., 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

Для того, чтобы получить уравнение для второй и третьей компоненты решения {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)}
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задачи (1)-(3), (5) подставим последнее выражение в (19), (20):

𝑎(𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡)) − 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

[
𝛽2
𝑘

[(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘𝑡+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
]
+

+ 𝛽2
𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)

]
(𝑔(𝑥2, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1 − 𝑔(𝑥1, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2)

}
, (21)

𝑏 (𝑡) = [ℎ(𝑡)]−1
{
ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡)) − ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))+

+
∞∑︁
𝑘=1

[
𝛽2
𝑘

[(
𝜑𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝1 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑘𝑡 +

1
𝛽𝑘

(
𝜓𝑘 +

𝑇∫
0

𝑝2 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡)𝑑𝑡
)
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡)+

+ 1
𝛽𝑘 (1 + 𝜆2

𝑘
+ 𝜆4

𝑘
)
+

𝑡∫
0

𝐹𝑘 (𝜏 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)𝑠𝑖𝑛𝛽𝑘 (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
]
+

+ 𝛽2
𝑘
𝐹𝑘 (𝑡 ;𝑢, 𝑎, 𝑏)

]
(ℎ1 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥2 − ℎ2 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥1)

}
. (22)

Таким образом, решение задачи (1)-(3), (7) сведено к решению системы (18), (21), (22) относительно
неизвестных функций 𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡).

Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)-(3), (7) важную роль играет следующая
Лемма 1.2. Если {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} – любое классическое решение задачи (1)-(3), (7), то функции

𝑢𝑘 (𝑡) = 2
1∫

0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...)

удовлетворяют системе (17) в [0,𝑇 ].
Доказательство. Пусть {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} – любое решение задачи (1)-(3), (5). Тогда, умножив обе части
уравнения (1) на функцию 2𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...), интегрируя полученное равенство по 𝑥 от 0 до 1 и
пользуясь соотношениями

2
1∫

0

𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 =
𝑑2

𝑑𝑡2

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= 𝑢′′

𝑘
(𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = −𝜆2
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= −𝜆2

𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = −𝜆2
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= −𝜆2

𝑘
𝑢′′
𝑘
(𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝜆4
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= 𝜆4

𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

2
1∫

0

𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝜆4
𝑘

(
2

1∫
0

𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥
)
= −𝜆4

𝑘
𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

получаем, что удовлетворяется уравнение (15). Аналогично, из (2) получаем, что выполняется условие
(16).

Таким образом, 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) является решением задачи (15), (16). А отсюда непосредственно
следует, что функции 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) удовлетворяют на [0,𝑇 ] системе (17). Лемма доказана.
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Очевидно, что если 𝑢𝑘 (𝑡) = 2
1∫

0
𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...) является решением системы (17), то пара

{𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥, 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡) является решением системы (18), (21), (22).

Из леммы 1.2 следует, что имеет место следующее
Следствие 1.1. Пусть система (18), (21), (22) имеет единственное решение. Тогда задача (1)-(3), (7) не

может иметь более одного решения, т. е. если задача (1)-(3), (7) имеет решение, то оно единственно.
Теперь с целью исследования задачи (1)-(3), (7) рассмотрим следующие пространства:
1. Обозначим через 𝐵5

2.𝑇 (12) совокупность всех функций 𝑢 (𝑥, 𝑡) вида

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥
(
𝜆𝑘 =

𝜋

2
(2𝑘 − 1)

)
,

рассматриваемых в 𝐷𝑇 , где каждая из функций 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) непрерывна в [0,𝑇 ] и

𝐽𝑇 (𝑢) ≡
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2
< ∞.

Норма в этом множестве определяется так:

∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2.𝑇

= 𝐽 (𝑢).

2. Через 𝐸5
𝑇
обозначим пространство вектор-функций {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} таких, что𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐵5

2.𝑇 , 𝑎(𝑡) ∈
𝐶 [0,𝑇 ], 𝑏 (𝑡) ∈ 𝐶 [0,𝑇 ] . Снабдим это пространство нормой

∥𝑧∥𝐸5
𝑇
= ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2.𝑇
+ ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] .

Очевидно, что 𝐵5
2.𝑇 и 𝐸5

𝑇
являются банаховыми пространствами. Теперь рассмотрим в пространстве

𝐸5
𝑇
оператор

Φ(𝑢, 𝑎, 𝑏) = {Φ1 (𝑢, 𝑎, 𝑏),Φ2 (𝑢, 𝑎, 𝑏),Φ3 (𝑢, 𝑎, 𝑏)},

где

Φ1 (𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑢 (𝑥, 𝑡) ≡
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 (𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑘𝑥, Φ2 (𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑎(𝑡), Φ3 (𝑢, 𝑎, 𝑏) = 𝑏 (𝑡),

где 𝑢𝑘 (𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...), 𝑎(𝑡) и 𝑏 (𝑡) равны соответственно правым частям (17), (21) и (22).
Очевидно, что

√
3

3
< 𝛽𝑘 <

√
2,

√
2

2
<

1
𝛽𝑘

<
√

3.

Тогда имеем:

( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 ≤

√
7
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜑𝑘 |)2

) 1
2 +

√
21

( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜓𝑘 |)2

) 1
2 +

+
√

7(∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])𝑇
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

√
21𝑇×

×
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑓𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
√

21𝑇 ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

+
√

21𝑇 ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑔𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2
, (23)
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∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ ∥[ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))−

− 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) |+

+ |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ] ×
[( ∞∑︁

𝑘=1
(𝜆5

𝑘
|𝜑𝑘 |)2

) 1
2 +

√
3
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜓𝑘 |)2

)
+

+ (∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])𝑇
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

+
√

3𝑇
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑓𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
√

3𝑇 ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2

+
√

3𝑇 ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑔𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +

+
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥ 𝑓𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 + ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥𝑔𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 + ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2
]}
, (24)

∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ ∥[ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡))−

− ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
[( ∞∑︁

𝑘=1
(𝜆5

𝑘
|𝜑𝑘 |)2

) 1
2 +

√
3
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
|𝜓𝑘 |)2

)
+

+
√

3𝑇
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑓𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
√

3𝑇 ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2

+
√

3𝑇 ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( 𝑇∫

0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑔𝑘 (𝜏) |)2𝑑𝜏
) 1

2 +
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥ 𝑓𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 +

+ ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 ∥𝑔𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2
) 1

2 +

+ ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2
]}
. (25)

Предположим, что данные задачи (1)-(3), (7) удовлетворяют следующим условиям:

1. 𝜑 (𝑥) ∈ 𝐶4 [0, 1], 𝜑5 (𝑥) ∈ 𝐿2 [0, 1], 𝜑 (0) = 𝜑 ′ (1) = 𝜑 ′′ (0) = 𝜑 ′′′ (1) = 𝜑4 (0) = 0;
2. 𝜓 (𝑥) ∈ 𝐶4 [0, 1],𝜓 5 (𝑥) ∈ 𝐿2 [0, 1],𝜓 (0) = 𝜓 ′ (1) = 𝜓 ′′ (0) = 𝜓 ′′′ (1) = 𝜓 4 (1) = 0;
3. 𝑓 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2 (𝐷𝑇 ), 𝑓 (0, 𝑡) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 );
4. 𝑔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶 (𝐷𝑇 ), 𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2 (𝐷𝑇 ), 𝑔(0, 𝑡) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 );
5. ℎ𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0,𝑇 ] (𝑖 = 1, 2), ℎ(𝑡) ≡ ℎ1 (𝑡)𝑔(𝑥2, 𝑡) − ℎ2 (𝑡)𝑔(𝑥1, 𝑡) ≠ 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

Тогда из (23)-(25) имеем:

∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

≤ 𝐴1 (𝑇 ) + 𝐵1 (𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶1 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷1 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (26)
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∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝐴2 (𝑇 ) + 𝐵2 (𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶2 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷2 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (27)

∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝐴3 (𝑇 ) + 𝐵3 (𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶3 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷3 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (28)

где

𝐴1 (𝑇 ) =
√

7∥𝜑 (5) (𝑥)∥𝐿2 (0,1) +
√

21∥𝜓 (5) (𝑥)∥𝐿2 (0,1) +
√

21𝑇 ∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) ,

𝐵1 (𝑇 ) =
√

21𝑇,𝐶1 (𝑇 ) =
√

7(∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])𝑇,
𝐷1 (𝑡) =

√
21𝑇 ∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) ,

𝐴2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


ℎ1 (𝑡) (ℎ′′2 (𝑡) − 𝑓 (𝑥2, 𝑡)) − ℎ2 (𝑡) (ℎ′′1 (𝑡)−

− 𝑓 (𝑥1, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
[


𝜑5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3



𝜓 5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3𝑇



𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)




𝐿2 (𝐷𝑇 )
+

+



∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]





𝐿2 (0,1)

]}
,

𝐵2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ] (𝑇 + 1),

𝐶2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

× (∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) )𝑇,

𝐷2 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|𝑔(𝑥1, 𝑡) | + |𝑔(𝑥2, 𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
(√

3𝑇 ∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) +



∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 )





𝐿2 (0,1)

)
,

𝐴3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
{


𝑔(𝑥2, 𝑡) (ℎ′′1 (𝑡) − 𝑓 (𝑥1, 𝑡)) − 𝑔(𝑥1, 𝑡) (ℎ′′2 (𝑡)−

− 𝑓 (𝑥2, 𝑡))




𝐶 [0,𝑇 ]

+
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
[


𝜑5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3



𝜓 5 (𝑥)





𝐿2 (0,1)

+
√

3𝑇



𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)




𝐿2 (𝐷𝑇 )
+

+



∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]





𝐿2 (0,1)

]}
,

𝐵3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ] (𝑇 + 1),

𝐶3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

× (∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) +
√

3∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 ) )𝑇,

𝐷3 (𝑇 ) = ∥ [ℎ(𝑡)]−1∥𝐶 [0,𝑇 ]
( ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

) 1
2 ∥|ℎ1 (𝑡) | + |ℎ2 (𝑡) |∥𝐶 [0,𝑇 ]×

×
(√

3𝑇 ∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐿2 (𝐷𝑇 ) +



∥𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 (0,𝑇 )





𝐿2 (0,1)

)
.
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Из неравенств (29)-(31) заключаем:

∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ ∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤

≤ 𝐴(𝑇 ) + 𝐵(𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇
+

+𝐶 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ], (29)

где

𝐴(𝑇 ) = 𝐴1 (𝑇 ) +𝐴2 (𝑇 ) +𝐴3 (𝑇 ), 𝐵(𝑇 ) = 𝐵1 (𝑇 ) + 𝐵2 (𝑇 ) + 𝐵3 (𝑇 ),
𝐶 (𝑇 ) = 𝐶1 (𝑇 ) +𝐶2 (𝑇 ) +𝐶3 (𝑇 ), 𝐷 (𝑇 ) = 𝐷1 (𝑇 ) + 𝐷2 (𝑇 ) + 𝐷3 (𝑇 ).

Итак, можно доказать следующую теорему:
Теорема 1.2. Пусть выполнены условия 1-5 и

(𝐵(𝑇 )𝐴(𝑇 ) + 2 +𝐶 (𝑇 ) + 𝐷 (𝑇 )) (𝐴(𝑇 ) + 2) < 1. (30)

Тогда задача (1)-(3), (7) имеет вшаре𝐾 = 𝐾𝑅 (∥𝑧∥5
𝐸𝑇

≤ 𝑅 = 𝐴(𝑇 ) +2) пространства 𝐸5
𝑇
единственное решение.

Доказательство. В пространстве 𝐸5
𝑇
рассмотрим уравнение

𝑧 = Φ𝑧, (31)

где 𝑧 = {𝑢, 𝑎, 𝑏}, компоненты Φ𝑖 (𝑢, 𝑎, 𝑏) (𝑖 = 1, 2, 3), оператора Φ(𝑢, 𝑎, 𝑏) определены правыми частями
уравнений (18), (21) и (22).

Рассмотрим оператор Φ(𝑢, 𝑎, 𝑏) в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 из 𝐸5
𝑇
. Аналогично (29) получаем, что для любых

𝑧, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐾𝑅 справедливы оценки:

∥Φ𝑧∥𝐸5
𝑇
≤ 𝐴(𝑇 ) + 𝐵(𝑇 )∥𝑎(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2,𝑇
+𝐶 (𝑇 )∥𝑢 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2,𝑇
+

+ 𝐷 (𝑇 )∥𝑏 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] ≤ 𝐴(𝑇 ) + 𝐵(𝑇 ) (𝐴(𝑇 ) + 2)2+
+𝐶 (𝑇 ) (𝐴(𝑇 ) + 2) + 𝐷 (𝑇 ) (𝐴(𝑇 ) + 2), (32)

∥Φ𝑧1 − Φ𝑧2∥𝐸5
𝑇
≤ 𝐵(𝑇 )𝑅 +

(
∥𝑎1 (𝑡) − 𝑎2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑢1 (𝑥, 𝑡) − 𝑢2 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5

2,𝑇

)
+

+𝐶 (𝑇 )∥𝑢1 (𝑥, 𝑡) − 𝑢2 (𝑥, 𝑡)∥𝐵5
2,𝑇

+ 𝐷 (𝑇 )∥𝑏1 (𝑡) − 𝑏2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] . (33)

Тогда из оценок (32), (33), с учетом (30), следует, что оператор Φ действует в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 и является
сжимающим. Поэтому в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 оператор Φ имеет единственную неподвижную точку {𝑢, 𝑎, 𝑏},
которая является в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 единственным решением уравнения (31), т. е. {𝑢, 𝑎, 𝑏} является в шаре
𝐾 = 𝐾𝑅 единственным решением системы (18), (21) и (22).

Функция𝑢 (𝑥, 𝑡), как элементпространства𝐵5
2,𝑇 , имеетнепрерывныепроизводные𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡),

𝑢𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) в 𝐷𝑇 .
Из (15) нетрудно видеть, что( ∞∑︁

𝑘=1
(𝜆5

𝑘
∥𝑢′′

𝑘
(𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 ≤

√
2
( ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆5
𝑘
∥𝑢𝑘 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ])2

) 1
2 +

+
√

2



∥ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑏 (𝑡)𝑔𝑥 (𝑥, 𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ]





𝐿2 (0,1)

.

Отсюда следует, что 𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) непрерывны в 𝐷𝑇 .
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3) и (7) удовлетворяются в обычном смысле.

Следовательно, {𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏 (𝑡)} является решением задачи (1)-(3), (7), причем, в силу следствия леммы
1.2., оно единственное в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 . Теорема доказана.

С помощью теоремы 1.1. доказывается следующая
Теорема 1.3. Пусть выполняются все условия теоремы 1.2. и

ℎ𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝1 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 + 𝜑 (𝑥𝑖 ), ℎ𝑖 (0) =
𝑇∫

0

𝑝2 (𝑡)ℎ𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 +𝜓 (𝑥𝑖 ) (𝑖 = 1, 2),

(
𝑇 ∥𝑝2 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] + ∥𝑝1 (𝑡)∥𝐶 [0,𝑇 ] +

𝑇

2
(𝐴(𝑇 ) + 2)

)
𝑇 < 1.

Тогда задача (1)-(4) имеет в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 (∥𝑧∥𝐸5
𝑇
≤ 𝑅 = 𝐴(𝑇 ) + 2) из 𝐸5

𝑇
единственное классическое решение.
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