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Аннотация.Нелинейные дифференциальные уравнения достаточношироко используются в различных современ-
ныхнауках. В частности, нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение Ермакова успешноприменяется
для решения задач в квантовой механике, электродинамике, в оптике, в теории упругости, для описания молеку-
лярных структур, в гетероструктурах со сложной потенциальной функцией и во многих других разделах теорети-
ческой и математической физике. Однако эффективного метода решения нелинейных уравнений типа уравнения
Ермакова в настоящее время нет. К примеру, при решении задач на собственные значения современные авторы
уравнение Ермакова вычисляли прямыми численными методами. Как известно из работ самого Ермакова и других
известных авторов, решение уравнения Ермакова определяется двумя линейно независимыми решениями под-
ходящего так называемого присоединенного линейного дифференциального уравнения второго порядка. Теория
интегрирования линейных дифференциальных уравнений степенными рядамиматематически строго разработана,
в частности, для присоединенных линейных уравнений к уравнению Ермакова доказана сходимость степенных
рядов, представляющих решение присоединенных линейных дифференциальных уравнений. В настоящей работе
эти линейно независимые решения присоединенного линейного уравнения были вычислены в виде степенных
рядов с применением компьютерной системы аналитических вычислений MAPLE, и для ряда уравнений Ермакова
построены их решения в виде степенных рядов, в общем, с произвольным максимальным показателем степени.
Непосредственной подстановкой было показано, что так полученные степенные ряды удовлетворяют уравнению
Ермакова. Полученные решения в виде степенных рядов, содержащих также и спектральный параметр, могут
быть успешно применены к решению задач на собственные значения, в частности для решения стационарного
уравнения Шредингера.
Ключевые слова: математическое моделирование, символьно-численные методы, комплексы программ, диффе-
ренциальные уравнения, нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка, уравнение
Ермакова, степенные ряды
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Abstract. Nonlinear differential equations are widely used in various modern sciences. In particular, the nonlinear ordinary
differential equation of Ermakov is successfully used to solve problems in quantum mechanics, electrodynamics, optics,
elasticity theory, to describe molecular structures, in heterostructures with a complex potential function and in many other
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branches of theoretical and mathematical physics. However, there is currently no effective method for solving nonlinear
equations such as the Ermakov equation. For example, when solving eigenvalue problems, known modern authors calculated
solutions of the Ermakov equation by direct numerical methods. As is known from the works of Ermakov himself and other
modern authors, the solution of the Ermakov equation is determined by two linearly independent solutions of a suitable
so-called attached linear differential equation of the second order. The theory of integration of linear differential equations
by power series is mathematically strictly developed, in particular, for the attached linear equations to the Ermakov equation,
the convergence of power series representing the solution of the attached linear differential equations is proved. In this paper,
these linearly independent solutions of the attached linear equation were calculated in the form of power series using the
MAPLE analytical computing computer system and for a number of Ermakov equations, their solutions were constructed in
the form of power series, in general, with an arbitrary number terms. By direct substitution, it was shown that the power
series obtained in this way satisfy the Ermakov equation. The obtained solutions in the form of power series containing
also a spectral parameter can be successfully applied to solving eigenvalue problems, in particular for solving the stationary
Schrodinger equation.
Key words: mathematical modeling, symbolic-numerical methods, software packages, differential equation, nonlinear
ordinary differential equation of second order, equation of Ermakov, power series

For citation: Belyaeva I. N., Kirichenko I. K., Chekanova N. N. 2022. Solution of the nonlinear ordinary differential equation
of Ermakov by power series. Applied Mathematics & Physics, 54(3): 171–177 (in Russian).
DOI 10.52575/2687-0959-2022-54-3-171-177

1. Введение. В свое время В. П. Ермаков – профессор математики Киевского университета – пока-
зал, что решения некоторых нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений могут быть
построены при помощи решений соответствующих (присоединенных) линейных дифференциальных
уравнений второго порядка. Для исследованныхимнекоторых нелинейных уравнений, включая разные
варианты уравнения Риккати, а также предложенного своего уравнения, Ермаков представил конкрет-
ные общие формулы для решений нелинейных уравнений посредством решений соответствующих
(присоединенных) линейных уравнений [8]. В частности, для своего предложенного нелинейного урав-
нения в виде

𝑢
′′ + 𝑞(𝑥)𝑢 + 𝑐

𝑢3 = 0, (1)

где 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . Ермаков доказал, что общее решение уравнения (1) может быть записано следующим
образом:

𝐶1 ·
∫

𝑑𝑥

𝜉2 (𝑥) +𝐶2 =

√︄
𝐶1 ·

𝑢2

𝜉2 (𝑥) −𝐶, (2)

где 𝜉 (𝑥) – какое-нибудь частное решение следующего присоединенного линейного уравнения

𝑦
′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0. (3)

В работе [6] ее авторывыполнилиподробныйанализ более общихподобныхнелинейныхуравнений,
включая и уравнение Ермакова (1). Данные авторы показали, что, исходя из представления (2), общее
решение уравнения (1) может быть записано в виде

𝑢 (𝑥) =
√︃
𝑦2

1 (𝑥) + 𝑐 ·𝑊 −2 · 𝑦2
2 (𝑥), (4)

где𝑦1 (𝑥) и𝑦2 (𝑥) –линейнонезависимыерешениялинейного уравнения (3), а величина𝑊 = 𝑦1·𝑦
′
2−𝑦2·𝑦

′
1 −

вронскиан этих решений,𝑊 [𝑦1, 𝑦2] ≠ 0. Значительно позже уравнение (1) было переоткрыто другими
авторами [19], [20].

Может быть даже неожиданно, но нелинейное уравнение Ермакова нашло применение позже в
современных областях математики и физики. К примеру, в работе [10] уравнение Ермакова было при-
менено для построения нового варианта теории ВКБ-приближения в квантовой механике, который
получил простую структуру, в частности, были получены практически полезные рекуррентные соотно-
шения для ВКБ-разложений. В работах [18], [12] на основе уравнения Ермакова получены инварианты
для описания движения нерелятивистской заряженной частицы в зависящем от временимагнитномпо-
ле. Ермаков установил также в [8], что линейное уравнение (3) допускает следующуюфундаментальную
систему решений

𝑦1,2 (𝑥) = 𝑦 (𝑥) · 𝑒𝑥𝑝
(
±
√
−𝑐 ·

∫
𝑑𝑥

𝑢2 (𝑥)

)
, (5)

где 𝑢 (𝑥) есть какое-нибудь решение нелинейного уравнения (1). Используя этот результат, автор статьи
[19] разработал численный метод решения задачи на собственные значения и успешно применил его
к уравнению Шредингера для ангармонического осциллятора. В работе [21], посвященной решению
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уравнения Шредингера, появились сразу два нелинейные уравнения, и Ермакова, и Риккати, которые
описывают эволюцию максимума и ширины волновой функции Ψ(𝑥, 𝑡). В статье [15] показано, что
обсуждаемые нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения успешно применяются для
описания процессов и явлений в нелинейной оптике, в теории нелинейной упругости, в молекулярных
структурах, в квантовой теории поля в криволинейных пространствах и квантовой космологии (см.
также [1], [13], [16], [17]).

2. Результаты и их обсуждение. Известно, что решения линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений могут быть получены в виде степенных или обобщенно степенных рядов, если
уравнение имеет регулярные особые точки (см., например, [9], [11], [7]). В настоящей работе разработан-
ная авторами компьютерная программа [2] применяется для решения конкретных уравнений Ермакова
и представления его решений в виде рядов [3], [5], [14].

Для нахождения его двух линейно независимых решений 𝑦1 (𝑥) и 𝑦2 (𝑥) в используемую программу
достаточно ввести только функцию-коэффициент 𝑞(𝑥) из уравнения (3), если при этом уравнение (3)
имеет регулярную особую точку, то следует на входе программы включить соответствующий флаг. В
результате на выходе получим решение𝑢 (𝑥) с начальными данными𝑢 (𝑥0) = 1,𝑢 ′ (𝑥0) = 0, а также реше-
ние 𝑦 (𝑥) с начальными данными 𝑦 (𝑥0) = 0, 𝑦′ (𝑥0) = 1, оба решения в виде степенных или обобщенных
степенных рядов. Подставляя эти решения в формулу (4), находим решение𝑢 (𝑥) уравнения Ермакова (1)
в виде степенных рядов. Подставляя так найденное решение𝑢 (𝑥) в само уравнение Ермакова, получаем,
что оно действительно ему удовлетворяет до определенной степени вычисленного степенного ряда.

Ниже представляем результаты расчетов для конкретных нелинейных уравнений Ермакова.
1. Пусть дано уравнение

𝑢
′′ − 𝑥𝑢 =

1
𝑢3 . (6)

Соответствующее линейное однородное уравнение имеет вид:

𝑦
′′ − 𝑥𝑦 = 0. (7)

При помощи математического пакета символьных вычислений Maple нами была разработана ранее
программа решения данного дифференциального уравнения. Уравнение (7) не имеет особых точек. При
помощи этой программы [2] найдено аналитическое решение уравнения (6) в виде степенных рядов,
в которых максимальный показатель степени 𝑥 , необходимый для построения степенного ряда, был
выбран 𝑁 = 26:

𝑦1 = 1 + 1
6
𝑥3 + 1

180
𝑥6 + 1

12960
𝑥9 + 1

1710720
𝑥12 + 1

359251200
𝑥15 + 1

109930867200
𝑥18+

+ 1
46170964224000

𝑥21 + 1
25486372251648000

𝑥24;

𝑦2 = 𝑥 +
1
12
𝑥4 + 1

504
𝑥7 + 1

45360
𝑥10 + 1

7076160
𝑥13 + 1

1698278400
𝑥16 + 1

580811212800
𝑥19 + 1

268334780313600
𝑥22 . (8)

Далее, используя найденные решения, модифицируем программу для нахождения решения со-
ответствующего нелинейного уравнения (6). Таким образом, находим решение данного нелинейного
уравнения

𝑢 (𝑥) = 1 − 1
2
𝑥2 + 1

6
𝑥3 − 1

8
𝑥4 − 41

720
𝑥6 + 1

48
𝑥7 − 187

4480
𝑥8 + 271

12960
𝑥9 − 2537

80640
𝑥10+

+ 533
26880

𝑥11 − 2493259
95800320

𝑥12 + 13759
725760

𝑥13 − 8196943
358758400

𝑥14 + 52755623
2874009600

𝑥15−

− 29201560681
1394852659200

𝑥16 + 38774261
2152550400

𝑥17 − 25366097010517
1280474741145600

𝑥18 + 611375851
34159656960

𝑥19−

− 1165993680277
60678438912000

𝑥20 + 172698415643953
9603560558592000

𝑥21 − 25895906098288313
1362425124578918400

𝑥22. (9)

2. Рассмотрим нелинейное уравнение

𝑢
′′ + 2

𝑥
𝑢 =

1
𝑢3 . (10)

Его присоединенное линейное уравнение имеет вид

𝑦
′′ + 2

𝑥
𝑦 = 0. (11)
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Линейное однородное дифференциальное уравнение (11) содержит особую точку 𝑥 = 0. Из-за это-
го решение уравнения содержит логарифмические члены. Решение данного линейного однородного
уравнения, которое получено с помощью разработанной программы [2] при 𝑁 = 9, имеет следующий
вид:

𝑦1 = 𝑥 − 𝑥2 + 1
3
𝑥3 − 1

18
𝑥4 + 1

180
𝑥5 − 1

2700
𝑥6 + 1

56700
𝑥7,

𝑦2 = −1 + (1 + 2𝑙𝑛(𝑥)) 𝑥 + (2 − 2𝑙𝑛(𝑥)) 𝑥2 +
(
−11

9
+ 2

3
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥3 +

(
29
108

− 1
9
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥4+

+
(
− 43

1350
+ 1

90
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥5 +

(
97

40500
− 1

1350
𝑙𝑛(𝑥)

)
𝑥6. (12)

Выполняя компьютерный расчет в Maple, находим решение соответствующего нелинейного урав-
нения (10) в виде:

𝑢 (𝑥) =
(
−1 + 2𝑥 + 4𝑥2 − 76

9
𝑥3 + 35

54
𝑥4 + 4739

1350
𝑥5 − 7648

3375
𝑥6 + 22177

30375
𝑥7 − 1551071

10206000
𝑥8+

+ 14072
637875

𝑥9 − 339401
153090000

𝑥10 + 56069
382725000

𝑥11 − 31019
5740875000

𝑥12 − 1
76545000

𝑥13+

+ 1
3214890000

𝑥14 + 𝑙𝑛(𝑥)
(
4𝑥 − 8𝑥2 − 8

3
𝑥3 + 34

3
𝑥4 − 1132

135
𝑥5 + 439

135
𝑥6 − 8197

10125
𝑥7 + 8617

60750
𝑥8−

− 731
40500

𝑥9 + 199
121500

𝑥10 − 61
607500

𝑥11 + 97
27337500

𝑥12
)
− 𝑙𝑛(𝑥)2

(
4𝑥2 − 8𝑥3 + 20

3
𝑥4−

−28
9
𝑥5 + 14

15
𝑥6 − 44

225
𝑥7 + 61

2025
𝑥8 − 7

2025
𝑥9 + 7

24300
𝑥10 − 1

60750
𝑥11 + 1

182250
𝑥12

)) 1
2

. (13)

3. Пусть дано нелинейное дифференциальное уравнение

𝑢
′′ + 𝑢 =

1
𝑢3 . (14)

Тогда соответствующее ему линейное однородное уравнение имеет вид

𝑦
′′ + 𝑦 = 0. (15)

Применяя программу [2], указав во входных данных максимальный показатель степени 𝑥 строимого
степенного ряда, а также что 𝑇𝑦𝑝𝑒𝑉 = 1, т. е. уравнение не имеет особых точек, получаем два линейно
независимых решения уравнения (15)

𝑦1 = 1 − 1
2
𝑥2 + 1

24
𝑥4 − 1

720
𝑥6 + 1

40320
𝑥8 − 1

3628800
𝑥10 + 1

479001600
𝑥12,

𝑦2 = 𝑥 − 1
6
𝑥3 + 1

120
𝑥5 − 1

5040
𝑥7 + 1

362880
𝑥9 − 1

39916800
𝑥11. (16)

Затем, проведя соответствующие расчеты в Maple, находим решение нелинейного уравнения (14):

𝑢 (𝑥) = 1 − 𝑥2 − 1
6
𝑥4 − 19

90
𝑥6 − 559

2520
𝑥8 − 29161

113400
𝑥10. (17)

4. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение

𝑢
′′ + 𝑥𝑢 =

1
𝑢3 . (18)

Его присоединенное линейное однородное уравнение

𝑦
′′ + 𝑥𝑦 = 0. (19)

Применяя программу [2], [4], [5], [14], во входных данных ставим максимальный показатель степени
𝑁 = 24, а также что𝑇𝑦𝑝𝑒𝑉 = 1, т. е. уравнение не имеет особых точек, получаемдва линейнонезависимых
решения уравнения (19):

𝑦1 = 1 − 1
6
𝑥3 + 1

180
𝑥6 − 1

12960
𝑥9 + 1

1710720
𝑥12 − 1

359251200
𝑥15+
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+ 1
109930867200

𝑥18 − 1
46170964224000

𝑥21,

𝑦2 = 𝑥 − 1
12
𝑥4 + 1

504
𝑥7 − 1

45360
𝑥10 + 1

7076160
𝑥13 − 1

1698278400
𝑥16+

+ 1
580811212800

𝑥19 − 1
268334780313600

𝑥22 . (20)

Решение нелинейного уравнения (18) получаем в виде следующего степенного ряда:

𝑢 (𝑥) = 1 − 1
2
𝑥2 − 1

6
𝑥3 − 1

8
𝑥4 − 41

720
𝑥6 − 1

48
𝑥7 − 187

4480
𝑥8 − 271

12960
𝑥9 − 2537

80640
𝑥10−

− 533
26880

𝑥11 − 2493259
95800320

𝑥12 − 13759
725760

𝑥13 − 8196943
358758400

𝑥14 − 52755623
2874009600

𝑥15−

− 29201560681
1394852659200

𝑥16 − 38774261
2152550400

𝑥17 − 25366097010517
1280474741145600

𝑥18 − 611375851
34159656960

𝑥19−

− 1165993680277
60678438912000

𝑥20 − 172698415643953
9603560558592000

𝑥21. (21)

3. Заключение. Таким образом, в данной работе предложен способ решения нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений Ермакова при помощи решений соответствующих (присо-
единенных) линейных дифференциальных уравнений второго порядка, решение которых находится в
виде сходящихся степенных рядов с применением мощной системы аналитических вычислений Maple
и разработанной авторами программы. Установлено расчетами, что если максимальная степень степен-
ного ряда в решении присоединенного линейного уравнения (3) равна 𝑁 , то построенное с их помощью
решение уравнения Ермакова (1) тоже в виде степенного ряда удовлетворяется до степени (𝑁 − 1). Од-
нако разработанная программа позволяет находить решение линейного уравнения для произвольного
значения 𝑁 , поэтому решение уравнения Ермакова также может быть найдено до любой степени 𝑁 .
Важно отметить, что решения в виде степенных рядов содержит спектральный параметр, что упрощает
решение задачи на собственные значения.
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