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Аннотация. На неголономном многообразии Кенмоцу вводится и исследуется субриманова квази-статистическая
структура. Неголономное многообразие Кенмоцу сохраняет все свойства многообразия Кенмоцу за исключени-
ем следующего свойства: распределение многообразия Кенмоцу инволютивно. В основе субримановой квази-
статистической структуры лежит связность с кручением специального строения. Связность с кручением опре-
деляется внутренней связностью и структурным эндоморфизмом, сохраняющим распределение неголономного
многообразия Кенмоцу. Доказывается, что внутренняя связность согласована с метрикой, индуцированной на рас-
пределении рассматриваемого многообразия. Найдено строение структурного эндоморфизма.
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Abstract. The paper is devoted to continuation of the study of almost contact metric manifolds equipped with a connection
with torsion of a special type. The connection with torsion to be used is determined by the internal connection of an almost
contact metric manifold and a field of endomorphisms acting on this manifold and preserving its distribution. The field of
endomorphisms is called the second structural endomorphism of an almost contact metric manifold. In previous works, it
has been shown that the structure of the second structural endomorphism may significantly depend on the geometry of
the manifold under consideration. For example, the structure of the endomorphism, corresponding to the skew-symmetric
connection, was found. In this article, we introduce and study the sub-Riemannian quasi-statistical structure on a non-
holonomic Kenmotsu manifold. A non-holonomic Kenmotsu manifold possesses all properties of the Kenmotsu manifolds
except for the following one: the distribution of a Kenmotsu manifold is involutive. At the core of a sub-Riemannian quasi-
statistical structure lies a connection with torsion of a special type. It is proved that the internal connection is consistent with
the metric induced on the distribution of the manifold under consideration. The structural endomorphism corresponding to
a sub-Riemannian quasi-statistical structure is described.
Keywords: Non-Holonomic Kenmotsu Manifold, Sub-Riemannian Quasi-Statistical Structure, N-connection

For citation: Bukusheva A., Galaev S. 2022. Sub-Riemannian quasi-statistical structures on non-holonomic Kenmotsu
manifolds. Applied Mathematics & Physics. 54(4): 205–212. (in Russian) DOI 10.52575/2687-0959-2022-54-4-205-212

1. Введение. Понятие неголономного многообразия Кенмоцу 𝑀 введено первым из авторов на-
стоящей статьи в работе [1]. Многообразие 𝑀 повторяет все свойства многообразия Кенмоцу [16] за
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исключением одного: распределение 𝐷 неголономного многообразия Кенмоцу не обязано быть инво-
лютивным. В работе [2] неголономноемногообразие Кенмоцу оснащаетсяN-связностью∇𝑁 с кручением
специального строения. N-связность ∇𝑁 определяется на почти контактном метрическом многообра-
зии 𝑀 заданием пары (∇, 𝑁 ), где ∇ – внутренняя линейная связность, 𝑁 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑀 – эндоморфизм
касательного расслоения многообразия 𝑀 , такой, что 𝑁 ®𝜉 = 0, 𝑁 (𝐷) ⊂ 𝐷. Задавая подходящим образом
эндоморфизм 𝑁, можно получить большинство из известных ранее классов связностей с кручением
[3, 4, 7]. Интерес к связностям с кручением обусловлен использованием их в теоретической физике
[12, 17]. Кручение внутренней связности полагается равным нулю.

Свойства N-связности ∇𝑁 подробно изучены в работе [5]. N-связность ∇𝑁 в указанной работе опре-
деляется как единственная связность, удовлетворяющая следующим условиям:

1) ∇𝑁
𝑋

∈ Γ(𝐷), 2) ∇𝑁
𝑋
®𝜉 = 0, 3) ∇𝑁®𝜉 𝑌 = [ ®𝜉, 𝑌 ] + 𝑁𝑌, 4) ∇𝑁

𝑌
𝑍 = ∇𝑌𝑍, 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀), 𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝐷). Здесь ∇ –

внутренняя линейная связность [5]. Кручение 𝑆 (𝑋,𝑌 ) связности ∇𝑁 находится по формуле [5]:

𝑆 (𝑋,𝑌 ) = 2𝜔 (𝑋,𝑌 ) ®𝜉 + 𝜂 (𝑋 )𝑁𝑌 − 𝜂 (𝑌 )𝑁𝑋, 𝑋,𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀).

В предлагаемой работе мы определяем субриманову квази-статистическую структуру как триплет
(𝑀,𝑔,∇𝑁 ), где 𝑀 – почти контактное метрическое многообразие, а связность ∇𝑁 связана с метрикой 𝑔
посредством равенства

∇𝑁𝑋 𝑔(𝑋,𝑌 ) − ∇𝑁𝑌 𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) − 2𝜔 (𝑋,𝑌 )𝜂 (𝑍 ) = 0,

где 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) = 𝑔(𝑆 (𝑋,𝑌 ), 𝑍 ), 𝑋, 𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀), 𝜔 = 𝑑𝜂.

Расширение термина «квази-статистическая структура» путем добавления слова «субриманова»
оправдано использованием в определяющем структуру равенстве внешней формы𝜔 = 𝑑𝜂, относящейся
к внутренней геометрии субриманова многообразия контактного типа [14]. Субриманово многообразие
контактного типа является естественным обобщением почти контактного метрического многообразия.
Из равенства

∇𝑁𝑋 𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑁𝑌 𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) − 2𝜔 (𝑋,𝑌 )𝜂 (𝑍 ) = 0, 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀)

следует равенство
∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) = ∇𝑌𝑔(𝑋,𝑍 ), 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝐷).

Последнее означает, что внутренняя связность ∇ совместима с метрикой 𝑔, являющейся ограниче-
нием исходного метрического тензора на распределении 𝐷.

Статистическая структура, введенная Лауритценом в [19], представляет собой пару (𝑔,∇), где 𝑔 –
псевдориманова метрика и ∇ – совместимая с ней линейная связность без кручения. Многообразие 𝑀,
оснащенное статистической структурой, получает название статистического многообразия. К теории
статистических структур тесно примыкает теория сопряженных линейных связностей, разработанная
А.П. Норденом [9]. Совокупность связностей без кручения, сопряженных относительно метрики, состав-
ляет весьма интересный класс связностей, совместимых с метрикой. Этот класс наряду со связностьюЛе-
ви – Чивиты – единственной самосопряженной связностью – включает другие связности, вызывающие
интерес исследователей. Линейные связности, совместимые с римановойметрикой, находят интересные
приложения в геометрическом истолковании ряда вопросов математической статистики [8, 10, 11].

Для описания геометрических структур в пространствах квантовых состояний Курозе вводит по-
нятие квази-статистического многообразия, допуская наличие кручения у связности, совместимой с
метрикой [18]. В работе [13] предложены способы построения квази-статистических структур.

Мы будем называть N-связность ∇𝑁 продолжением связности ∇ посредством эндоморфизма 𝑁 .
Задавая подходящим образом эндоморфизм 𝑁, можно получить большинство из известных ранее

классов связностей с кручением – связность Схоутена-ван Кампена, связность Танаки – Вебстера и др.
[5]. В то же время, в тех работах, в которых использовались связности с кручением ∇𝑁 (для конкретных
эндоморфизмов 𝑁 ), присутствие эндоморфизма 𝑁 явно не обсуждалось. Исключение представляет ра-
бота [14] (см., также, [4]), где свойства эндоморфизма𝑁, обозначаемого в работе символом «𝜏», получили
конкретное описание.

Мотивация определения и изучения субримановой квази-статистической структуры (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) под-
крепляется следующими обстоятельствами:

1. Как уже было сказано выше – класс связностей ∇𝑁 широко представлен в современных геометри-
ческих исследованиях;

2. N-связность ∇𝑁 возникает естественным образом как продолжение внутренней связности ∇, за-
нимающей важное место в геометрическом моделировании задач неголономной механики и теорети-
ческой физики [17].
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2. Основные результаты. Почти контактным метрическим многообразием называется гладкое
многообразие𝑀 нечетной размерности 𝑛 = 2𝑚 + 1, 𝑚 ≥ 1 с заданной на нем почти контактной метриче-
ской структурой (𝑀, ®𝜉, 𝜂, 𝜑, 𝑔) [15]. Здесь, в частности, 𝜂 – 1 – форма и ®𝜉 – векторное поле, порождающие,
соответственно, распределение 𝐷 : 𝐷 = 𝑘𝑒𝑟 (𝜂) и оснащение 𝐷⊥ распределения 𝐷 : 𝐷⊥ = 𝑆𝑝𝑎𝑛( ®𝜉). Гладкое
распределение 𝐷 называется распределением почти контактного метрического многообразия. Имеет
место разложение𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕𝐷⊥ . Почти контактное метрическое многообразие называется нормальным,
если выполняется условие 𝑁𝜑 + 2𝑑𝜂 ⊗ ®𝜉 = 0, где 𝑁𝜑 (𝑋,𝑌 ) = [𝜑𝑋,𝜑𝑌 ] + 𝜑2 [𝑋,𝑌 ] − 𝜑 [𝜑𝑋,𝑌 ] − 𝜑 [𝑋,𝜑𝑌 ]
– тензор Нейенхейса эндоморфизма 𝜑. Нормальное почти контактное метрическое многообразие 𝑀
называется неголономным многообразием Кенмоцу, если выполняется 𝐿 ®𝜉𝑔 = 2(𝑔 − 𝜂 ⊗ 𝜂) [1].

Карта 𝑘 (𝑥𝑖 ) (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, ..., 𝑛;𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, ..., 𝑛 − 1) многообразия 𝑀 называется адаптированной к распре-
делению 𝐷, если 𝜕𝑛 = ®𝜉 [6]. Пусть 𝑃 : 𝑇𝑀 → 𝐷 – проектор, определяемый разложением 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ 𝐷⊥,
и 𝑘 (𝑥𝑎) – адаптированная карта. Векторные поля 𝑃 (𝜕𝑎) = ®𝑒𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛𝑎 𝜕𝑛 порождают распределе-
ние 𝐷 : 𝐷 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(®𝑒𝑎). Для неголономного поля базисов (®𝑒𝑖 ) = (®𝑒𝑎, 𝜕𝑛) выполняется соотношение
[®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛 .Для нормального почти контактногометрическогомногообразия выполняется условие
𝜔 (®𝜉, ·) = 0. Это условие эквивалентно тому, что в адаптированных координатах 𝜕𝑛Γ𝑛𝑎 = 0.

Пусть 𝑘 (𝑥𝑖 ) и 𝑘 ′ (𝑥𝑖′ ) – адаптированные карты, тогда получаем следующие формулы преобразования
координат: 𝑥𝑎 = 𝑥𝑎 (𝑥𝑎′ ), 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛

′ + 𝑥𝑛 (𝑥𝑎′ ).
Внутренней линейной связностью ∇ [15] на почти контактном метрическом многообразии называ-

ется отображение ∇ : Γ(𝐷) × Γ(𝐷) −→ Γ(𝐷), удовлетворяющее следующим условиям:
1)∇𝑓1𝑋+𝑓2𝑌 = 𝑓1∇𝑋 + 𝑓2∇𝑌 ,
2)∇𝑋 𝑓 𝑌 = (𝑋 𝑓 )𝑌 + 𝑓 ∇𝑋𝑌,
3)∇𝑋 (𝑌 + 𝑍 ) = ∇𝑋𝑌 + ∇𝑋𝑍,

где Γ(𝐷) – модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой точке принадлежащих
распределению 𝐷).

Пусть ∇̃ связность Леви – Чивиты и Γ̃𝑖
𝑗𝑘
– ее коэффициенты. Воспользовавшись равенством

Γ𝑚𝑖 𝑗 =
1
2
𝑔𝑘𝑚 (®𝑒𝑖𝑔 𝑗𝑘 + ®𝑒 𝑗𝑔𝑖𝑘 − ®𝑒𝑘𝑔𝑖 𝑗 + Ω𝑙

𝑘 𝑗
𝑔𝑙𝑖 + Ω𝑙

𝑘𝑖
𝑔𝑙 𝑗 ) + Ω𝑚𝑖 𝑗 ,

где [®𝑒𝑖 , ®𝑒 𝑗 ] = Ω𝑚𝑖 𝑗 ®𝑒𝑘 , убеждаемся в справедливости следующего предложения [15].
Предложение 1. Коэффициенты Γ̃𝑖

𝑗𝑘
связности Леви – Чивиты почти контактного метрического

многообразия в адаптированных координатах имеют вид:
Γ̃𝑐
𝑎𝑏

= Γ𝑐
𝑎𝑏
, Γ̃𝑛
𝑎𝑏

= 𝜔𝑏𝑎 −𝐶𝑎𝑏, Γ̃𝑏𝑎𝑛 = Γ̃𝑏𝑛𝑎 = 𝐶
𝑏
𝑎 +𝜓𝑏𝑎 , Γ̃𝑛𝑛𝑎 = −𝜕𝑛Γ𝑛𝑎 , Γ̃𝑎𝑛𝑛 = 𝑔𝑎𝑏𝜕𝑛Γ

𝑛
𝑏
,

где Γ𝑎
𝑏𝑐

= 1
2𝑔
𝑎𝑑 (®𝑒𝑏𝑔𝑐𝑑 + ®𝑒𝑐𝑔𝑏𝑑 − ®𝑒𝑑𝑔𝑏𝑐 ), 𝜓𝑏𝑎 = 𝑔𝑏𝑐𝜔𝑎𝑐 , 𝐶𝑎𝑏 = 1

2 𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏, 𝐶
𝑏
𝑎 = 𝑔𝑏𝑐𝐶𝑎𝑐 .

Здесь эндоморфизм 𝜓 : 𝑇𝑀 −→ 𝑇𝑀 определяется из равенства 𝜔 (𝑋,𝑌 ) = 𝑔(𝜓𝑋,𝑌 ). Выполняются
также следующие соотношения: 𝐶 (𝑋,𝑌 ) = 1

2 (𝐿 ®𝜉𝑔) (𝑋,𝑌 ), 𝑔(𝐶𝑋,𝑌 ) = 𝐶 (𝑋,𝑌 ).
Заметим, что если 𝜔 ( ®𝜉, ·), выражения для коэффициентов Γ̃𝑖

𝑗𝑘
связности Леви – Чивиты почти кон-

тактного метрического многообразия в адаптированных координатах принимают более простой вид.
Ненулевыми компонентами связности Леви – Чивиты остаются следующие компоненты:

Γ̃𝑐
𝑎𝑏

= Γ𝑐
𝑎𝑏
, Γ̃𝑛
𝑎𝑏

= 𝜔𝑏𝑎 −𝐶𝑎𝑏, Γ̃𝑏𝑎𝑛 = Γ̃𝑏𝑛𝑎 = 𝐶
𝑏
𝑎 +𝜓𝑏𝑎 .

Заметим, что для многообразия Кенмоцу 𝐶𝑎𝑏 = 𝑔𝑎𝑏 и 𝐶𝑏𝑎 = 𝛿𝑏𝑎 .

Пусть ∇ – внутренняя линейная связность, ∇𝑁 – связность, однозначно определяемая условиями:
1) ∇𝑁

𝑋
∈ Γ(𝐷), 2) ∇𝑁

𝑋
®𝜉 = 0, 3) ∇𝑁®𝜉 𝑌 = [ ®𝜉, 𝑌 ] + 𝑁𝑌, 4) ∇𝑁

𝑌
𝑍 = ∇𝑌𝑍, 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀), 𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝐷).

На протяжении всей работы будем полагать, что кручение 𝑇 (𝑋,𝑌 ) внутренней линейной связности
∇ равно нулю:

𝑇 (𝑋,𝑌 ) = ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 − 𝑃 [𝑋,𝑌 ] = 0.

Непосредственно проверяется, что кручение 𝑆 (𝑋,𝑌 ) связности ∇𝑁 находится по формуле:

𝑆 (𝑋,𝑌 ) = 2𝜔 (𝑋,𝑌 ) ®𝜉 + 𝜂 (𝑋 )𝑁𝑌 − 𝜂 (𝑌 )𝑁𝑋,𝑋,𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀).

Здесь 𝜔 (𝑋,𝑌 ) = 𝑑𝜂 (𝑋,𝑌 ).
Если ∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) = 0, 𝑋, 𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝐷), то будет справедливо следующее равенство:

∇𝑁𝑋 𝑌 = ∇̃𝑋𝑌 + (∇̃𝑋𝜂) (𝑌 ) ®𝜉 − 𝜂 (𝑌 )∇̃𝑋 ®𝜉 − 𝜂 (𝑋 ) (𝐶 +𝜓 − 𝑁 )𝑌 .

Непосредственно проверяется, что в этом случае в адаптированных координатах ненулевые компо-
ненты 𝐺𝑖

𝑗𝑘
связности ∇𝑁 имеют вид 𝐺𝑎

𝑏𝑐
= 1

2𝑔
𝑎𝑑 (®𝑒𝑏𝑔𝑐𝑑 + ®𝑒𝑐𝑔𝑏𝑑 − ®𝑒𝑑𝑔𝑏𝑐 ), 𝐺𝑏𝑛𝑎 = 𝑁𝑏𝑎 .
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В случае внутренней линейной связности (не обязательно метрической) коэффициенты 𝐺𝑎
𝑏𝑐

нахо-
дятся из соотношения ∇𝑎®𝑒𝑏 = 𝐺𝑐

𝑎𝑏
®𝑒𝑐 .

Положим, 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) = 𝑔(𝑆 (𝑋,𝑌 ), 𝑍 ), 𝑋, 𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀). В адаптированных координатах ненулевые
компоненты тензора 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) = 𝑔(𝑆 (𝑋,𝑌 ), 𝑍 ), 𝑋, 𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀) будут иметь следующий вид:

𝑆 (®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏, 𝜕𝑛) = 2𝜔𝑎𝑏, 𝑆 (®𝑒𝑎, 𝜕𝑛, ®𝑒𝑏) = −𝑔(𝑁 ®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏), 𝑆 (𝜕𝑛, ®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏) = 𝑔(𝑁 ®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏).
Понятие квази-статистической структуры на римановом многообразии введено в работе [18]. Три-

плет (𝑀,𝑔,∇) называется квази-статистической структурой, если выполняется следующее равенство
[18]:

∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑌𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) = 0, 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀).

Мы назовем триплет (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) субримановой квази-статистической структурой (СРКС-структурой),
если имеет место равенство

Φ(𝑋,𝑌, 𝑍 ) = ∇𝑁𝑋 𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑁𝑌 𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) − 2𝜔 (𝑋,𝑌 )𝜂 (𝑍 ) = 0,

где 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) = 𝑔(𝑆 (𝑋,𝑌 ), 𝑍 ), 𝑋, 𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀), 𝜔 = 𝑑𝜂. При этом будем полагать, что кручение внутренней
связности ∇ равно нулю. Заметим, что если (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) – субриманова квази-статистическая структура,
то

∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑌𝑔(𝑋,𝑍 ) = 0, 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝐷).

Можноконстатировать следующее: если триплет (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) является субримановойквази-статистической
структурой, то соответствующая внутренняя связность ∇ совместима с ограничением метрики 𝑔 на рас-
пределении 𝐷.

Теорема 1. Триплет (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) является СРКС-структурой почти контактного метрического много-
образия𝑀 тогда и только тогда, когда 𝑁 = 2𝐶 и ∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑌𝑔(𝑋,𝑍 ) = 0 𝑋,𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝐷).
Доказательство. Перепишем равенство

∇𝑁𝑋 𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑁𝑌 𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) − 2𝜔 (𝑋,𝑌 )𝜂 (𝑍 ) = 0, 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀)

в адаптированных координатах.
Если 𝑋 = 𝜕𝑛, 𝑋 = ®𝑒𝑏, 𝑋 = ®𝑒𝑐 , то получаем: ∇𝑁𝑛 𝑔(®𝑒𝑏, ®𝑒𝑐 ) + 𝑔(𝑁 ®𝑒𝑏, ®𝑒𝑐 ) = 0.
Отсюда в адаптированных координатах имеем:

𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 − 𝑁𝑑𝑏 𝑔𝑑𝑎 − 𝑁
𝑑
𝑐 𝑔𝑏𝑑 + 𝑁𝑑𝑏 𝑔𝑑𝑎 = 0.

Окончательно получается равенство 𝑁𝑎
𝑏
= 2𝐶𝑎

𝑏
. Теорема доказана.

Пусть теперь (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) – СРКС-структура. Обращаясь к уравнению

∇𝑁𝑋 𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑁𝑌 𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) − 2𝜔 (𝑋,𝑌 )𝜂 (𝑍 ) = 0,

получаем следующую модификацию теоремы 1:
Теорема 2. Триплет (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) в случае, когда ∇ – внутренняя метрическая связность, является суб-

римановой квази-статистической структурой на неголономном многообразии Кенмоцу𝑀 тогда и только
тогда, когда 𝑁 = 2𝐸, где 𝐸𝑋 = 𝑋, 𝐸 ®𝜉 = 0, 𝑋 ∈ Γ(𝐷).

Таким образом, в адаптированных координатах ненулевые компоненты𝐺𝑖
𝑗𝑘
связности ∇𝑁 в рассмат-

риваемом случае имеют вид

𝐺𝑎
𝑏𝑐

=
1
2
𝑔𝑎𝑑 (®𝑒𝑏𝑔𝑐𝑑 + ®𝑒𝑐𝑔𝑏𝑑 − ®𝑒𝑑𝑔𝑏𝑐 ), 𝐺𝑏𝑛𝑎 = 2𝛿𝑎

𝑏
.

Пусть ∇̃𝑁 – связность, сопряженная к связности ∇𝑁 , входящей в СРКС-структуру (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) :

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) = 𝑔(∇𝑁𝑋 𝑌, 𝑍 ) + 𝑔(𝑌, ∇̃
𝑁
𝑋 𝑍 ).

Найдем компоненты 𝐺̃𝑖
𝑗𝑘
связности ∇̃𝑁 в адаптированных координатах. Полагая𝑋 = ®𝑒𝑎, 𝑌 = ®𝑒𝑏, 𝑍 = ®𝑒𝑐 ,

получаем 𝐺̃𝑎
𝑏𝑐

= 𝐺𝑎
𝑏𝑐
.

В случае, когда 𝑋 = 𝜕𝑛, 𝑋 = ®𝑒𝑏, 𝑋 = ®𝑒𝑐 , имеем: 𝐺̃𝑏𝑛𝑎 = 0.
Все остальные компоненты 𝐺̃𝑖

𝑗𝑘
равны нулю.

Предложение 2. Ненулевые компоненты 𝐺̃𝑖
𝑗𝑘

связности ∇̃𝑁 , сопряженной связности ∇𝑁 , имеют вид:

𝐺̃𝑎
𝑏𝑐

= 𝐺𝑎
𝑏𝑐
. Или в случае метрической связности ∇ : 𝐺̃𝑎

𝑏𝑐
= 1

2𝑔
𝑎𝑑 (®𝑒𝑏𝑔𝑐𝑑 + ®𝑒𝑐𝑔𝑏𝑑 − ®𝑒𝑑𝑔𝑏𝑐 ).

Тем самым установлено, что сопряженная связность к связности ∇𝑁 также имеет строение
𝑁 -связности с нулевым структурным эндоморфизмом 𝑁 . Следующее утверждение является аналогом
предложения 1 из работы [12].
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Предложение 3.Пусть𝑀 – почти контактное метрическое многообразие и пусть𝑄 - тензорное поле
типа (1,2), такое, что 𝑔(𝑄 (𝑋,𝑍 ), 𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑄 (𝑌, 𝑍 )) . Тогда (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) – субриманова квази-статистическая
структура тогда и только тогда, когда (𝑀,𝑔, ¤∇𝑁 = ∇𝑁 +𝑄) – субриманова квази-статистическая струк-
тура.
Доказательство. Воспользуемся равенствами, полученными в работе [12]:

¤𝑆 (𝑋,𝑌 ) = 𝑆 (𝑋,𝑌 ) +𝑄 (𝑋,𝑌 ) −𝑄 (𝑌,𝑋 ),
¤∇𝑁
𝑋
𝑔(𝑌, 𝑍 ) = ∇𝑁

𝑋
𝑔(𝑌, 𝑍 ) − 𝑔(𝑄 (𝑋,𝑌 ), 𝑍 ) − 𝑔(𝑌,𝑄 (𝑋,𝑍 )) .

Отсюда заключаем, что

¤Φ(𝑋,𝑌, 𝑍 ) = Φ(𝑋,𝑌, 𝑍 ) + 𝑔(𝑋,𝑄 (𝑌, 𝑍 )) − 𝑔(𝑌,𝑄 (𝑋,𝑍 )), 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀).

Здесь: ¤Φ(𝑋,𝑌, 𝑍 ) = ¤∇𝑁
𝑋
𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ¤∇𝑁

𝑌
𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) − 2𝜔 (𝑋,𝑌 )𝜂 (𝑍 ) = 0.

Тем самым, предложение доказано.
Ниже приводится адаптированное к нашему случаю определение квази-полу-вейлевой структуры,

впервые опубликованное в работе [12]. Пусть𝑀 – почти контактное метрическое многообразие. Триплет
(𝑀,𝑔,∇𝑁 ) называется квази-полу-вейлевой структурой, если выполняется следующее равенство:

∇𝑁𝑋 𝑔(𝑌, 𝑍 ) + 𝜂 (𝑋 )𝑔(𝑌, 𝑍 ) = ∇𝑁𝑌 𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝜂 (𝑌 )𝑔(𝑋,𝑍 ) − 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ).

Перепишем последнее равенство в адаптированных координатах, имеем:
1) Если 𝑋 = ®𝑒𝑎, 𝑌 = ®𝑒𝑏, 𝑍 = 𝜕𝑛, то отсюда следует, что 𝑑𝜂 = 0;
2) Если 𝑋 = 𝜕𝑛, 𝑋 = ®𝑒𝑏, 𝑋 = ®𝑒𝑐 , то получаем:

∇𝑁𝑛 𝑔(®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏) + 𝑔(®𝑒𝑏, ®𝑒𝑐 ) = −𝑔(𝑁 ®𝑒𝑏, ®𝑒𝑐 ).

Отсюда в адаптированных координатах имеем:

𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 − 𝑁𝑑𝑏 𝑔𝑑𝑎 − 𝑁
𝑑
𝑐 𝑔𝑏𝑑 + 𝑔𝑏𝑐 = −𝑁𝑑

𝑏
𝑔𝑑𝑎 .

Окончательно получается равенство
𝑁𝑎
𝑏
= 2𝐶𝑎

𝑏
+ 𝛿𝑎

𝑏
.

Тем самым, имеет место следующая теорема:
Теорема 3. Триплет (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) является квази-полу-вейлевой структурой почти контактного мет-

рического многообразия𝑀 тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:
1. Распределение 𝐷 многообразия𝑀 инволютивно;
2. Структурный эндоморфизм N имеет следующее строение:
𝑁 = 2𝐶 + 𝐸, где 𝐸𝑋 = 𝑋, 𝐸 ®𝜉 = 0, 𝑋 ∈ Γ(𝐷) .
3. Внутренняя связность ∇ совместима с ограничением метрики 𝑔 на распределении 𝐷 :

∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑌𝑔(𝑋,𝑍 ) = 0, 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝐷).

Для того, чтобы отказаться от требования инволютивности распределения 𝐷 многообразия𝑀, уточ-
ним определение квази-полу-вейлевой структуры следующим образом. А именно, назовем триплет
(𝑀,𝑔,∇𝑁 ) субримановой квази-полу-вейлевой структурой, если выполняется следующее равенство:

∇𝑁𝑋 𝑔(𝑌, 𝑍 ) + 𝜂 (𝑋 )𝑔(𝑌, 𝑍 ) = ∇𝑁𝑌 𝑔(𝑋,𝑍 ) + 𝜂 (𝑌 )𝑔(𝑋,𝑍 ) − 𝑆 (𝑋,𝑌, 𝑍 ) + 2𝜔 (𝑋,𝑌 )𝜂 (𝑍 ), 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀).

Перепишем последнее равенство в адаптированных координатах.
Если 𝑋 = 𝜕𝑛, 𝑋 = ®𝑒𝑏, 𝑋 = ®𝑒𝑐 , то получаем:

∇𝑁𝑛 𝑔(®𝑒𝑎, ®𝑒𝑏) + 𝑔(®𝑒𝑏, ®𝑒𝑐 ) = −𝑔(𝑁 ®𝑒𝑏, ®𝑒𝑐 ).

Отсюда в адаптированных координатах имеем:

𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 − 𝑁𝑑𝑏 𝑔𝑑𝑎 − 𝑁
𝑑
𝑐 𝑔𝑏𝑑 + 𝑔𝑏𝑐 = −𝑁𝑑

𝑏
𝑔𝑑𝑎 .

Окончательно получается равенство
𝑁𝑎
𝑏
= 2𝐶𝑎

𝑏
+ 𝛿𝑎

𝑏
.

Имеет место следующая теорема:
Теорема 4. Триплет (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) является субримановой квази-полу-вейлевой структурой почти кон-

тактного метрического многообразия𝑀 тогда и только тогда, когда:
1. 𝑁 = 2𝐶 + 𝐸, где 𝐸𝑋 = 𝑋, 𝐸 ®𝜉 = 0, 𝑋 ∈ Γ(𝐷);
2. ∇𝑋𝑔(𝑌, 𝑍 ) − ∇𝑌𝑔(𝑋,𝑍 ) = 0, 𝑋,𝑌 , 𝑍 ∈ Γ(𝐷).
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Теорема 5, фиксирующая связи между понятиями субримановой квази-статистической структуры и
субримановой квази-полу-вейлевой структуры почти контактного метрического многообразия, являет-
ся следствием теорем 1, 4.

Теорема 5.Пусть связности∇𝑁 и∇ ¤𝑁 являются продолжениямиоднойи тойже внутренней связности
∇ почти контактного метрического многообразия 𝑀. Тогда триплет (𝑀,𝑔,∇𝑁 ) является субримановой
квази-статистической структурой тогда и только тогда, когда триплет (𝑀,𝑔,∇ ¤𝑁 ) является субримановой
квази-полу-вейлевой структурой, где ¤𝑁 = 𝑁 + 𝐸.

3. Заключение.Настоящая статья вносит дополнительный вклад в теориюN-связностей, используе-
мых для развития и многочисленных приложений геометрии почти контактных метрических многооб-
разий. Связность ∇𝑁 , являющаяся продолжением внутренней связности ∇ посредством эндоморфизма
N, в определенном смысле органично соответствует идеям геометризации обширного класса задач
теоретической физики. Еще предстоит по существу прояснить роль N-связностей в известной геомет-
рической интерпретации движения заряженной частицы в объединенной теории гравитационных и
электромагнитных взаимодействий [17].
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