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Аннотация. В работе рассматривается геометрия стохастических дифференциальных уравнений. На основе корре-
ляционных соотношений для средних значений Винеровского процесса предлагается расширение распределения
Картана. Несмотря на особенности, переплетающие независимые переменные, данное распределение допускает
существование полей Ли и их лифты. Геометрическая постановка задачи вариационного исчисления предполагает
использование распределения Картана в качестве неголономной связи и введения дифференциальной 1-формы
импульса как множителя Лагранжа. На основе этого в рабoте получено уравнение Эйлера – Лагранжа, реализую-
щее уравнение Ито как экстремаль некоторого функционала, а также система уравнений Якоби в гамильтоновой
форме.
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1. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений как подмногообразие Σ в расслоении джетов
𝐽𝑛 (𝜋): 𝐸 → 𝑀 , определяемое уравнениями

𝐹 (𝑥,𝑦, 𝑝00, 𝑝10, 𝑝01, 𝑝20, 𝑝11, 𝑝02) = 0,

где 𝑥,𝑦 ∈ 𝑀 ⊂ 𝑅, 𝑢 = 𝑝0 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅, 𝑝𝑖 ∈ 𝐽 𝑖 (𝜋) ⊂ 𝑅𝑛 , 𝐸 = 𝑀 ×𝑈 . В работе рассматривается аксиоматический
подход к исследованию геометрии стохастических дифференциальных уравнений. Как и любое диффе-
ренциальное уравнение оно описывает струю в пространстве джетов 𝐽 1 (2, 1) = 𝐽 1 (

𝑅2, 𝑅
)
, с локальными

координатами
(
𝑥,𝑦,𝑢,𝑢𝑡 , 𝑢𝑦, 𝑢𝑦𝑦

)
, где расширение расслоения до вторых производных

(
𝑢𝑦𝑦

)
является

следствием корреляционых соотношений для средних Винеровского процесса [4]

< 𝑑𝑦 >= 0, < 𝑑𝑦2 >=< 𝑑𝑥 > .
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С каждым таким многообразием джетов ассоциировано каноническое подрасслоение

𝑊 ∗ ⊂ 𝑇 ∗
(
𝐽𝑘 (𝑅,𝑀)

)
,

𝑊 ∗ = 𝑠𝑝𝑎𝑛
(
𝜃 1, 𝜃 2, ..., 𝜃𝑚

)
.

Последние соотношения позволяют ввести распределение Картана для СДУ в виде [1]

𝜃 = 𝑑𝑢 −
(
𝑢𝑥 +

1
2
𝑢𝑦𝑦

)
𝑑𝑥 − 𝑢𝑦𝑑𝑦. (1)

Как и в классическом случае,𝑊 ∗ можно определить бескоординатным способом, задавая вложение

𝐽𝑘 (𝑅,𝑀) ⊂ 𝐽 1 (
𝑅, 𝐽 1 (

𝑅, 𝐽 1 (𝑅, ...)
) )
.

Например, в случае 𝑘 = 2 подрасслоение 𝑊 ∗ ⊂ 𝑇 ∗ (
𝐽 2 (𝑅,𝑀)

)
будет индуцировано из канонического

подрасслоения в 𝑇 ∗ (
𝐽 1 (

𝑅, 𝐽 1 (𝑅,𝑀)
) )
.

Определение 1.1. [2] Градуированный идеал 𝐼 = ⊕𝑞≥0𝐼
𝑞 во внешней алгебре Λ∗ (𝑋 ) = ⊕𝑞≥0Λ

𝑞 (𝑋 ) форм
класса 𝐶∞ на многообразии 𝑋 , обладающий свойствами

𝑑𝐼 ⊂ 𝐼 ,

будем называть дифференциальным идеалом.
Таким образом, для любых

𝜔 =
∑︁

𝜔𝑘 ∈ 𝐼 ,

𝜔𝑘 ∈ Λ𝑘 (𝑋 ) ,
𝜈 ∈ Λ∗ (𝑋 )

будем иметь
𝜔𝑘 ∈ 𝐼 , 𝜔 ∧ 𝜈 ∈ 𝐼 , 𝑑𝜔 ∈ 𝐼 .

Для любого подмножества Σ ⊂ Λ∗ (𝑋 ) обозначим через {Σ} алгебраический идеал, порожденный
множеством Σ. В нашем случае

{Σ} =
{
𝜃𝑘

}
.

Таким образом, если 𝑑Σ – множество форм 𝑑𝜔 для 𝜔 ∈ Σ, то дифференциальный идеал, порожденный
Σ, – это {Σ, 𝑑Σ}. Тогда для 1-форм распределения Картана

𝐼 = {Σ, 𝑑Σ} = {𝜃, 𝑑𝜃 }

пфаффовым дифференциальным идеалом.
Пфаффов дифференциальный идеал {𝜃, 𝑑𝜃 } называется вполне интегрируемым, если

𝑑𝜃 ∈ {𝜃 } или 𝑑𝜃 = 0 𝑚𝑜𝑑 {𝜃 }.

2. Поскольку 2-форма 𝑑𝜃 ≠ 𝜃1 ∧𝜃 – по теореме Фробениуса распределение не интегрируемо. Несмот-
ря на особенности, переплетающие независимые переменные, данное распределение 𝐽𝑘 (𝜋) допускает
существование полей Ли и их поднятие в 𝐽𝑘+1 (𝜋). Для этого рассмотрим однопараметрическую груп-
пу преобразований, действующую в пространстве детерминированной и стохастической независимых
переменных и одной зависимой переменной:

𝑥 ′ = 𝑓 (𝑥,𝑤,𝑢, 𝑎),
𝑤 ′ = ℎ(𝑥,𝑤,𝑢, 𝑎),
𝑢′ = 𝜑 (𝑥,𝑤,𝑢, 𝑎).

Инфинитезимальный оператор группы G есть [3]

x = 𝜉𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜉𝑦 𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜂 𝜕

𝜕𝑢
,

где

𝜉𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑎

����
𝑎=0

, 𝜉𝑦 =
𝜕ℎ

𝜕𝑎

����
𝑎=0

, 𝜂 =
𝜕𝜑

𝜕𝑎

����
𝑎=0

.
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Найдем первое продолжение группы G:

x
1
= x + 𝜁 𝑥 𝜕

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜁𝑤 𝜕

𝜕𝑢𝑤
,

где 𝑢𝑥 = 𝜕𝑢
𝜕𝑥
, 𝑢𝑦 = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
, а действие группы на эти переменные записывается как

𝑢′𝑥 = 𝜓𝑥
(
𝑥,𝑦,𝑢,𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑎

)
,

𝑢′𝑦 = 𝜓𝑦
(
𝑥,𝑦,𝑢,𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑎

)
.

Дополнительные координаты 𝜁 𝑥 =
𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑎

���
𝑎=0

, 𝜁 𝑦 =
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑎

���
𝑎=0

будем искать, используя формулу Ито для
стохастического распределения Картана (1):

𝜃 = 𝑑𝑢 −
(
𝑢𝑥 +

1
2
𝑢𝑤𝑤

)
𝑑𝑥 − 𝑢𝑤𝑑𝑤,

𝜃𝑥 = 𝑑𝑢𝑥 −
(
𝑢𝑥𝑥 +

1
2
𝑢𝑥𝑤𝑤

)
𝑑𝑥 − 𝑢𝑥𝑤𝑑𝑤,

𝜃𝑤 = 𝑑𝑢𝑤 −
(
𝑢𝑤𝑥 +

1
2
𝑢𝑤𝑤𝑤

)
𝑑𝑥 − 𝑢𝑤𝑤𝑑𝑤.

Появление дифференциалов требует также задания правил действия продолженной группы G
1
на них

𝑑𝑥 ′ =

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2 𝑓

𝜕𝑦2

)
𝑑𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑦 + 𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑑𝑢,

𝑑𝑤 ′ =

(
𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2

)
𝑑𝑥 + 𝜕ℎ

𝜕𝑦
𝑑𝑦 + 𝜕ℎ

𝜕𝑢
𝑑𝑢,

𝑑𝑢′ =

(
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2

)
𝑑𝑥 + 𝜕𝜑

𝜕𝑦
𝑑𝑦 + 𝜕𝜑

𝜕𝑢
𝑑𝑢

в пространстве переменных
(
𝑥,𝑦,𝑢,𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑢, 𝑎

)
.

Зададим инфинитезимальный оператор

x = x
1
+𝜉𝑥 𝜕

𝜕𝑑𝑥
+ 𝜉𝑦 𝜕

𝜕𝑑𝑦
+ 𝜂 𝜕

𝜕𝑑𝑢
.

Здесь

𝜉𝑥 =
𝜕𝑑𝑥 ′

𝜕𝑎

����
𝑎=0

=

(
𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑤2

)
𝑑𝑥 + 𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝑦 + 𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑢
𝑑𝑢,

𝜉𝑦 =
𝜕𝑑𝑦′

𝜕𝑎

����
𝑎=0

=

(
𝜕𝜉𝑦

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜉𝑦

𝜕𝑦2

)
𝑑𝑥 + 𝜕𝜉𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝑦 + 𝜕𝜉𝑦

𝜕𝑢
𝑑𝑢,

𝜂 =
𝜕𝑑𝑢′

𝜕𝑎

����
𝑎=0

=

(
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜂

𝜕𝑦2

)
𝑑𝑥 + 𝜕𝜂

𝜕𝑦
𝑑𝑦 + 𝜕𝜂

𝜕𝑢
𝑑𝑢.

Записывая критерий инвариантности в виде

x𝜃 = 𝜂 −
(
𝑢𝑥 +

1
2
𝑢𝑤𝑤

)
𝜉𝑥 − 𝑢𝑤𝜉𝑤 − 𝜁 𝑥𝑑𝑥 − 𝜁𝑤𝑑𝑤 = 0.

получим

𝜁 𝑥 =

(
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜂

𝜕𝑤2 + 𝑢𝑥
𝜕𝜂

𝜕𝑢

)
−

(
𝑢𝑥 +

1
2
𝑢𝑤𝑤

) (
𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜉𝑥

𝜕𝑤2 + 𝑢𝑥
𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑢

)
− 𝑢𝑤

(
𝜕𝜉𝑤

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜉𝑤

𝜕𝑤2 + 𝑢𝑥
𝜕𝜉𝑤

𝜕𝑢

)
𝜁𝑤 =

(
𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝜂

𝜕𝑤2 + 𝑢𝑤
𝜕𝜂

𝜕𝑢

)
−

(
𝑢𝑥 +

1
2
𝑢𝑤𝑤

) (
𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑤

𝜕𝜉𝑥

𝜕𝑢

)
− 𝑢𝑤

(
𝜕𝜉𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑤

𝜕𝜉𝑤

𝜕𝑢

)
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Другими словами, инфинитезимальный сдвиг вдоль векторного поля x оставляет инвариантной
форму Картана, т. е. производная Ли формы Картана по векторному полю x есть ноль [1]. Послед-
нее обстоятельство позволяет использовать стандартные алгоритмы построения инвариантов СДУ для
нахождения частных решений, а также находить классы уравнений, инвариантных относительно вы-
деленных групп инфинитезимальных преобразований. Например, векторное поле

x = 𝑥
𝜕

𝜕𝑦
− 𝑦 𝜕

𝜕𝑥
+

(
𝑢𝑥 +

1
2
𝑢𝑦𝑦

)
𝜕

𝜕𝑢𝑦
− 𝑢𝑦

𝜕

𝜕𝑢𝑥

сохраняет распределение Картана. Действительно, непосредственной проверкой можно показать, что
производная Ли формы 𝜃 по векторному полю x:

L𝑋𝜃 = x⌟𝑑𝜃 + 𝑑x⌟𝜃 = 0,

поэтому оно является контактным преобразованием.
3. Внешняя дифференциальная система (𝐼 , 𝜔) на многообразии 𝑋 задается дифференциальным иде-

алом 𝐼 ⊂ Λ∗ (𝑋 ) и формой 𝜔 ∈ Λ𝑛 (𝑋 ).
Произвольный интегральный элемент системы (𝐼 , 𝜔) задается парой (𝑝, 𝐸), состоящей из точки 𝑝 ∈ 𝑋

и 𝑛-мерной плоскости 𝐸 ⊂ 𝑇𝑝 (𝑋 ), удовлетворяющей условиям:

𝜃 |𝐸 = 0, ∀𝜃 ∈ 𝐼 ,
𝜔 |𝐸 ≠ 0.

Данная запись означает, что в кокасательном расслоении над 𝑋 задана двухступенчатая фильтрация
подрасслоениями

𝑊 ∗ ⊂ 𝐿∗ ⊂ 𝑇 ∗ (𝑋 ) , 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐿∗/𝑊 ∗ = 1.

Здесь, 𝑟𝑎𝑛𝑘 Ω – ранг формы, т. е. число 𝑛 такое, что

Ω𝑛 ≠ 0,
Ω𝑛+1 = 0.

Пример. На многообразии 𝑋 = 𝐽 1 (
𝑅2, 𝑀

)
в локальных координатах система (𝐼 , 𝜔) имеет вид{
𝜃 = 0,
𝜔 = 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ≠ 0,

где первое уравнение имеет смысл неголономной связи, налагаемой на интегральное многообразие, а
второе уравнение есть условие трансверсальности, налагаемое на решения. Интегральныемногообразия
этой дифференциальной системы задаются 1-струями параметризованных иммерсированных кривых
в𝑀 . Другими словами, первыми интегралами системы (𝐼 , 𝜔) являются 1-струи кривых в𝑀 [5].

Теперь будем искать на некотором многообразии 𝑋 пфаффову систему (𝐽 , 𝜔), интегральные мно-
гообразия 𝑁 которой находятся в естественном взаимно-однозначном соответствии с интегральными
многообразиями системы (𝐼 , 𝜔), удовлетворяющими уравнениям Эйлера – Лагранжа для функционала

Φ =

∫
𝑓 𝜑,

где 𝜑 ∈ Λ𝑛 (𝑋 ).
Поставленнуювариационнуюзадачу, ассоциированнуюсфункционаломΦ, обозначимчерез (𝐽 , 𝜔 ;𝜑).

Геометрическая постановка задачи вариационного исчисления

v⌟𝑑 (𝐿𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 + Λ ∧ 𝜃 ) = 0

предполагает использование распределения Картана 𝜃 в качестве неголономной связи и введения диф-
ференциальной 1-формы импульса

Λ = 𝜆𝑑𝑥 + 𝜇𝑑𝑦

как множителя Лагранжа. Здесь 𝐿 – плотность лагранжиана, а 𝜔 = 𝐿𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ≠ 0 – условие трансверсаль-
ности. Используя в качестве векторных полей

v = 𝜕𝜃 , v = 𝜕𝑢𝑥 , v = 𝜕𝑢𝑦
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получим систему

𝐿𝑢𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 = −𝑑𝜆 ∧ 𝑑𝑥 − 𝑑𝜇 ∧ 𝑑𝑦,
𝜆 = 𝐿𝑢𝑦 ,

𝜇 = −
𝐿𝑢𝑥

1 + 1
2
𝑑𝑢𝑦𝑦

𝑑𝑢𝑥

.

Тогда уравнения Эйлера – Лагранжа поставленной вариационной задачи принимают вид

𝐿𝑢 =
𝑑

𝑑𝑥

©­«
𝐿𝑢𝑥

1 + 1
2
𝑑𝑢𝑦𝑦

𝑑𝑢𝑥

ª®¬ + 𝑑

𝑑𝑦

(
𝐿𝑢𝑦

)
.

4. Рассмотрим теперь гамильтонов вариант данной задачи. Для этого приведем форму

𝜓 = 𝐿𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 + Λ ∧ 𝜃

к нормальному виду Пфаффа – Дарбу
𝜓 = −𝐻𝜔 + Λ ∧ 𝑑𝑢,

с гамильтонианом
𝐻 = −𝐿 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥/2

1 + 1
2
𝑑𝑢𝑦𝑦

𝑑𝑢𝑥

𝐿𝑢𝑥 + 𝑢𝑦𝐿𝑢𝑦 .

В классическом случае гамильтонианом 𝐻 , ассоциированным с вариационной задачей (𝐽 , 𝜔 ;𝜑), на-
зывается ограничение на пространство импульсов 𝑌 ⊂ 𝑇 ∗ (𝑋 ) функции

𝐻 = −𝐿 + 𝜇𝑢𝑥 + 𝜆𝑢𝑦 .

Дифференцируя форму Пфаффа – Дарбу, получим структурные уравнения

Ψ = 𝑑𝜓,

или
Ψ = − 𝜕𝐻

𝜕𝑢
𝑑𝑢 ∧ 𝜔 − 𝜕𝐻

𝜕𝜆
𝑑𝜆 ∧ 𝜔 − 𝜕𝐻

𝜕𝜇
𝑑𝜇 ∧ 𝜔 + 𝑑𝜆 ∧ 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑢 + 𝑑𝜇 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑢.

Ограничение этойформына поля v = 𝜕𝑢 , v = 𝜕𝜆 , v = 𝜕𝜇 дает систему Картана𝐶 (Ψ𝑌 ), которая порождается
уравнениями Пфаффа

𝜂1 = −𝐻𝑢𝜔 + 𝑑𝜆 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑑𝜇 ∧ 𝑑𝑦,
𝜂2 = −𝐻𝜆𝜔 + 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑢,
𝜂3 = −𝐻𝜇𝜔 + 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑢.

Заметим, что векторное поле v = 𝜕𝑢 является полем Риба:

v⌟𝜓 = Λ,
v⌟Ψ = v⌟𝑑𝜓 = 0.

Вместе с условиями трансверсальности 𝜔 ≠ 0 уравнения Пфаффа образуют систему Эйлера – Лагранжа
(𝐽 , 𝜔) на пространстве импульсов 𝑌 , а ее решения находятся из динамических уравнений Гамильтона:

𝑑𝐻

𝑑𝑢
= −𝑑𝜆

𝑑𝑦
+ 𝑑𝜇
𝑑𝑥
,

𝑑𝐻

𝑑𝜆
=

𝑑𝜇

𝑑𝑦
,

𝑑𝐻

𝑑𝜇
= −𝑑𝜆

𝑑𝑥
.

Можно видеть, что множители Лагранжа (𝜆, 𝜇) здесь приобретают смысл обобщенных импульсов.
Определение2.Пусть𝑁 ⊂ 𝑋 –интегральноемногообразие системы (𝐼 , 𝜔) с ассоциированной системой

Эйлера – Лагранжа (𝐽 , 𝜔) на пространстве импульсов 𝑌 . Тогда для интегрального многообразия Γ ⊂ 𝑌

касательное пространство 𝑇Γ (𝐽 , 𝜔) – является пространством якобиевых векторных полей.
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Рассматривая нормальное векторное поле

x = 𝑈
𝜕

𝜕𝑢
+𝑉 𝜕

𝜕𝜆
+𝑊 𝜕

𝜕𝜇
,

из условия L𝑥𝜂 = 0 получим систему уравнений Якоби в гамильтоновой форме

𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2 − 𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 𝑈

𝜕2𝐻

𝜕𝑢2 +𝑉 𝜕2𝐻

𝜕𝑢𝜕𝜆
+𝑊 𝜕2𝐻

𝜕𝑢𝜕𝜇
,

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −

(
𝑈
𝜕2𝐻

𝜕𝑢𝜕𝜆
+𝑉 𝜕

2𝐻

𝜕𝜆2 +𝑊 𝜕2𝐻

𝜕𝜆𝜕𝜇

)
,

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ 1

2
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2 = −
(
𝑈
𝜕2𝐻

𝜕𝜆𝜕𝜇
+𝑉 𝜕2𝐻

𝜕𝜆𝜕𝜇
+𝑊 𝜕2𝐻

𝜕𝜇2

)
.
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