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Аннотация.Статья посвящена исследованиюфункционально-дифференциального уравнения эллиптического ти-
па, содержащего в старшей части преобразование сжатия аргументов искомой функции, причем по разным пе-
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1. Введение. Первая часть работы посвящена первой краевой задаче

𝐴𝑅𝑢 ≡ −
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
(𝑅𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖 )𝑥 𝑗 = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐵, 𝑢 |𝜕𝐵 = 0 (1)

в ограниченной области 𝐵 ⊂ R2. Здесь

𝑅𝑖 𝑗𝑣 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑖 𝑗0𝑣 (𝑥1, 𝑥2) + 𝑎𝑖 𝑗1𝑣 (𝑞−1𝑥1, 𝑝𝑥2) + 𝑎𝑖 𝑗,−1𝑣 (𝑞𝑥1, 𝑝
−1𝑥2),

параметры сжатия 𝑝, 𝑞 > 1, коэффициенты 𝑎𝑖 𝑗0, 𝑎𝑖 𝑗,±1 ∈ C (𝑖, 𝑗 = 1, 2), а комплекснозначная функция 𝑓 (𝑥)
принадлежит пространству Лебега 𝐿2 (𝐵).

Освещается исследование известного неравенства

Re(𝐴𝑅𝑢,𝑢)𝐿2 (𝐵) ⩾ 𝑐1∥𝑢∥2
𝐻 1 (𝐵) − 𝑐2∥𝑢∥2

𝐿2 (𝐵) (∀𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵)), (2)

называемого неравенством типа Гординга, а также условие коэрцитивности оператора 𝐴𝑅 . Если поло-
жить 𝑎𝑖 𝑗,±1 = 0, то оператор 𝐴𝑅 становится линейным дифференциальным оператором второго порядка
с постоянными коэффициентами, и в этом случае оценка (2) равносильна хорошо известному условию
сильной эллиптичности:

Re
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
𝑎𝑖 𝑗0𝜉𝑖𝜉 𝑗 ⩾ 𝑐1 |𝜉 |2.

Вопрос, связанный с выполнением неравенства (2) для дифференциальных операторов, включая уравне-
ния высокого порядка, системы уравнений и переменные коэффициенты, был решен в работах [4, 22], а
для дифференциально-разностных операторов в ограниченных областях, а также в цилиндре — в работе
[25, 5, 6]. Функционально-дифференциальные уравнения, содержащие в старшей части сжатия и растя-
жения аргументов неизвестной функции, рассматривались в работах [10, 11, 12, 13], где предполагалось,
что коэффициент сжатия (растяжения) по всем переменным одинаков,

𝑣 (𝑥1, 𝑥2) ↦−→ 𝑣 (𝑞𝑥1, 𝑞𝑥2). (3)

Для такого класса уравнений были получены при постоянных коэффициентах необходимые и доста-
точные условия в алгебраической форме выполнения неравенства типа Гординга, а при переменных
коэффициентах — ряд необходимых условий и достаточных условий.

Хорошо известно, что свойства краевой задачи для функционально-дифференциального уравнения
во многом определяются структурой орбит точек области под действием группы, порожденной при-
сутствующими в уравнении преобразованиями. Для преобразований вида (3) орбиты располагаются на
лучах, выходящих из начала координат. Объективная трудность в изучении уравнений со сжатиями
(растяжениями), не позволяющая в полной мере воспользоваться существующей теорией нелокальных
эллиптических задач, состоит в том, что все орбиты сгущаются в одной точке — начале координат.

У функционально-дифференциальных уравнений, содержащих сжатия по одним переменным и
растяжения по другим,

𝑣 (𝑥1, 𝑥2) ↦−→ 𝑣 (𝑞−1𝑥1, 𝑝𝑥2), (4)

орбиты лежат на “гиперболах” |𝑥1 |ln𝑝 |𝑥2 |ln𝑞 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , что определяет основное отличие задач с ортотроп-
ными сжатиями вида (4) от задач с изотропными сжатиями вида (3).

Показано, что неравенство типа Гординга в случае уравнения (1) сводится к проверке положительной
определенности действующего в 𝐿2 (R) самосопряженного разностного оператора

𝑧 (𝑡) ↦→ 𝑧 (𝑡) + 𝑔(𝑡)𝑧 (𝑡 − 1) + 𝑔(𝑡 + 1)𝑧 (𝑡 + 1)

с гладким коэффициентом 𝑔(𝑡), имеющим конечные пределы на ±∞. В то же время, доказательство
однозначной разрешимости задачи (1), дискретности, полуограниченности и секториальной структуры
ее спектра в 𝐿2 (𝐵) при условии выполнения (2) абсолютно стандартно.

Более того, рассматриваемая задача дополняет класс задач, для которых справедлива известная гипо-
теза Т. Като о квадратном корне измаксимально аккретивного оператора, см. [23], где было показано, что
эта гипотеза справедлива для сильно эллиптических дифференциальных операторов в ограниченной
области, если коэффициенты операторов и граница области достаточно гладкие. После построения в [24]
примера регулярно аккретивного оператора, для которого гипотеза Като не выполняется, дальнейшие
исследования были посвящены расширению множества операторов, для которых она верна. Важным
шагом стало доказательство гипотезы Като для сильно эллиптических дифференциальных операторов
с измеримыми ограниченными коэффициентами [21]. Одновременно и независимо от этой работы
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для некоторого класса сильно эллиптических дифференциально-разностных операторов было доказа-
но утверждение, эквивалентное гипотезе Като [20]. В дальнейшем выполнение данной гипотезы для
более широких классов сильно эллиптических функционально-дифференциальных операторов было
доказано в [1, 18]. В [19] была изучена проблема Като для эллиптических дифференциально-разностных
операторов второго порядка с вырождением в ограниченной области.

Во второй половине статьи приведены результаты о разрешимости уравнения из (1) в весовых про-
странствах𝐻𝑠0

(
R2) (

𝑓 ∈ 𝐻𝑠0
(
R2) ) на всейплоскости. Согласно определениюВ. А. Кондратьева [7], весовым

пространством 𝐻𝑠0
(
R2) при целом неотрицательном 𝑠 называется пополнение множества 𝐶∞

0 (R2 \ {0})
по норме

∥𝑢∥𝐻𝑠
0 (R2 ) =

©­«
∑︁
|𝛼 | ≤𝑠

∫
R2

|𝑥 |2(−𝑠+|𝛼 | ) |𝐷𝛼𝑢 (𝑥) |2𝑑𝑥ª®¬
1/2

.

В [8, Глава 2, параграф 1] показано, как при помощи преобразования Меллина по радиальной перемен-
ной и разложения в тригонометрический ряд Фурье по угловой координате это определение можно
распространить на произвольный показатель 𝑠 ∈ R.

В. А. Кондратьевым весовые пространства такого типа были предложены для исследования разреши-
мости эллиптических задач в областях с угловыми или коническими особенностями. Позже оказалось
удобным использовать те же пространства и при решении краевых задач для функционально-диф-
ференциальных уравнений. Это вызвано существованием обобщенных решений, имеющих степен-
ные особенности как на границе, так и внутри области. Наличие таких решений с особенностями в
случае дифференциально-разностных уравнений продемонстрировано в [17, 26]. Для функционально-
дифференциальных уравнений со сжатием эффект появления особенностей дополнительно связан с
наличием в области неподвижной точки преобразования сжатия — начала координат. В [14] установ-
лена разрешимость в шкале весовых пространств функционально-дифференциальных уравнений с
изотропными сжатиями, т. е. одинаковыми сжатиями по всем переменным, и показано, как за счет
выбора показателей пространства добиться однозначной разрешимости.

Исследование разрешимости в весовомпространстве состоит из трех частей. В первой частиисходное
уравнение приводится при помощи ряда преобразований к разностному уравнению на прямой

𝑣 (𝜏) + 𝛾1 (𝜏)𝑣 (𝜏 − ℎ) + 𝛾2 (𝜏)𝑣 (𝜏 − 2ℎ) = 𝑔(𝜏), 𝑥 ∈ R, (5)

которое решается в пространстве 𝐿2 (R).
Разрешимость уравнений вида (5), содержащих операторы взвешенного сдвига, исследовалась в ра-

ботах многих авторов, в том числе [2, 3]. Однако необходимые и достаточные условия разрешимости
уравнения вида (5), напрямую выраженные через коэффициенты𝛾0,𝛾1 и𝛾2, не были получены. Исследо-
ванию разрешимости разностных уравнений с переменными коэффициентами на прямой посвящена
вторая часть работы. В ней показано, что основное влияние на разрешимость оказывают значения
коэффициентов 𝛾0, 𝛾1 и 𝛾2 на ±∞.

В третьей части получены достаточные условия разрешимости в весовых пространствах рассмат-
риваемого уравнения в явном виде. При этом в условиях фигурирует показатель веса, чье изменение
имеет существенное влияние. Более подробные доказательства приведенных в статье утверждений
можно найти в работах [15, 16, 27].

2. Сильная эллиптичностьфункционально-дифференциального оператора с ортотропными
сжатиями. В работе через 𝐻 1 (𝐵) обозначается пространство Соболева комплекснозначных функций,
принадлежащих 𝐿2 (𝐵) вместе с обобщенными производными первого порядка, а через �̊� 1 (𝐵) — за-
мыкание множества 𝐶∞

0 (𝐵) финитных бесконечно дифференцируемых функций в 𝐻 1 (𝐵). Пространство
𝐻 1 (𝐵) – гильбертово со скалярным произведением

(𝑢, 𝑣)𝐻 1 (𝐵) =

∫
𝐵

(
𝑢𝑣 + 𝑢𝑥1𝑣𝑥1 + 𝑢𝑥2𝑣𝑥2

)
𝑑𝑥.

Пространство �̊� 1 (𝐵) можно отождествлять с подпространством функций из 𝐻 1 (R2), равных нулю вне 𝐵.
Зафиксировав числа 𝑝 > 1, 𝑞 > 1, введем ограниченный линейный оператор 𝑃 в пространстве 𝐿2 (R2)

по формуле
𝑃𝑢 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑢 (𝑞−1𝑥1, 𝑝𝑥2).

Если же оператор 𝑃 применяется к функциям, заданным в ограниченной области 𝐵, то считаем, что
последние продолжены нулем вне 𝐵.

Легко вычислить, что

𝑃−1𝑢 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑢 (𝑞𝑥1, 𝑝
−1𝑥2), 𝑃∗ = 𝑞𝑝−1𝑃−1, 𝑃𝑥1 = 𝑞

−1𝑥1𝑃, 𝑃𝑥2 = 𝑝𝑥2𝑃,
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а в образах Фурье оператор 𝑃 заменяется на 𝑃∗,

�̃� (𝜉1, 𝜉2) =
1

2𝜋

∫
R2

𝑒−𝑖 (𝜉1𝑥1+𝜉2𝑥2 )𝑢 (𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥1𝑑𝑥2, 𝑃𝑢 (𝜉1, 𝜉2) = 𝑃∗𝑢 (𝜉1, 𝜉2).

Спектр 𝜎 (𝑃) оператора 𝑃 : 𝐿2 (R2) → 𝐿2 (R2) лежит на окружности {𝜆 ∈ C : |𝜆 | =
√︁
𝑞/𝑝}. Можно показать

аналогично [10], что 𝜎 (𝑃) совпадает с указанной окружностью.
Если есть оператор 𝑅 = 𝑎0𝐼 + 𝑎1𝑃 + 𝑎−1𝑃

−1 с комплексными коэффициентами 𝑎0, 𝑎±1, то, обозначив
через 𝑅 оператор с комплексно-сопряженными коэффициентами, 𝑅 = 𝑎0𝐼 + 𝑎1𝑃 + 𝑎−1𝑃

−1, получаем, что
𝑅 при преобразовании Фурье переходит в сопряженный оператор 𝑅∗.

Неравенство (2) после интегрирования слева по частям и замены переменных𝑦 = 𝑡𝑥 , 𝑡 > 1, переходит
в неравенство

Re
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
(𝑅𝑖 𝑗𝑣𝑦𝑖 , 𝑣𝑦 𝑗 )𝐿2 (𝑡𝐵) ⩾ 𝑐1∥|∇𝑣 |∥2

𝐿2 (𝑡𝐵) − (𝑐2 − 𝑐1)𝑡−2∥𝑣 ∥2
𝐿2 (𝑡𝐵) , (6)

справедливое уже для произвольной функции 𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (𝑡𝐵), где 𝑡𝐵 есть исходная область в новых коор-

динатах.
Из (6) следует, что для произвольной функции 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (R2) выполнено неравенство

Re
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
(𝑅𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖 , 𝑢𝑥 𝑗 )𝐿2 (R2 ) ⩾ 𝑐1∥|∇𝑢 |∥2

𝐿2 (R2 ) .

В силу плотности 𝐶∞
0 (R2) в 𝐻 1 (R2) оно распространяется на все функции 𝑢 из пространства 𝐻 1 (R2).

Кроме того, заменяя в этом неравенстве функцию 𝑢 ∈ 𝐻 1 (R2) на комплексно-сопряженную функцию 𝑢,
приходим к

Re
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
(𝑅𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖 , 𝑢𝑥 𝑗 )𝐿2 (R2 ) ⩾ 𝑐1∥|∇𝑢 |∥2

𝐿2 (R2 ) (∀𝑢 ∈ 𝐻 1 (R2)) . (7)

Применив в (7) преобразование Фурье, по теореме Планшереля получаем эквивалентное неравенство

Re
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
(𝑅∗𝑖 𝑗𝜉𝑖�̃�, 𝜉 𝑗�̃�)𝐿2 (R2 ) ⩾ 𝑐1 ∥ |𝜉 |�̃�∥2

𝐿2 (R2 ) ,

справедливое уже для всех функций �̃� (𝜉) из пространства 𝐿2 (R2), для которых конечен интеграл справа.
В левой части полученного неравенства введем новые обозначения:

2 Re(𝑅∗𝑖𝑖𝜉𝑖�̃�, 𝜉𝑖�̃�)𝐿2 (R2 ) = (𝑅′𝑖 𝜉𝑖�̃�, 𝜉𝑖�̃�)𝐿2 (R2 ) ,

где самосопряженные операторы 𝑅′1 и 𝑅
′
2 определены по формулам

𝑅′1 = 𝑅11 + 𝑅∗11 = 2𝛼10𝐼 + 𝑝𝛼11𝑃 + 𝑞𝛼𝑖1𝑃−1,

𝑅′2 = 𝑅22 + 𝑅∗22 = 2𝛼20𝐼 + 𝑞−1𝛼21𝑃 + 𝑝−1𝛼21𝑃
−1 (8)

с коэффициентами

𝛼𝑖0 = Re𝑎𝑖𝑖0 (𝑖 = 1, 2), 𝛼11 = 𝑝
−1𝑎111 + 𝑞−1𝑎11,−1, 𝛼21 = 𝑞𝑎221 + 𝑝𝑎22,−1. (9)

Обозначая через
𝑅 = 2𝛽0𝐼 + 𝛽1𝑃 + 𝛽1𝑃

−1 (10)

оператор с коэффициентами

𝛽0 = Re(𝑎120 + 𝑎210), 𝛽1 = 𝑞𝑎121 + 𝑞−1𝑎12,−1 + 𝑝−1𝑎211 + 𝑝𝑎21,−1, (11)

будем иметь окончательно

2 Re
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
(𝑅∗𝑖 𝑗𝜉𝑖�̃�, 𝜉 𝑗�̃�)𝐿2 (R2 ) = ((𝜉1𝑅

′
1𝜉1 + 𝜉2𝑅

′
2𝜉2 + 𝑅𝜉1𝜉2)�̃�, �̃�)𝐿2 (R2 ) .

Далее все условия будут выражаться через коэффициенты 𝛼𝑖0, 𝛼𝑖1, 𝛽0 и 𝛽1.
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Замечание 2.1. Отметим, что функции, обращающиеся в ноль во всех четвертях плоскости R2
𝜉
, кро-

ме одной, образуют инвариантное подпространство для функциональных операторов рассматриваемого
класса. Поэтому достаточно проверить два неравенства

((𝜉1𝑅
′
1𝜉1 + 𝜉2𝑅

′
2𝜉2 ± 𝑅𝜉1𝜉2)�̃�, �̃�)𝐿2 (𝑄 ) ⩾ 2𝑐1 ∥ |𝜉 |�̃�∥2

𝐿2 (𝑄 )

лишь на функциях �̃� с носителями в первой четверти 𝑄 = {𝜉 ∈ R2 : 𝜉1 > 0, 𝜉2 > 0}.
Сформулируем промежуточный результат.
Лемма 2.1. Пусть область 𝐵 содержит начало координат. Тогда неравенство (2) равносильно двум

неравенствам
((𝜉1𝑅

′
1𝜉1 + 𝜉2𝑅

′
2𝜉2 ± 𝑅𝜉1𝜉2)�̃�, �̃�)𝐿2 (𝑄 ) ⩾ 2𝑐1 ∥ |𝜉 |�̃�∥2

𝐿2 (𝑄 ) (12)

на классе всех функций �̃� ∈ 𝐿2 (𝑄), для которых сходится стоящий справа в (12) интеграл, а операторы 𝑅′1,
𝑅′2 и 𝑅 заданы формулами (8)–(11).

Далее, основываясь на структуре орбит точек области под действием оператора ортотропного сжатия,
введем новые координаты таким образом, что действие оператора будет проводиться вдоль новой
координатной оси. Положим,

𝑠1 =
2 ln𝑞
ln𝑝𝑞

, 𝑠2 =
2 ln𝑝
ln𝑝𝑞

(𝑠1 + 𝑠2 = 2), (13)

сделаем в интегралах из неравенства (12) замену переменных

𝜉1 = 𝜌𝑡
𝑠1 , 𝜉2 = 𝜌𝑡

−𝑠2 , (14)

𝜌 =

√︃
𝜉
𝑠2
1 𝜉

𝑠1
2 , 𝑡 =

√︁
𝜉1/𝜉2, (15)

диффеоморфно отбражающую первую четверть 𝑄 на себя.
Якобиан такой замены равен���� 𝜕𝜉1/𝜕𝑡 𝜕𝜉1/𝜕𝜌

𝜕𝜉2/𝜕𝑡 𝜕𝜉2/𝜕𝜌

���� = ���� 𝑠1𝜌𝑡
𝑠1−1 𝑡𝑠1

−𝑠2𝜌𝑡
−𝑠2−1 𝑡−𝑠2

���� = 2𝜌𝑡𝑠1−𝑠2−1.

Если
�̃� (𝜉1, 𝜉2) = �̃� (𝜌𝑡𝑠1 , 𝜌𝑡−𝑠2 ) = 𝑣 (𝜌, 𝑡) = 𝑣

(√︃
𝜉
𝑠2
1 𝜉

𝑠1
2 ,

√︁
𝜉1/𝜉2

)
,

то
𝑃�̃� (𝜉1, 𝜉2) = �̃� (𝑞−1𝜉1, 𝑝𝜉2) = 𝑣

(√︁
(𝑞−1𝜉1)𝑠2 (𝑝𝜉2)𝑠1 ,

√︁
(𝑞−1𝜉1)/(𝑝𝜉2)

)
= 𝑣 (𝜌, (𝑝𝑞)−1/2𝑡),

поскольку 𝑝𝑠1/2𝑞−𝑠2/2 = 1. Таким образом, оператор 𝑃 в новых переменных есть оператор сжатия (растя-
жения) по 𝑡 , 𝑡 > 0. Положим, 𝑡 = 𝑒𝜏 (−∞ < 𝜏 < +∞) и 𝑣 (𝜌, 𝑡) = 𝑣 (𝜌, 𝑒𝜏 ) = 𝑤 (𝜌, 𝜏) = 𝑤 (𝜌, ln 𝑡). Тогда 𝑑𝑡/𝑡 = 𝑑𝜏
и

𝑃𝑣 (𝜌, 𝑡) = 𝑣 (𝜌, (𝑝𝑞)−1/2𝑡) = 𝑤 (𝜌, ln((𝑝𝑞)−1/2𝑡)) = 𝑤 (𝜌, 𝜏 − ln
√
𝑝𝑞),

т. е. в результате сделанных преобразований оператор 𝑃 превращается в оператор сдвига 𝑇 на прямой,

𝑇𝑤 (𝜌, 𝜏) = 𝑤 (𝜌, 𝜏 − ln
√
𝑝𝑞), 𝑇 −1𝑤 (𝜌, 𝜏) = 𝑤 (𝜌, 𝜏 + ln

√
𝑝𝑞)

(переменная 𝜌 > 0 в данном случае является параметром). Введя обозначения

ℎ1 =
1
2
(3𝑠1 − 𝑠2), ℎ2 =

1
2
(𝑠1 − 3𝑠2), ℎ =

ℎ1 + ℎ2

2
= 𝑠1 − 𝑠2 (ℎ2 < ℎ < ℎ1),

перепишем
𝑡2𝑠1−𝑠2𝑅′1𝑡

𝑠1 = 𝑒ℎ1𝜏𝑒ℎ𝜏/2 (
2𝛼10𝐼 + 𝑝𝛼11𝑇 + 𝑞𝛼11𝑇

−1) 𝑒−ℎ𝜏/2𝑒ℎ1𝜏 =

= 𝑒ℎ1𝜏
(
2𝛼10𝐼 + (𝑝𝑞)1/2𝛼11𝑇 + (𝑝𝑞)1/2𝛼11𝑇

−1
)
𝑒ℎ1𝜏 = 𝑒ℎ1𝜏𝑅1𝑒

ℎ1𝜏 ,

𝑡𝑠1−2𝑠2𝑅′2𝑡
−𝑠2 = 𝑒ℎ2𝜏𝑒ℎ𝜏/2 (

2𝛼20𝐼 + 𝑞−1𝛼21𝑇 + 𝑝−1𝛼21𝑇
−1) 𝑒−ℎ𝜏/2𝑒ℎ2𝜏 =

= 𝑒ℎ2𝜏
(
2𝛼20𝐼 + (𝑝𝑞)−1/2𝛼21𝑇 + (𝑝𝑞)−1/2𝛼21𝑇

−1
)
𝑒ℎ2𝜏 = 𝑒ℎ2𝜏𝑅2𝑒

ℎ2𝜏 ,

𝑡𝑠1−𝑠2𝑅𝑡𝑠1−𝑠2 = 𝑒ℎ𝜏𝑅𝑒ℎ𝜏 ,

где теперь 𝑅1, 𝑅2 и 𝑅 представляют собой самосопряженные разностные операторы

𝑅1 = 2𝛼10𝐼 + (𝑝𝑞)1/2𝛼11𝑇 + (𝑝𝑞)1/2𝛼11𝑇
−1, 𝑅2 = 2𝛼20𝐼 + (𝑝𝑞)−1/2𝛼21𝑇 + (𝑝𝑞)−1/2𝛼21𝑇

−1,
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𝑅 = 2𝛽0𝐼 + 𝛽1𝑇 + 𝛽1𝑇
−1, (16)

а коэффициенты по-прежнему задаются формулами (9), (11).
Итак, неравенства (12) заменяются неравенствами

+∞∫
0

𝜌3𝑑𝜌

+∞∫
−∞

(
𝑒ℎ1𝜏𝑅1𝑒

ℎ1𝜏 + 𝑒ℎ2𝜏𝑅2𝑒
ℎ2𝜏 ± 𝑒ℎ𝜏𝑅𝑒ℎ𝜏

)
𝑤 �̄� 𝑑𝑡 ⩾ 2𝑐1

+∞∫
0

𝜌3𝑑𝜌

+∞∫
−∞

(
𝑒2ℎ1𝜏 + 𝑒2ℎ2𝜏

)
|𝑤 |2𝑑𝑡 . (17)

где 𝑤 (𝜌, 𝜏) пробегает множество всех измеримых в полуплоскости {(𝜌, 𝜏) ∈ R2 : 𝜌 > 0} функций, для
которых конечен интеграл

+∞∫
0

+∞∫
−∞

(𝜌𝑒ℎ𝜏 + 𝜌3 (𝑒2ℎ1𝜏 + 𝑒2ℎ2𝜏 )) |𝑤 (𝜌, 𝜏) |2 𝑑𝜏𝑑𝜌.

Для выполнения (17) необходимо и достаточно, чтобы для внутреннего интеграла имела место соответ-
ствующая оценка

+∞∫
−∞

(
𝑒ℎ1𝜏𝑅1𝑒

ℎ1𝜏 + 𝑒ℎ2𝜏𝑅2𝑒
ℎ2𝜏 ± 𝑒ℎ𝜏𝑅𝑒ℎ𝜏

)
𝑤 (𝜏) �̄� (𝜏) 𝑑𝑡 ⩾ 2𝑐1

+∞∫
−∞

(
𝑒2ℎ1𝜏 + 𝑒2ℎ2𝜏

)
|𝑤 (𝜏) |2𝑑𝑡 (18)

на множестве всех функций 𝑤 (𝜏) на прямой, для которых конечен интеграл в правой части (18). Доста-
точность очевидна, а чтобы показать необходимость, предположим, что для некоторой функции 𝑤0 из
указанного класса выполняется противоположное неравенство

+∞∫
−∞

(
𝑒ℎ1𝜏𝑅1𝑒

ℎ1𝜏 + 𝑒ℎ2𝜏𝑅2𝑒
ℎ2𝜏 + 𝑒ℎ𝜏𝑅𝑒ℎ𝜏

)
𝑤0 (𝜏) �̄�0 (𝜏) 𝑑𝑡 < 2𝑐1

+∞∫
−∞

(
𝑒2ℎ1𝜏 + 𝑒2ℎ2𝜏

)
|𝑤0 (𝜏) |2𝑑𝑡

(со знаком + перед 𝑅 для определенности). Рассмотрим тогда функцию

𝑤 (𝜌, 𝜏) =
{
𝑤0 (𝜏), 0 < 𝜌 < 1,
0, 𝜌 > 1.

Она принадлежит нужному пространству, поскольку 2ℎ1 < ℎ < 2ℎ2, и для нее неравенство (17) нарушено.
После введения обозначения 𝑧 (𝜏) = 𝑒ℎ𝜏𝑤 (𝜏) оценка (18) принимает более удобный вид

+∞∫
−∞

(𝑒𝜏𝑅1𝑒
𝜏 + 𝑒−𝜏𝑅2𝑒

−𝜏 ± 𝑅) 𝑧 (𝜏) 𝑧 (𝜏) 𝑑𝑡 ⩾ 2𝑐1

+∞∫
−∞

(
𝑒2𝜏 + 𝑒−2𝜏 ) |𝑧 (𝜏) |2𝑑𝑡 (19)

(заметим, что (ℎ1 − ℎ2)/2 = 1). Доказана
Лемма 2.2. Пусть область 𝐵 содержит начало координат. Тогда неравенство (2) равносильно двум

неравенствам (19) на множестве всех функций 𝑧 (𝜏) таких, что функции 𝑒 |𝜏 |𝑧 (𝜏) принадлежат 𝐿2 (R).
Операторы 𝑅1, 𝑅2 и 𝑅 заданы формулами (16) и (9), (11).

Следствие 2.1. Если выполнено неравенство (2), а 𝐵 содержит начало координат, то разностные
операторы 𝑅1, 𝑅2 : 𝐿2 (R) → 𝐿2 (R) положительно определены, или, что то же самое, 𝛼10 > (𝑝𝑞)1/2 |𝛼11 | и
𝛼20 > (𝑝𝑞)−1/2 |𝛼21 |.

Подставим в (19) вместо функции 𝑧 (𝜏) функцию 𝑧 (𝜏)/ch𝜏 , где теперь 𝑧 (𝜏) пробегает все пространство
𝐿2 (R):

+∞∫
−∞

(
𝑒𝜏

ch𝜏
𝑅1

𝑒𝜏

ch𝜏
+ 𝑒−𝜏

ch𝜏
𝑅2
𝑒−𝜏

ch𝜏
± 1

ch𝜏
𝑅

1
ch𝜏

)
𝑧 (𝜏) 𝑧 (𝜏) 𝑑𝑡 ⩾ 4𝑐1∥𝑧∥2

𝐿2 (R) . (20)

Таким образом, стоящий в скобках разностный оператор положительно определен. Приводя в нем
подобные члены, видим, что он равен

𝑔±0 (𝜏)
ch2 𝜏

𝐼 +
𝑔±1 (𝜏)

ch𝜏 ch(𝜏 − ln√
𝑝𝑞) 𝑇 +𝑇 −1 𝑔±1 (𝜏)

ch𝜏 ch(𝜏 − ln√
𝑝𝑞) ,

где
𝑔±0 (𝜏) = 2(𝛼10𝑒

2𝜏 + 𝛼20𝑒
−2𝜏 ± 𝛽0), 𝑔±1 (𝜏) = 𝛼11𝑒

2𝜏 + 𝛼21𝑒
−2𝜏 ± 𝛽1 .
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На функциях, носитель которых лежит на отрезке длины ln√
𝑝𝑞, неравенство (20) превращается в

+∞∫
−∞

𝑔±0 (𝜏)
ch2 𝜏

|𝑧 (𝜏) |2 𝑑𝑡 ⩾ 4𝑐1∥𝑧∥2
𝐿2 (R) ,

откуда немедленно следует положительность функций𝑔±0 (𝜏), т. е. 𝛽2
0 < 𝛼10𝛼20. Но тогда рассматриваемый

разностный оператор можно представить в виде√︁
𝑔±0 (𝜏)
ch𝜏

[
𝐼 + 𝑔± (𝜏)𝑇 +𝑇 −1𝑔± (𝜏)

] √︁
𝑔±0 (𝜏)
ch𝜏

(см. формулу (22)).
Сформулируем основную теорему о выполнении неравенства Гординга.
Теорема 2.1.Пусть область 𝐵 содержит начало координат. Неравенство (2) выполнено тогда и только

тогда, когда 𝛽2
0 < 𝛼10𝛼20 и самосопряженные разностные операторы

𝐼 + 𝑔± (𝜏)𝑇 +𝑇 −1𝑔± (𝜏) : 𝐿2 (R) → 𝐿2 (R), (21)

где

𝑔± (𝜏) = 𝛼11𝑒
2𝜏 + 𝛼21𝑒

−2𝜏 ± 𝛽1

2
√︁
(𝛼10𝑒2𝜏 + 𝛼20𝑒−2𝜏 ± 𝛽0) ((𝑝𝑞)−1𝛼10𝑒2𝜏 + 𝑝𝑞𝛼20𝑒−2𝜏 ± 𝛽0)

(22)

положительно определены.
Итак, вопрос о выполнении неравенства типа Гординга сведен к вопросу о положительной опреде-

ленности самосопряженного разностного оператора (21) на прямой с гладким стабилизирующимся на
бесконечности коэффициентом 𝑔± (𝜏).

При получении следующих ниже достаточных условий положительной определенности операторов
(21) использован подход, предложенный в работе [13].

Лемма 2.3. Если существуют такие положительные числа 𝜀1, 𝜀2 и такая измеримая вещественная
функция 𝛿 (𝜏), что при почти всех 𝜏 ∈ R выполнены условия

𝛿 (𝜏) ⩾ 𝜀1, |𝑔± (𝜏) |2 ⩽ 𝛿 (𝜏 − ln
√
𝑝𝑞) [1 − 𝛿 (𝜏) − 𝜀2], (23)

то разностные операторы (21) положительно определены.
Доказательство леммы см. в [15].
Легко проверяется, что условие

|𝑔± (𝜏) | < 1 (𝜏 ∈ R)

является необходимым для положительной определенности оператора (21). Очевидное достаточное
условие

sup
𝜏∈R

|𝑔± (𝜏) | < 1/2 (24)

получается, если положить 𝛿 (𝜏) ≡ 1/2 в лемме 2.3.
Приведем сейчас еще одно, более тонкое, нежели (24), достаточное условие, основанное на приме-

нении леммы 2.3.
Следствие 2.2. Пусть

𝜘 = sup
𝜏∈R

(
|𝑔± (𝜏) | + |𝑔± (𝜏 + ln

√
𝑝𝑞) |

)
< 1. (25)

Тогда разностные операторы (21) положительно определены.
Пример 2.1. Рассмотрим уравнение

−Δ𝑢 + 𝑎𝑢𝑥1𝑥2 (𝑞−1𝑥1, 𝑝𝑥2) + 𝑏𝑢𝑥1𝑥2 (𝑞𝑥1, 𝑝
−1𝑥2) = 𝑓 .

Выпишем условия на коэффициенты 𝑎, 𝑏 ∈ C, гарантирующие выполнение неравенства (2).
В исходных обозначениях имеем 𝑎110 = 𝑎220 = 1,

𝑎111 = 𝑎11,−1 = 𝑎221 = 𝑎22,−1 = 𝑎120 = 𝑎210 = 0.

Можно считать, что𝑎121 = 𝑎/𝑝 ,𝑎12,−1 = 𝑝𝑏, в то время как𝑎211 = 𝑎21,−1 = 0. Тогда𝛼11 = 𝛼21 = 0,𝛼10 = 𝛼20 = 1,
𝛽0 = 0 и, таким образом,

𝑔± (𝜏) = ±𝛽1

2
√︁

ch 2𝜏 ch(2𝜏 − ln𝑝𝑞)
,

где 𝛽1 = 𝑞𝑎/𝑝 + 𝑝𝑏/𝑞.
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При 𝜏 = (ln𝑝𝑞)/4 знаменатель этой дроби достигает своего минимума, равного (𝑝𝑞 + 1)/√𝑝𝑞. Поэтому
наибольшее значение функции |𝑔± (𝜏) | равно |𝛽1 |

√
𝑝𝑞/(𝑝𝑞 + 1), и (24) в данном случае означает, что

|𝛽1 | <
𝑝𝑞 + 1
2√𝑝𝑞 ,

т. е. ��𝑞2𝑎 + 𝑝2𝑏
�� < (𝑝𝑞 + 1)√𝑝𝑞/2.

Чтобы воспользоваться следствием 2.2., нужно найти наибольшее значение функции

|𝑔± (𝜏) | + |𝑔± (𝜏 + ln
√
𝑝𝑞) | = |𝛽1 |

2
√︁

ch 2𝜏 ch(2𝜏 − ln𝑝𝑞)
+ |𝛽1 |

2
√︁

ch 2𝜏 ch(2𝜏 + ln𝑝𝑞)
=

=
|𝛽1 |√︁

2(ch(4𝜏 − ln𝑝𝑞) + ch ln𝑝𝑞)
+ |𝛽1 |√︁

2(ch(4𝜏 + ln𝑝𝑞) + ch ln𝑝𝑞)
.

3. Разрешимость первой краевой задачи для сильно эллиптического функционально-диф-
ференциального уравнения с ортотропными сжатиями. Будем рассматривать задачу (1) в предпо-
ложении выполнения неравенства (2). Уравнение тогда принято называть сильно эллиптическим. При
этом из рассуждений предыдущего пункта видно, что неравенство (2) выполняется для рассматривае-
мого уравнения при постоянной 𝑐2, равной нулю. Будем считать также область 𝐵 ограниченной.

С задачей (1) свяжем непрерывную на пространстве �̊� 1 (𝐵) полуторалинейную форму

𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] =
2∑︁

𝑖, 𝑗=1
(𝑅𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖 , 𝑣𝑥 𝑗 )𝐿2 (𝐵) (𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 1 (𝐵)).

Очевидно, существует постоянная𝑀 > 0 такая, что

|𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] | ⩽ 𝑀 ∥𝑢∥𝐻 1 (𝐵) ∥𝑣 ∥𝐻 1 (𝐵) (𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 1 (𝐵)) . (26)

Кроме того, неравенство (2), левая часть которого совпадает на гладких финитных функциях с Re𝑎𝑅 [𝑢,𝑢],
обеспечивает оценку

Re𝑎𝑅 [𝑢,𝑢] ⩾ 𝑐1∥𝑢∥2
𝐻 1 (𝐵) (𝑢 ∈ �̊� 1 (𝐵)) (27)

на всем пространстве �̊� 1 (𝐵).
Функция 𝑢 ∈ �̊� 1 (𝐵) называется обобщенным решением задачи (1), если интегральное тождество

𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] = (𝑓 , 𝑣)𝐿2 (𝐵)

выполнено для любой функции 𝑣 ∈ �̊� 1 (𝐵).
Будем рассматривать также неограниченный оператор

A𝑅 : D(A𝑅) ⊂ 𝐿2 (𝐵) → 𝐿2 (𝐵),

область определенияD(A𝑅) которого состоит из всевозможных обобщенных решений задачи (1), когда
𝑓 пробегает все пространство 𝐿2 (𝐵). Если 𝑢 — обобщенное решение, отвечающее правой части 𝑓 , то
полагаем A𝑅𝑢 = 𝑓 (оператор A𝑅, очевидно, корректно определен на D(A𝑅)). Понятно, что 𝐶∞

0 (𝐵) ⊂
D(A𝑅) ⊂ �̊� 1 (𝐵) и A𝑅𝑢 = 𝐴𝑅𝑢, если 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (𝐵).
Рассуждения этого пункта хорошо известны, они носят достаточно общий характер и опираются

на неравенство (2), позволяющее ввести в пространстве �̊� 1 (𝐵) связанное с оператором в уравнении
эквивалентное скалярное произведение.

Лемма 3.1. Формула

(𝑢, 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

=
1
2

(
𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] + 𝑎𝑅 [𝑣,𝑢]

)
(28)

задает эквивалентное скалярное произведение на пространстве �̊� 1 (𝐵).
Лемма 3.2. Существует (единственный) линейный ограниченный оператор

𝐾 : �̊� 1 (𝐵) → �̊� 1 (𝐵)

такой, что

(𝑢, 𝐾𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

=
1
2𝑖

(
𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] − 𝑎𝑅 [𝑣,𝑢]

)
(29)
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для всех 𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 1 (𝐵). При этом оператор 𝐾 является самосопряженным,

(𝐾𝑢, 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

= (𝑢, 𝐾𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

,

и ∥𝐾 ∥′ ⩽ 𝑀/𝑐1, где 𝑀 и 𝑐1 — постоянные из неравенств (26) и (27), а ∥ .∥′ обозначает операторную норму,
отвечающую норме ∥.∥′

�̊� 1 (𝐵)
.

Теорема 3.1. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2 (𝐵) задача (1) имеет единственное обобщенное решение 𝑢 ∈
�̊� 1 (𝐵), причем ∥𝑢∥′

�̊� 1 (𝐵)
⩽ (1/√𝑐1)∥ 𝑓 ∥𝐿2 (𝐵) .

Спектр 𝜎 (A𝑅) оператора A𝑅 дискретный и содержится во множестве

𝜎 (A𝑅) ⊂ {𝜆 ∈ C : Re 𝜆 > 0, | arg 𝜆 | ⩽ arctg(𝑀/𝑐1)} .

Для любого числа 𝜆 ∈ C оператор 𝜆𝐼 −A𝑅 : 𝐿2 (𝐵) → 𝐿2 (𝐵) фредгольмов. Если 𝜆 ∉ 𝜎 (A𝑅), то резольвента
(𝜆𝐼 − A𝑅)−1 есть компактный оператор в 𝐿2 (𝐵).
Доказательство. Рассмотрим уравнение

A𝑅𝑢 = 𝑓 , 𝑢 ∈ D(A𝑅), 𝑓 ∈ 𝐿2 (𝐵).

По определению, 𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] = (𝑓 , 𝑣)𝐿2 (𝐵) , или

1
2

(
𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] + 𝑎𝑅 [𝑣,𝑢]

)
+ 𝑖 1

2𝑖

(
𝑎𝑅 [𝑢, 𝑣] − 𝑎𝑅 [𝑣,𝑢]

)
= (𝑓 , 𝑣)𝐿2 (𝐵)

для всех 𝑣 ∈ �̊� 1 (𝐵). В силу лемм 3.1. и 3.2. последнее соотношение можно переписать следующим
образом:

(𝑢, 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

+ 𝑖 (𝐾𝑢, 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

= (𝑓 , 𝑣)𝐿2 (𝐵) . (30)

Правая часть этого равенства является непрерывным антилинейным функционалом относительно 𝑣 на
пространстве �̊� 1 (𝐵) и по теореме Рисса порождает ограниченный линейный операторΛ : 𝐿2 (𝐵) → �̊� 1 (𝐵)
такой, что

(Λ𝑓 , 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

= (𝑓 , 𝑣)𝐿2 (𝐵) , 𝑣 ∈ �̊� 1 (𝐵).

Таким образом, исходное уравнение равносильно уравнению (𝐼 + 𝑖𝐾)𝑢 = 𝐹 в �̊� 1 (𝐵) с правой частью
𝐹 = Λ𝑓 . Поскольку оператор 𝑖𝐾 кососимметрический, его спектр лежит на мнимой оси, и существует
ограниченный обратный оператор

(𝐼 + 𝑖𝐾)−1 : �̊� 1 (𝐵) → �̊� 1 (𝐵),

т. е. уравнение имеет единственное решение

𝑢 = (𝐼 + 𝑖𝐾)−1𝐹 = (𝐼 + 𝑖𝐾)−1Λ𝑓 .

Чтобы оценить норму этого решения, подставим в (30) 𝑣 = 𝑢. Будем иметь

∥𝑢∥′ 2
�̊� 1 (𝐵)

+ 𝑖 (𝐾𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

= (𝑓 ,𝑢)𝐿2 (𝐵) ,

откуда с учетом вещественности (𝐾𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

получаем оценку

∥𝑢∥′ 2
�̊� 1 (𝐵)

⩽ | (𝑓 ,𝑢)𝐿2 (𝐵) | ⩽ ∥ 𝑓 ∥𝐿2 (𝐵) ∥𝑢∥𝐿2 (𝐵) .

Поскольку
∥𝑢∥′ 2

�̊� 1 (𝐵)
= Re𝑎𝑅 [𝑢,𝑢] + 𝑐2∥𝑢∥2

𝐿2 (𝐵) ⩾ 𝑐1∥𝑢∥2
𝐻 1 (𝐵) ⩾ 𝑐1∥𝑢∥2

𝐿2 (𝐵) ,

выводим ∥𝑢∥′
�̊� 1 (𝐵)

⩽ (1/√𝑐1)∥ 𝑓 ∥𝐿2 (𝐵) .

Итак, точка 𝜆 = 0 является резольвентной точкой оператора A𝑅, и оператор A−1
𝑅

компактен в силу
компактного вложения �̊� 1 (𝐵) в 𝐿2 (𝐵). Отсюда следует, что оператор A𝑅 имеет дискретный спектр,
т. е. спектр, состоящий из изолированных собственных значений конечной кратности. Чтобы в этом
убедиться, достаточно записать оператор 𝜆𝐼 − A𝑅 для произвольного 𝜆 ∈ C в виде

𝜆𝐼 − A𝑅 = −
(
𝐼 − 𝜆A−1

𝑅

)
A𝑅,

сводящем вопрос о разрешимости к уравнению с оператором „тождественный плюс компактный“. Из
этого представления очевидным образом вытекает и фредгольмовость оператора 𝜆𝐼 − A𝑅 .
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Убедимся теперь, что все собственные значения лежат в угле, охватывающем положительную веще-
ственную полуось. Пусть A𝑅𝑢 = 𝜆𝑢 при ненулевой функции 𝑢 ∈ D(A𝑅), которую можно нормировать:
∥𝑢∥′

�̊� 1 (𝐵)
= 1. Имеем

(𝑢, 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

+ 𝑖 (𝐾𝑢, 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

= 𝜆(Λ𝑢, 𝑣)′
�̊� 1 (𝐵)

(𝑣 ∈ �̊� 1 (𝐵)).

Полагая теперь 𝑣 = 𝑢, будем иметь

1 + 𝑖 (𝐾𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

= 𝜇 (Λ𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

+ 𝑖𝜈 (Λ𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

, (31)

где 𝜇 и 𝜈 обозначают действительную и мнимую части числа 𝜆.
Отметим, что сужение оператора Λ на пространство �̊� 1 (𝐵) (будем обозначать это сужение Λ0) явля-

ется положительным и компактным оператором в �̊� 1 (𝐵) . Действительно, по определению,

(Λ0𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

= ∥𝑢∥2
𝐿2 (𝐵) > 0, 𝑢 ≠ 0,

а компактность Λ0 следует из компактности вложения �̊� 1 (𝐵) в 𝐿2 (𝐵). Приравняем действительные и
мнимые части равенства (31):

1 = 𝜇 (Λ0𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

, (𝐾𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

= 𝜈 (Λ0𝑢,𝑢)′
�̊� 1 (𝐵)

.

Отсюда следует, что действительная и мнимая части собственного значения удовлетворяют соотноше-
ниям

𝜇 > 0,
𝜈

𝜇
= (𝐾𝑢,𝑢)′

�̊� 1 (𝐵)
.

Поскольку𝑢 лежитна единичной сфере, имеем
���(𝐾𝑢,𝑢)′

�̊� 1 (𝐵)

��� ⩽ ∥𝐾 ∥′ .Излеммы3.2. выводим |𝜈 |/𝜇 ⩽ 𝑀/𝑐1.

Теорема доказана.
4. Функционально-дифференциальное уравнение с ортотропными сжатиями в весовыхпро-

странствах. Рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение на всей плоскости

𝐴𝑅𝑢 (𝑥1, 𝑥2) = −
2∑︁

𝑖, 𝑗=1

(
𝑅𝑖 𝑗𝑢𝑥𝑖

)
𝑥 𝑗

= 𝑓 (𝑥1, 𝑥2), 𝑥 ∈ R2. (32)

Проведем преобразования, переводящие исходное уравнение (32) в разностное уравнение вида (5) с
переменными коэффициентами на прямой.

Замечание 4.1. Обратим внимание на орбиты точек плоскости под действием оператора 𝑃 . Если
точка не лежит на координатных осях, то ее орбита лежит на одной из линий

|𝑥1 |ln𝑝 |𝑥2 |ln𝑞 = const.

При этом точка не покидает “свою” координатную четверть. Таким образом, функции, обращающиеся
в нуль во всех четвертях плоскости R2, кроме одной, образуют инвариантное подпространство для опе-
ратора 𝑃 . Координатные оси и начало координат являются, соответственно, неподвижными прямыми и
неподвижной точкой преобразования ортотропного сжатия.

Применим преобразование Фурье к уравнению (32):(
𝑎110�̃� + 𝑎111𝑞

2𝑝−1𝑃−1�̃� + 𝑎11,−1𝑝𝑞
−2𝑃�̃�

)
𝜉2

1+ (33)(
(𝑎120 + 𝑎210)�̃� + (𝑎121𝑞 + 𝑎211𝑝

−1)𝑞𝑝−1𝑃−1�̃� + (𝑎12,−1𝑞
−1 + 𝑎21,−1𝑝)𝑝𝑞−1𝑃�̃�

)
𝜉1𝜉2+(

𝑎220�̃� + 𝑎221𝑞𝑝
−2𝑃−1�̃� + 𝑎22,−1𝑝

2𝑞−1𝑃�̃�
)
𝜉2

2 = 𝑓 .

Поскольку преобразование Фурье, как известно [8, Глава 2, параграф 2], продолжается до изоморфизма

𝐹𝑠 : 𝐻𝑠0
(
R2) → 𝐻 0

𝑠

(
R2) , 𝑠 ∉ Z,

функция 𝑓 = 𝐹 [𝑓 ] принадлежит весовому пространству 𝐻 0
𝑠

(
R2) , определенному, в свою очередь, как

пополнение множества 𝐶∞
0 (R2 \ {0}) по норме

∥ 𝑓 ∥𝐻 0
𝑠 (R2 ) =

©­«
∫
R2

|𝜉 |2𝑠 |𝑓 (𝜉) |2𝑑𝜉ª®¬
1/2

. (34)
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В силу замечания 4.1., уравнение (33) на всей плоскости R2
𝜉
распадается на четыре независимых

уравнения в каждой из четвертей. Заменой 𝜉1 (𝜉2) на −𝜉1 (−𝜉2) можно свести каждое из этих уравнений
к уравнениям в первой четверти R2

𝐼
= {𝜉 ∈ R2 : 𝜉1 > 0, 𝜉 > 0}:(

𝑎110�̃� + 𝑎111𝑞
2𝑝−1𝑃−1�̃� + 𝑎11,−1𝑝𝑞

−2𝑃�̃�
)
𝜉2

1± (35)(
(𝑎120 + 𝑎210)�̃� + (𝑎121𝑞 + 𝑎211𝑝

−1)𝑞𝑝−1𝑃−1�̃� + (𝑎12,−1𝑞
−1 + 𝑎21,−1𝑝)𝑝𝑞−1𝑃�̃�

)
𝜉1𝜉2+(

𝑎220�̃� + 𝑎221𝑞𝑝
−2𝑃−1�̃� + 𝑎22,−1𝑝

2𝑞−1𝑃�̃�
)
𝜉2

2 = 𝑓 .

Проведем замены переменных (13)-(15). Переобозначая функцию в правой части

𝑓 (𝜉1, 𝜉2) = 𝑓 (𝜌𝑡𝑠1 , 𝜌𝑡−𝑠2 ) = 𝑓 (𝜌, 𝑡)

и сохраняя для оператора сжатия прежнее обозначение, перепишем уравнение (33)(
𝑎110𝑢 + 𝑎111𝑞

2𝑝−1𝑃−1𝑢 + 𝑎11,−1𝑝𝑞
−2𝑃𝑢

)
𝜌2𝑡2𝑠1+(

(𝑎120 + 𝑎210)𝑢 + (𝑎121𝑞 + 𝑎211𝑝
−1)𝑞𝑝−1𝑃−1𝑢 + (𝑎12,−1𝑞

−1 + 𝑎21,−1𝑝)𝑝𝑞−1𝑃𝑢
)
𝜌2𝑡𝑠1−𝑠2+(

𝑎220𝑢 + 𝑎221𝑞𝑝
−2𝑃−1𝑢 + 𝑎22,−1𝑝

2𝑞−1𝑃𝑢
)
𝜌2𝑡−2𝑠2 = 𝑓 .

Перепишем норму весового пространства (34)

©­«
+∞∫

0

+∞∫
0

2𝜌2𝑠+1𝑡𝑠1−𝑠2−1 (
𝑡2𝑠1 + 𝑡−2𝑠2

)𝑠 |𝑢 (𝜌, 𝑡) |2𝑑𝜌𝑑𝑡ª®¬
1/2

. (36)

Перейдем к операторам сдвига 𝑇 по переменной 𝜏 ∈ R, 𝑡 = 𝑒𝜏 , повторяя рассуждения пункта 2.
Определение 4.1. Через 𝐾𝑠 обозначим множество измеримых в R2

+ = {(𝜌, 𝜏) ∈ R2 : 𝜌 > 0} функций, для
которых конечен интеграл

∥𝑔∥𝐾𝑠 := ©­«
+∞∫

−∞

+∞∫
0

2𝜌2𝑠+1𝑒𝜏 (𝑠1−𝑙2 ) (
𝑒2𝑠1𝜏 + 𝑒−2𝑠2𝜏

)𝑠 |𝑔(𝜌, 𝜏) |2𝑑𝜌𝑑𝜏ª®¬
1/2

. (37)

Замечание 4.2. Норма (37) получена в результате логарифмической замены из (36), т. е. имеет место
равенство ∥ 𝑓 ∥𝐻 0

𝑠 (R2
𝐼
) = ∥𝑔∥𝐾𝑠 .

Далее для краткости будем использовать обозначения 𝑙 = ln√
𝑝𝑞, 𝑒 (𝜏) = 𝑒2𝑠1𝜏 + 𝑒−2𝑠2𝜏 , а также

𝜃−1 (𝜏) = 𝑎111𝑞
2𝑝−1𝑒2𝑠1𝜏 ±

(
𝑎121𝑞 + 𝑎211𝑝

−1) 𝑞𝑝−1𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎221𝑞𝑝
−2𝑒−2𝑠2𝜏 ,

𝜃0 (𝜏) = 𝑎110𝑒
2𝑠1𝜏 ± (𝑎120 + 𝑎210) 𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎220𝑒

−2𝑠2𝜏 ,

𝜃1 (𝜏) = 𝑎11,−1𝑝𝑞
−2𝑒2𝑠1𝜏 ±

(
𝑎12,−1𝑞

−1 + 𝑎21,−1𝑝
)
𝑝𝑞−1𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎22,−1𝑝

2𝑞−1𝑒−2𝑠2𝜏 .

Cформулируем промежуточный результат.
Лемма 4.1. Уравнение (32) имеет единственное решение 𝑢 ∈ 𝐻𝑠+2

0
(
R2) при любой функции 𝑓 ∈ 𝐻𝑠0

(
R2) ,

𝑠 ∉ Z, тогда и только тогда, когда уравнение

𝜌2 (
𝜃0 (𝜏)𝑤 (𝜌, 𝜏) + 𝜃−1 (𝜏)𝑇 −1𝑤 (𝜌, 𝜏) + 𝜃1 (𝜏)𝑇𝑤 (𝜌, 𝜏)

)
= 𝑔(𝜌, 𝜏) (38)

имеет единственное решение𝑤 ∈ 𝐾𝑠+2 при любой функции 𝑔 ∈ 𝐾𝑠 .
Можно переписать уравнение (38) следующим образом[

𝛾0 (𝜏)𝐼 + 𝛾1 (𝜏)𝑇 + 𝛾2 (𝜏)𝑇 2] (
𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 )/2 (𝑒 (𝜏))𝑠/2+1𝑤 (𝜌, 𝜏)

)
=

𝜌−2𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 )/2 (𝑒 (𝜏))𝑠/2+1 𝑔(𝜌, 𝜏 − 𝑙)
𝑒 (𝜏 − 𝑙) ,

где

𝛾0 (𝜏) =
𝜃−1 (𝜏 − 𝑙)
𝑒 (𝜏 − 𝑙) , 𝛾1 (𝜏) =

𝜃0 (𝜏 − 𝑙)
√︁
𝑞/𝑝𝑒𝑠/2+1 (𝜏)

𝑒𝑠/2+2 (𝜏 − 𝑙)
, 𝛾2 (𝜏) =

𝜃1 (𝜏 − 𝑙) (𝑞/𝑝)𝑒𝑠/2+1 (𝜏)
𝑒 (𝜏 − 𝑙)𝑒𝑠/2+1 (𝜏 − 2𝑙)

.

Обратим внимание на то, что принадлежность функций 𝑤 (𝜌, 𝜏) и 𝑔(𝜌, 𝜏) пространствам 𝐾𝑠+2 и 𝐾𝑠 ,
соответственно, означает, что при почти всех 𝜌 > 0 функции

𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 )/2 (𝑒 (𝜏))𝑠/2+1𝑤 (𝜌, 𝜏), 𝜌−2𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 )/2 (𝑒 (𝜏))𝑠/2+1 (𝑒 (𝜏 − 𝑙))−1 𝑔(𝜌, 𝜏 − 𝑙)
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являются элементами пространства 𝐿2 (R) как функции переменного 𝜏 .
Учитывая, что коэффициенты𝛾𝑖 , 𝑖 = 0, 1, 2, зависят только от 𝜏, вопрос о разрешимости уравнения (38)

сводится к вопросу об обратимости оператора

𝐵0 = 𝛾0𝐼 + 𝛾1𝑇 + 𝛾2𝑇
2 : 𝐿2 (R) → 𝐿2 (R).

Обратим внимание на то, что получившиеся коэффициенты 𝛾𝑖 , 𝑖 = 0, 1, 2, стабилизируются на беско-
нечности, т. е. существуют конечные пределы

lim
𝜏→+∞

𝛾0 (𝜏) = 𝑎111
𝑞2

𝑝
, lim

𝜏→+∞
𝛾1 (𝜏) = 𝑎110

√︂
𝑞

𝑝
𝑞𝑠+2, lim

𝜏→+∞
𝛾2 (𝜏) = 𝑎11,−1𝑞

2𝑠+3,

lim
𝜏→−∞

𝛾0 (𝜏) = 𝑎221
𝑞

𝑝2 lim
𝜏→−∞

𝛾1 (𝜏) = 𝑎220

√︂
𝑞

𝑝
𝑝−𝑠−2, lim

𝜏→−∞
𝛾2 (𝜏) = 𝑎22,−1𝑝

−2𝑠−3,

причем сходимость к этим пределам экспоненциальная.
Условие 4.1. Одним из основных условий на коэффициенты рассматриваемого уравнения является

условие отделимости от нуля коэффициента при операторе 𝑇 или при 𝑇 −1 в (38) Для этих двух случаев
нет никаких принципиальных различий в дальнейших рассуждениях, поэтому будем считать, что 𝜃−1 (𝜏) ≠
0, ∀𝜏 ∈ R = R ∪ {±∞}.

5. Обратимость оператора взвешенного сдвига. Построим обратный оператор к оператору взве-
шенного сдвига

𝐵0 =

2∑︁
𝑗=0
𝛾 𝑗 (𝜏)𝑇 𝑗 : 𝐿2 (R) → 𝐿2 (R). (39)

Коэффициенты 𝛾 𝑗 (𝜏), 𝑗 = 0, 2, являются непрерывными функциями, имеющими на бесконечности ко-
нечные пределы и сходящимися к ним экспоненциально. Здесь мы предполагаем выполненным усло-
вие 4.1., что позволяет считать 𝛾0 (𝜏) ≡ 1 (в противном случае на 𝛾0 следует разделить).

Спектр оператора взвешенного сдвига достаточно подробно изучался в работах [2, 3]. Из результа-
тов [2] вытекают необходимые и достаточные условия обратимости двучленного оператора вида (39) на
прямой. В этом пункте мы получим достаточные условия для трех слагаемых в разностном операторе,
легко обобщаемые и на произвольное количество слагаемых в (39).

Для произвольного вещественного𝑁 обозначим 𝐼 = (−∞, 𝑁 ] и рассмотрим𝐶 (𝐼 )— банахово простран-
ство непрерывных ограниченных функций на 𝐼 (с супремум-нормой), а также H𝑑 (𝐶 (𝐼 ))— пространство
всех аналитических в круге {𝜆 ∈ C : |𝜆 | < 𝑑} функций со значениями в 𝐶 (𝐼 ).

Введем алгебру A𝑑 операторов 𝐵(𝜏,𝑇 ) с переменными коэффициентами. Опираясь на интеграль-
ную формулу Коши, легко показать, что функции 𝑏 (𝜏, 𝜆) из H𝑑 (𝐶 (𝐼 )) есть суммы степенных рядов∑∞
𝑘=0 𝑏𝑘 (𝜏)𝜆𝑘 с коэффициентами 𝑏𝑘 ∈ 𝐶 (𝐼 ), удовлетворяющими условию: для любого 𝑑 ′ < 𝑑 найдется

постоянная𝑀 (𝑑 ′) > 0 такая, что

∥𝑏𝑘 ∥𝐶 (𝐼 ) ≤ 𝑀 (𝑑 ′)𝑑 ′−𝑘 (𝑘 = 0, 1, . . .). (40)

Более того, 𝑏𝑘 (𝜏) = (1/𝑘!)𝑏 (𝑘 )
𝜆

(𝑥, 0), а в качестве постоянной 𝑀 (𝑑 ′) можно взять величину 𝑀 (𝑑 ′) =

max
|𝜆 |=𝑑 ′

∥𝑏 (·, 𝜆)∥𝐶 (𝐼 ) .

Каждой функции 𝑏 (𝜏, 𝜆) изH𝑑 (𝐶 (𝐼 )) сопоставим (пока формальный) операторный ряд
∑∞
𝑘=0 𝑏𝑘 (𝜏)𝑇𝑘 .

Лемма 5.1. Пусть 𝑏 ∈ H𝑑 (𝐶 (𝐼 )), где 𝑑 > 1. Тогда формулой

𝐵(𝜏,𝑇 )𝑢 (𝜏) =
∞∑︁
𝑘=0

(1/𝑘!) (𝑏) (𝑘 )
𝜆

(𝑥, 0)𝑢 (𝜏 − 𝑘𝑙) (41)

определен ограниченный оператор 𝐵(𝜏,𝑇 ) : 𝐿2 (𝐼 ) → 𝐿2 (𝐼 ).
Доказательство леммы см. в [16].
Операторы, соответствующиефункциямизH𝑑 (𝐶 (𝐼 )), образуютнекоммутативнуюалгебруA𝑑 .Чтобы

получить формулу композиции, перемножим соответствующие ряды. Если

𝐵1 (𝜏,𝑇 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑏1,𝑘 (𝜏)𝑇𝑘 , 𝐵2 (𝜏,𝑇 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑏2,𝑘 (𝜏)𝑇𝑘 ,

где 𝑏1, 𝑏2 ∈ H𝑑 (𝐶 (𝐼 )), то композиция 𝐵1𝐵2 представляет собой оператор

𝐵3 (𝜏,𝑇 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑏3,𝑘 (𝜏)𝑇𝑘 , 𝑏3,𝑘 (𝜏) =
𝑘∑︁
𝑗=1
𝑏1,𝑘 (𝜏)𝑏2,𝑘− 𝑗 (𝜏 − 𝑗𝑙).
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Легко видеть, что соответствующий символ𝑏3 (𝜏, 𝜆) =
∑∞
𝑘=0 𝑏3,𝑘 (𝜏)𝜆𝑘 также принадлежит классуH𝑑 (𝐶 (𝐼 )).

Теорема 5.1. Пусть для оператора 𝐵0 выполнено условие

𝑏0 (−∞, 𝜆) :=
2∑︁
𝑗=0
𝛾 𝑗 (−∞)𝜆 𝑗 ≠ 0 ( |𝜆 | < 𝑑).

Тогда существует обратный оператор 𝐵−1
0 (𝜏,𝑇 ) ∈ A𝑑 .

Доказательство. Будем строить обратный оператор в виде ряда
∑∞
𝑘=0 𝑟𝑘 (𝜏)𝑇𝑘 . Равенство 𝐵0𝐵

−1
0 = 𝐼

приводит к системе {
𝑟0 (𝜏) = 1,
𝑟𝑘 (𝜏) = −𝛾1 (𝜏)𝑟𝑘−1 (𝜏 − 𝑙) − 𝛾2 (𝜏)𝑟𝑘−2 (𝜏 − 2𝑙), 𝑘 ∈ N, (42)

для определения коэффициентов 𝑟𝑘 (𝜏), в то время как 𝐵−1
0 𝐵0 = 𝐼 дает{

𝑟0 (𝜏) = 1,
𝑟𝑘 (𝜏) = −𝛾1 (𝜏 − (𝑘 − 1)𝑙)𝑟𝑘−1 (𝜏) − 𝛾2 (𝜏 − (𝑘 − 2)𝑙)𝑟𝑘−2 (𝜏), 𝑘 ∈ N. (43)

Можнопоказать, что системы (42) и (43) определяют однуи тужепоследовательность коэффициентов
𝑟𝑘 (𝜏), 𝑘 ∈ N.

А именно, функции 𝑟𝑘 (𝜏), 𝑘 = 1, 2, . . . , из (42) и (43) можно вычислить по формуле

𝑟𝑘 (𝜏) = (−1)𝑘 det𝑀𝑘 (𝜏), (44)

где матрицы𝑀𝑘 (𝜏) имеют порядок 𝑘 × 𝑘, 𝑘 ∈ N и задаются формулой

𝑀𝑘 (𝜏) =

©­­­­­­«

𝛾1 (𝜏) 𝛾2 (𝜏) 0 . . . 0
1 𝛾1 (𝜏 − 𝑙) 𝛾2 (𝜏 − 𝑙) . . . 0
0 1 𝛾1 (𝜏 − 2𝑙) . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 𝛾1 (𝜏 − (𝑘 − 1)𝑙)

ª®®®®®®¬
.

Докажем равенство (44) и, следовательно, эквивалентность формул (42) и (43) по индукции. При 𝑘 = 1
равенство очевидно. Предположим, что равенство (44) выполняется вплоть до некоторого 𝑘. Докажем,
что оно справедливо и для 𝑘 + 1. Раскрыв определитель det𝑀𝑘+1 (𝜏) по первому столбцу, получаем
уравнение из (42), а раскрыв его по последней строке, получаем уравнение из системы (43).

Теперь введем 2 × 2-матрицы

𝐺𝑘 (𝜏) =
(
−𝛾1 (𝜏 − (𝑘 + 1)𝑙) −𝛾2 (𝜏 − 𝑘𝑙)

1 0

)
и вектор-столбцы 𝑆𝑘 (𝜏) = (𝑟𝑘+1 (𝜏), 𝑟𝑘 (𝜏))𝑇 , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Тогда будут справедливы рекуррентные соотно-
шения 𝑆𝑘 = 𝐺𝑘−1𝑆𝑘−1 и формула общего члена

𝑆𝑘 = 𝐺𝑘−1 . . . 𝐺0𝑆0 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .).

Оценка (40), которую нам осталось установить для коэффициентов 𝑟𝑘 (𝜏), сводится к проверке нера-
венств

sup
𝜏∈𝐼

∥(𝐺𝑘−1 . . . 𝐺0) (𝜏)∥ ≤ 𝑐 (𝑑 ′)𝑑 ′−𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . .)

(здесь ∥ .∥ есть матричная норма).
Обозначим 𝐼 = 𝐼 ∪ {−∞} одноточечную компактификацию 𝐼 . Тогда функции из 𝐶 (𝐼 ), сходящиеся на

−∞, можно отождествить с непрерывными функциями на компакте 𝐼 . Пусть B есть банахова алгебра
непрерывных на компакте 𝐼 матричныхфункций порядка 2×2. Понятно, что последовательность𝑔𝑘 = 𝐺𝑘
принадлежит B . При этом она сходится в B к элементу 𝑔 = 𝐺 (−∞) так, что выполняется оценка

∥𝑔𝑘 − 𝑔∥B ≤ 𝑐𝑁 (𝑞𝑝)−𝑘 .
Это непосредственным образом вытекает из вида функций 𝛾1,2 (𝜏).

Воспользуемся следующей леммой
Лемма 5.2. ([14]) Пусть B — банахова алгебра и последовательность 𝑔𝑛 ∈ B, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , экспонен-

циально сходится к элементу 𝑔 ∈ B : ∥𝑔𝑛 − 𝑔∥B ≤ 𝑐𝑑𝑛 для некоторых постоянных 𝑐 > 0, 0 < 𝑑 < 1.
Тогда

lim sup
𝑛→∞

∥𝑔𝑛−1 . . . 𝑔0∥1/𝑛
B ≤ 𝑑 (𝑔),
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где 𝑑 (𝑔) обозначает спектральный радиус элемента 𝑔 в B .
По этой лемме для всякого 𝑑 > 𝑑 (𝑔) найдется постоянная𝑀 = 𝑀 (𝑑) такая, что

∥𝑔𝑛−1 . . . 𝑔0∥1/𝑛
B ≤ 𝑀 (𝑑)𝑑𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .). (45)

Оценим спектральный радиус 𝑑 (𝑔) элемента 𝑔 ∈ B . Он совпадает с большим по модулю собствен-
ным значением постоянной матрицы 𝐺 (−∞) . Характеристическое уравнение для определения этих
собственных значений имеет вид

𝑧2 + 𝛾1 (−∞)𝑧 + 𝛾2 (−∞) = 0. (46)

Делая замену 𝑧−1 = 𝜆, мы получаем уравнение 𝑏0 (−∞, 𝜆) = 0. Условие теоремы 5.1. означает, что
все корни уравнения (46) не превосходят 𝑑−1, а значит и спектральный радиус 𝑑 (𝑔) ≤ 𝑑−1. Поскольку в
условии (40) 𝑑 ′ < 𝑑, имеем 𝑑 ′−1 > 𝑑−1 ≥ 𝑑 (𝑔). Положив в (45) 𝑑 = 𝑑 ′−1, получим

sup
𝜏∈𝐼

∥(𝐺𝑘−1 . . . 𝐺0) (𝜏)∥ = ∥𝑔𝑘−1 . . . 𝑔0∥B ≤ 𝑐𝑁 (𝑑 ′)𝑑 ′−𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .)

Теорема доказана.
Из леммы 5.1. и теоремы 5.1. вытекает
Следствие 5.1. Пусть для оператора 𝐵0 выполнено условие

𝑏0 (−∞, 𝜆) :=
𝑙∑︁
𝑗=0
𝛾 𝑗 (−∞)𝜆 𝑗 ≠ 0 ( |𝜆 | ≤ 1).

Тогда оператор 𝐵0 (𝜏,𝑇 ) есть изоморфизм пространства 𝐿2 (𝐼 ).
Было показано, что уравнение

𝑢 (𝜏) + 𝛾1 (𝜏)𝑢 (𝜏 − 𝑙) + 𝛾2 (𝜏)𝑢 (𝜏 − 2𝑙) = 𝑓 (𝜏) (47)

имеет единственное решение

𝑢 (𝜏) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑟𝑘 (𝜏) 𝑓 (𝜏 − 𝑘𝑙), (48)

причем ряд в правой части (48) сходится в 𝐿2 (𝐼 ) для любого 𝑁, а коэффициенты 𝑟𝑘 (𝜏), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,
определяются системой (42) или (43). При этом справедлива оценка

∥𝑢∥𝐿2 (𝐼 ) ≤ 𝑐 ∥ 𝑓 ∥𝐿2 (𝐼 ) . (49)

Покажем, что на самом деле функция, задаваемая формулой (48), принадлежит 𝐿2 (R) и непрерыв-
но зависит от 𝑓 ∈ 𝐿2 (R). Для этого нам понадобится другое представление функции 𝑢. Рассмотрим
уравнение (47) на полуинтервале [𝑁, +∞) с начальными условиями

𝑢 (𝜏) = 𝜙0 (𝜏), при 𝜏 ∈ [𝑁 − 2𝑙, 𝑁 − 𝑙],
𝑢 (𝜏) = 𝜙1 (𝜏), при 𝜏 ∈ [𝑁 − ℎ𝑙, 𝑁 ] .

Введем обозначения 𝑆 = [𝑁 − 2𝑙, 𝑁 − 𝑙] и 𝑢𝑘 (𝜏) = 𝑢 (𝜏 +𝑘𝑙), 𝑓𝑘 (𝜏) = 𝑓 (𝜏 +𝑘𝑙), 𝛾1,𝑘 (𝜏) = 𝛾1 (𝜏 +𝑘𝑙), 𝛾2,𝑘 (𝜏) =
𝛾2 (𝜏 + 𝑘𝑙) при 𝜏 ∈ 𝑆, где 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Заметим, что элементы с индексом 𝑘 = 0, 1 рассматриваются
далее только для последовательности {𝑢𝑘 }∞𝑘=0 . Учитывая введенные обозначения, перепишем исходное
уравнение и начальные условия

𝑢𝑘+2 (𝜏) + 𝛾1,𝑘+2 (𝜏)𝑢𝑘+1 (𝜏) + 𝛾2,𝑘+2 (𝜏)𝑢𝑘 (𝜏) = 𝑓𝑘+2 (𝜏), (50)

𝑢0 (𝜏) = 𝜙0 (𝜏), 𝑢1 (𝜏) = 𝜙1 (𝜏 + 𝑙).
Здесь 𝜏 ∈ 𝑆, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

Определимпространство 𝐿∞2 (𝑆) последовательностей функций {𝑢𝑘 }∞𝑘=0 со скалярнымпроизведением

(𝑢, 𝑣)𝐿∞2 (𝑆 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑁−ℎ∫
𝑁−2ℎ

𝑢𝑘 (𝜏)𝑣𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 .

С задачей (50) связывается ограниченный оператор

W : 𝐿∞2 (𝑆) → 𝐿∞2 (𝑆) × 𝐿2 (𝑆) × 𝐿2 (𝑆),

действующий по формуле W {𝑢𝑘 }∞𝑘=0 =
{{
𝑢𝑘+2 + 𝛾1,𝑘+2𝑢𝑘+1 + 𝛾2,𝑘+2𝑢𝑘

}∞
𝑘=0 , 𝑢0, 𝑢1

}
.
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Учитывая то, что функции 𝛾𝑖 (𝜏), 𝑖 = 1, 2, стабилизируются на бесконечности, используем для них
представление

𝛾𝑖,𝑘 (𝜏) = 𝛾𝑖 (+∞) + 𝜖𝑁,𝑖,𝑘 (𝜏), 𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ; 𝜏 ∈ 𝑆.

При этом по любому наперед заданному 𝜀 > 0 выберем 𝑁 так, чтобы иметь

|𝜖𝑁,𝑖,𝑘 (𝜏) | < 𝜀 при 𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ; 𝜏 ∈ 𝑆.

В соответствии с этим представлением, разложим оператор W в сумму двух операторов

W =𝑊 +𝑊𝜀 ,

где оператор𝑊 является оператором с постоянными коэффициентами,

𝑊 {𝑢𝑘 }∞𝑘=0 =
{
{𝑢𝑘+2 + 𝛾1 (+∞)𝑢𝑘+1 + 𝛾2 (+∞)𝑢𝑘 }∞𝑘=0 , 𝑢0, 𝑢1

}
,

а коэффициенты оператора𝑊𝜀 малы равномерно по 𝑘,

𝑊𝜀 {𝑢𝑘 }∞𝑘=0 =
{{
𝜖𝑁,1,𝑘+2 (𝜏)𝑢𝑘+1 + 𝜖𝑁,2,𝑘+2 (𝜏)𝑢𝑘

}∞
𝑘=0 , 0, 0

}
.

Оценим норму оператора𝑊𝜀 . Поскольку

∞∑︁
𝑘=0

©­«
∫
𝑆

|𝜖𝑁,1,𝑘+2 (𝜏)𝑢𝑘+1 + 𝜖𝑁,2,𝑘+2 (𝜏)𝑢𝑘 |2𝑑𝜏
ª®¬ ≤ 2𝜀2

∞∑︁
𝑘=0

∫
𝑆

(
|𝑢𝑘+1 |2 + |𝑢𝑘 |2

)
𝑑𝜏, (51)

то ∥𝑊𝜀 ∥ ≤ 2𝜀.
Теперь перейдем к решению неоднородного разностного уравнения с постоянными коэффициента-

ми, отвечающего оператору𝑊,

𝑢𝑘+2 + 𝛾1 (+∞)𝑢𝑘+1 + 𝛾2 (+∞)𝑢𝑘 = 𝑓𝑘+2, (52)

где 𝑢0 = 𝜙0, 𝑢1 = 𝜙1 (. + ℎ). Его характеристическое уравнение имеет вид, аналогичный уравнению (46):

𝜆2 + 𝛾1 (+∞)𝜆 + 𝛾2 (+∞) = 0.

Пусть 𝜆1 и 𝜆2 — корни этого уравнения.
Хорошо известно [9], что если 𝜆1 ≠ 𝜆2, т. е. 𝛾2 (+∞) ≠ (𝛾1 (+∞)/2)2, то решение соответственного

однородного разностного уравнения имеет вид

𝑢𝑘 = 𝐶1𝜆
𝑘
1 +𝐶2𝜆

𝑘
2 ,

а решение уравнения (52) находится по формуле

𝑢𝑘 = 𝜙1
𝜆𝑘1 − 𝜆𝑘2
𝜆1 − 𝜆2

− 𝜙0𝛾2 (+∞)
𝜆𝑘−1

1 − 𝜆𝑘−1
2

𝜆1 − 𝜆2
+

𝑘∑︁
𝑖=2

𝑓𝑘+2−𝑖
𝜆𝑖−1

1 − 𝜆𝑖−1
2

𝜆1 − 𝜆2
.

Если же 𝜆1 = 𝜆2 =: 𝜆, т. е. 𝛾2 (+∞) = (𝛾1 (+∞)/2)2, то решение имеет вид

𝑢𝑘 = 𝜙1𝑘𝜆
𝑘−1 − 𝜙0𝛾2 (+∞)(𝑘 − 1)𝜆𝑘−2 +

𝑘∑︁
𝑖=2

𝑓𝑘+2−𝑖𝜆
𝑖−2 .

Тогда в обоих случаях имеем оценку

1
3
|𝑢𝑘 (𝜏) |2 ≤ 𝑘2 |𝜆 |2(𝑘−1) |𝜙1 (𝜏 + ℎ) |2 + (𝑘 − 1)2 |𝛾2 (+∞)|2 |𝜆 |2(𝑘−2) |𝜙0 (𝜏) |2 +

(
𝑘∑︁
𝑖=2

|𝜆 | (𝑖−2) |𝑓𝑘+2−𝑖 (𝜏) |
)2

.

Здесь |𝜆 | = max{|𝜆1 |, |𝜆2 |}.Нетрудно убедиться в том, что для последнего слагаемого выполняется оценка(
𝑘∑︁
𝑖=2

|𝜆 | (𝑖−2) |𝑓𝑘+2−𝑖 (𝜏) |
)2

≤ 2
𝑘∑︁
𝑖=2

𝑘∑︁
𝑗=𝑖

|𝜆 |2𝑘−(𝑖+𝑗 ) |𝑓𝑖 (𝜏) | |𝑓𝑗 (𝜏) |.
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Просуммируем по 𝑘

1
3

∞∑︁
𝑘=2

|𝑢𝑘 (𝜏) |2 ≤ |𝜙1 (𝜏 + ℎ) |2
∞∑︁
𝑘=2

𝑘2 |𝜆 |2(𝑘−1) + |𝜙0 (𝜏) |2 |𝛾2 (+∞)|2
∞∑︁
𝑘=2

(𝑘 − 1)2 |𝜆 |2(𝑘−2)+ (53)

2
∞∑︁
𝑘=2

𝑘∑︁
𝑖=2

𝑘∑︁
𝑗=𝑖

|𝜆 |2𝑘−(𝑖+𝑗 ) |𝑓𝑖 (𝜏) | |𝑓𝑗 (𝜏) |.

Условием сходимости рядов в правой части неравенства (53) является оценка |𝜆 | < 1. Рассмотрим
отдельно последний ряд

∞∑︁
𝑘=2

𝑘∑︁
𝑖=2

𝑘∑︁
𝑗=𝑖

|𝜆 |2𝑘−𝑖− 𝑗 |𝑓𝑖 | |𝑓𝑗 | =
∞∑︁
𝑖=2

|𝜆 |−𝑖 |𝑓𝑖 |
∞∑︁
𝑗=𝑖

|𝜆 |− 𝑗 |𝑓𝑗 |
∞∑︁
𝑘=𝑗

|𝜆 |2𝑘 =
1

1 − |𝜆 |2
∞∑︁
𝑖=2

|𝜆 |−𝑖 |𝑓𝑖 |
∞∑︁
𝑗=𝑖

|𝜆 | 𝑗 |𝑓𝑗 | =

1
1 − |𝜆 |2

∞∑︁
𝑖=2

|𝑓𝑖 |
∞∑︁
𝑚=0

|𝜆 |𝑚 |𝑓𝑖+𝑚 | =
1

1 − |𝜆 |2
∞∑︁
𝑚=0

|𝜆 |𝑚
∞∑︁
𝑖=2

|𝑓𝑖 | |𝑓𝑖+𝑚 | ≤

1
1 − |𝜆 |2

∞∑︁
𝑚=0

|𝜆 |𝑚
( ∞∑︁
𝑖=2

|𝑓𝑖 |2
∞∑︁
𝑖=2

|𝑓𝑖+𝑚 |2
)1/2

≤ 1
1 − |𝜆 |2

∞∑︁
𝑚=0

|𝜆 |𝑚
∞∑︁
𝑖=2

|𝑓𝑖 |2

Таким образом, правую часть (53) можно оценить через

|𝜙1 (𝜏 + ℎ) |2
|𝜆 |2 ( |𝜆 |4 − 3|𝜆 |2 + 4)

(1 − |𝜆 |2)3 + |𝜙0 (𝜏) |2
|𝜆 |2 + 1

(1 − |𝜆 |2)3 + 2
(1 − |𝜆 |2) (1 − |𝜆 |)

∞∑︁
𝑖=2

|𝑓𝑖 |2.

Проинтегрируем (53) по отрезку 𝑆

𝑁−𝑙∫
𝑁−2𝑙

∞∑︁
𝑘=2

|𝑢𝑘 (𝜏) |2𝑑𝜏 =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑁+(𝑘+1)𝑙∫
𝑁+𝑘𝑙

|𝑢 (𝜏) |2𝑑𝜏 = ∥𝑢∥2
𝐿2 ( [𝑁,+∞) ≤

3|𝜆 |2 ( |𝜆 |4 − 3|𝜆 |2 + 4)
(1 − |𝜆 |2)3

𝑁−𝑙∫
𝑁−2𝑙

|𝜙1 (𝜏 + 𝑙) |2𝑑𝜏 +
3( |𝜆 |2 + 1)
(1 − |𝜆 |2)3

𝑁−𝑙∫
𝑁−2𝑙

|𝜙0 (𝜏) |2𝑑𝜏+

6
(1 − |𝜆 |2) (1 − |𝜆 |)

𝑁−𝑙∫
𝑁−2𝑙

∞∑︁
𝑖=2

|𝑓 (𝜏 + 𝑖ℎ) |2𝑑𝜏 ≤ 𝐶
(
∥𝜙1∥𝐿2 ( [𝑁−𝑙,𝑁 ] ) + ∥𝜙0∥𝐿2 ( [𝑁−2𝑙,𝑁−𝑙 ] ) + ∥ 𝑓 ∥2

𝐿2 ( [𝑁,+∞)

)
.

Получаем, что при max{|𝜆1 |, |𝜆2 |} < 1 выполняется оценка

∥𝑢∥𝐿2 ( [𝑁,+∞) ) ≤ 𝑐
(
∥𝜙1∥𝐿2 ( [−𝑁,−𝑁+ℎ] ) + ∥𝜙0∥𝐿2 ( [𝑁−2ℎ,𝑁−ℎ] ) + ∥ 𝑓 ∥𝐿2 ( [𝑁,+∞) )

)
, (54)

причем константа не зависит от 𝑁 . Таким образом, мы убедились в том, что норма оператора𝑊 −1 не
зависит от 𝑁 .

В силу этогомыможемвзять такое𝑁, чтонормаоператора𝑊𝜀 будет достаточномаладля обратимости
оператора𝑊 +𝑊𝜀 . Действительно,

(𝑊 +𝑊𝜀)−1 =
(
𝑊

(
𝐼 +𝑊 −1𝑊𝜀

) )−1
=

(
𝐼 +𝑊 −1𝑊𝜀

)−1
𝑊 −1,

значит для обратимости оператора𝑊 +𝑊𝜀 достаточно выполнения оценки ∥𝑊 −1𝑊𝜀 ∥ < 1, или ∥𝑊𝜀 ∥ <

1/∥𝑊 −1∥. В силу (51), выбираем 𝑁 так, чтобы 𝜀 < 1/(2∥𝑊 −1∥).
Таким образом, из (49) и (54) получаем

∥𝑢∥𝐿2 (R) ≤ 𝑐 ∥ 𝑓 ∥𝐿2 (R) . (55)

Тогда сформулируем достаточные условия обратимости оператора 𝐵0.

Теорема 5.2. Пусть для оператора 𝐵0 выполнено условие

𝑏0 (±∞, 𝜆) :=
2∑︁
𝑗=0
𝛾 𝑗 (±∞)𝜆 𝑗 ≠ 0 ( |𝜆 | ≤ 1).

Тогда существует ограниченный обратный оператор 𝐵−1
0 (𝜏,𝑇 ).
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Замечание 5.1. Условия обратимости оператора 𝐵0, полученные в этом пункте, легко обобщаются на
случай𝑀 + 1-членного оператора

𝐵0 =

𝑀∑︁
𝑗=0
𝛾 𝑗 (𝜏)𝑇 𝑗

с коэффициентами, экспоненциально сходящимися на ±∞, и имеют аналогичный вид, а именно, требуется,
чтобы

∑𝑀
𝑗=0 𝛾 𝑗 (±∞)𝜆 𝑗 ≠ 0 при |𝜆 | ≤ 1.

6. Разрешимость в весовом пространстве. Сформулируем основной результат о разрешимости
функционально-дифференциального уравнения в весовых пространствах.

Теорема 6.1. Пусть для оператора 𝐴𝑅 : 𝐻𝑠+2
0 (R2) → 𝐻𝑠0 (R2) в (32) выполнены условия

𝑎111𝑝𝑞𝑒
2𝑠1𝜏 ± (𝑎121𝑝𝑞 + 𝑎211) 𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎221𝑒

−2𝑠𝑠2𝜏 ≠ 0
(
𝜏 ∈ R

)
; (56)

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0 ( |𝜆 | ≤

√︁
𝑝/𝑞𝑞𝑠+1); (57)

𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆
2 ≠ 0 ( |𝜆 | ≤

√︁
𝑝/𝑞𝑝−𝑠−1). (58)

Тогда существует ограниченный обратный оператор 𝐴−1
𝑅
.

Доказательство. Действительно, условие (56) позволяет при исследовании исходного уравнения рас-
сматривать оператор

𝐼 + 𝛾1 (𝜏)
𝛾0 (𝜏)

𝑇 + 𝛾2 (𝜏)
𝛾0 (𝜏)

𝑇 2.

Его обратимость гарантируется теоремой 5.2. при условии, что корни уравнений

1 + 𝛾1 (±∞)
𝛾0 (±∞) 𝜆 +

𝛾2 (±∞)
𝛾0 (±∞) 𝜆

2 = 0

лежат вне круга единичного радиуса. Подставляя значения пределов 𝛾𝑖 (±∞), 𝑖 = 0, 1, 2, мы получаем
два уравнения

𝑎11,−1

𝑎111
𝑞2(𝑠+1) 𝑝

𝑞
𝜆2 + 𝑎110

𝑎111
𝑞𝑠+1

√︂
𝑝

𝑞
𝜆 + 1 = 0,

𝑎22,−1

𝑎221
𝑝−2(𝑠+1) 𝑝

𝑞
𝜆2 + 𝑎220

𝑎221
𝑝−(𝑠+1)

√︂
𝑝

𝑞
𝜆 + 1 = 0.

После замен �̃� = 𝑞𝑠+1
√︁
𝑝/𝑞𝜆 и 𝜆 = 𝑝−(𝑠+1)√︁𝑝/𝑞𝜆 мы получаем условия (57), (58).

Теперь в (55) используем функции 𝑢 (𝜏) = 𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 )/2 (𝑒 (𝜏))𝑠/2+1𝑤 (𝜌, 𝜏) и

𝑓 (𝜏) = 𝜌−2𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 )/2 (𝑒 (𝜏))𝑠/2+1 (𝑒 (𝜏 − ℎ))−1 𝑔(𝜌, 𝜏 − ℎ)

(они принадлежат пространству 𝐿2 (R) при почти всех 𝜌 > 0):

∞∫
−∞

𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 ) (𝑒 (𝜏))𝑠+2 |𝑤 (𝜌, 𝜏) |2𝑑𝜏 ≤ 𝑐
∞∫

−∞

𝜌−4𝑒𝜏 (𝑠1−𝑠2 ) (𝑒 (𝜏))𝑠+2 (𝑒 (𝜏 − 𝑙))−2 |𝑔(𝜌, 𝜏 − 𝑙) |2𝑑𝜏 .

Умножим обе части последнего неравенства на 2𝜌2𝑠+3 и проинтегрируем по 𝜌 от 0 до +∞. Получаем
оценку

∥𝑤 ∥2
𝐾𝑠+2 ≤ 𝑐 ∥𝑔∥2

𝐾𝑠 ,

равносильную оценке
∥�̃�∥2

𝐻 0
𝑠+2 (R2 ) ≤ 𝑐 ∥ 𝑓 ∥

2
𝐻 0
𝑠 (R2 ) .

Теорема доказана.
Замечание 6.1. Интересным является наличие параметра 𝑠 в условиях теоремы 6.1. Увеличение этого

параметра позволяет нам ослабить условие на коэффициенты 𝑎22𝑘 , 𝑘 = 0,±1 : уменьшается круг, куда
не должны попасть корни выражения в (58). Но в то же время ужесточаются условия на коэффициенты
𝑎11𝑘 , 𝑘 = 0,±1, т. к. увеличивается круг, где выражение из (57) не должно обращаться в ноль.

Замечание 6.2. Обратим внимание на то, что коэффициенты при смешанных производных входят
лишь в условие (56), которое является значительно менее ограничительным по сравнению с (57) и (58).

Симметричные достаточные условия разрешимости получаются, если потребовать, чтобы 𝜃1 (𝜏) ≠ 0
на R. Тогда можно свести вопрос об обратимости оператора 𝐴𝑅 к вопросу об обратимости оператора

�̂�0 = 𝛿0𝐼 + 𝛿1𝑇
−1 + 𝛿2𝑇

−2 : 𝐿2 (R) → 𝐿2 (R),
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где

𝛿0 (𝜏) =
𝜃1 (𝜏 + 𝑙)
𝑒 (𝜏 + 𝑙) , 𝛿1 (𝜏) =

𝜃0 (𝜏 + 𝑙)
√︁
𝑝/𝑞𝑒𝑠/2+1 (𝜏)

𝑒𝑠/2+2 (𝜏 + 𝑙)
, 𝛿2 (𝜏) =

𝜃−1 (𝜏 + 𝑙) (𝑝/𝑞)𝑒𝑠/2+1 (𝜏)
𝑒 (𝜏 + ℎ)𝑒𝑠/2+1 (𝜏 + 2𝑙 .96 ∗ +968/)

.

Аналогично убеждаемся, что для существования ограниченного обратного оператора �̂�0 в этом
случае достаточно выполнения условий

1 + 𝛿1 (±∞)
𝛿0 (±∞) 𝜆 +

𝛿2 (±∞)
𝛿0 (±∞) 𝜆

2 ≠ 0 ( |𝜆 | ≤ 1).

Подставляя предельные значения, получаем следующий результат.
Теорема 6.2. Пусть для оператора 𝐴𝑅 : 𝐻𝑠+2

0 (R2) → 𝐻𝑠0 (R2) выполнены условия

𝑎11,−1𝑒
2𝑠1𝜏 ±

(
𝑎12,−1 + 𝑎21,−1𝑝𝑞

)
𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎22,−1𝑝𝑞𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0
(
𝜏 ∈ R

)
;

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0 ( |𝜆 | ≥

√︁
𝑝/𝑞𝑞𝑠+1);

𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆
2 ≠ 0 ( |𝜆 | ≥

√︁
𝑝/𝑞𝑝−𝑠−1).

Тогда существует ограниченный обратный оператор 𝐴−1
𝑅
.

Комбинируя теоремы 6.1. и 6.2., приходим к такому утверждению.
Следствие 6.1. Пусть для оператора 𝐴𝑅 : 𝐻𝑠+2

0 (R2) → 𝐻𝑠0 (R2) из (32) одновременно выполняются
условия

𝑎111𝑝𝑞𝑒
2𝑠1𝜏 ± (𝑎121𝑝𝑞 + 𝑎211) 𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎221𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0
(
𝜏 ∈ R

)
,

𝑎11,−1𝑒
2𝑠1𝜏 ±

(
𝑎12,−1 + 𝑎21,−1𝑝𝑞

)
𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎22,−1𝑝𝑞𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0
(
𝜏 ∈ R

)
,

и пусть 𝜆1, 𝜆2 — корни уравнения
𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆

2 = 0.

Если оба корня уравнения
𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 = 0

лежат внутри круга радиуса
√︁
𝑝/𝑞𝑝−𝑠−1, когда |𝜆1,2 | <

√︁
𝑝/𝑞𝑞𝑠+1, и лежат вне его, когда |𝜆1,2 | >

√︁
𝑝/𝑞𝑞𝑠+1,то

существует ограниченный обратный оператор 𝐴−1
𝑅
.

В заключение остановимся на ситуации, когда в исходном уравнении либо все коэффициенты 𝑎𝑖 𝑗1
одновременно обращаются в ноль, либо все коэффициенты 𝑎𝑖 𝑗,−1 одновременно обращаются в ноль, т. е.
когда одна из функций 𝜃1 или 𝜃−1 тождественно равна нулю. Без ограничения общности будем считать,
что 𝜃1 (𝜏) ≡ 0. Тогда решение уравнения сводится к обращению двучленного оператора

𝛽𝑤 (𝜏) = 𝛾0 (𝜏)𝑤 (𝜏) + 𝛾1 (𝜏)𝑤 (𝜏 − ℎ) : 𝐿2 (R) → 𝐿2 (R). (59)

Следующий результат доказан в [2, теорема 11.1, параграф 11].
Теорема 6.3. Пусть коэффициенты 𝛾0, 𝛾1 принадлежат 𝐿∞ (R) и существуют пределы lim

𝜏→±∞
𝛾0,1 (𝜏) =

𝛾0,1 (±∞) . Тогда оператор (59) обратим в пространстве 𝐿𝑝 (R), 1 < 𝑝 < ∞, в том и только в том случае,
если выполнены следующие условия:

1. существует номер 𝑘0 такой, что |𝛾𝑘0 (±∞)| > |𝛾1−𝑘0 (±∞)|;

2. существует число 𝛿 > 0 такое, что почти всюду |𝛾𝑘0 | > 𝛿.

Замечание 6.3. Поскольку условия теоремы 6.3. совпадают с условиями теоремы 5.2. в случае вырож-
дения коэффициентов при одном из сдвигов, то мы можем говорить о близости полученных в статье
достаточных условий обратимости разностного оператора 𝐵0 к необходимым.

Теперь рассмотрим решения уравнения (33), записанного в виде

𝐴�̃� = 𝑓 ,

из пространства 𝐻𝑘𝑠+2 (R2), 𝑘 ∈ N. В этом случае, 𝑓 ∈ 𝐻𝑘𝑠
(
R2) . Получим ниже алгебраические условия,

при которых решения удовлетворяют априорной оценке

∥�̃�∥𝐻𝑘
𝑠+2 (R2 ) ≤ 𝐶 ∥ 𝑓 ∥𝐻𝑘

𝑠 (R2 ) .
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Эквивалентное утверждение состоит в наличии у оператора 𝐴 : 𝐻𝑘𝑠+2 (R2) → 𝐻𝑘𝑠 (R2) тривиального ядра
и замкнутого образа. Начнем со случая, когда 𝑘 = 1,

∥ 𝑓 ∥2
𝐻 1
𝑠 (R2 ) =

∫
R2

|𝜉 |2(𝑠−1) |𝑓 (𝜉) |2𝑑𝜉 +
2∑︁
𝑖=1

∫
R2

|𝜉 |2𝑠
����� 𝜕𝑓𝜕𝜉𝑖

�����2 𝑑𝜉 < ∞.

Таким образом, 𝑓 ∈ 𝐻 0
𝑠−1

(
R2) и 𝜕𝑓

𝜕𝜉𝑖
∈ 𝐻 0

𝑠

(
R2) . Заменяя параметр 𝑠 на (𝑠 − 1) в Теореме 6.1., получим

условие, при котором существует единственное решение �̃� ∈ 𝐻 0
𝑠+1

(
R2) , и выполняется следующая

оценка
∥�̃�∥𝐻 0

𝑠+1 (R2 ) ≤ 𝐶0∥ 𝑓 ∥𝐻 0
𝑠−1 (R2 ) . (60)

Предполагая, что �̃� ∈ 𝐻 1
𝑠+2

(
R2) , продифференцируем уравнение (33) по 𝜉1 ипо 𝜉2 .Используя предыдущие

краткие обозначения, перепишем данные уравнения в следующем виде:

𝐴1�̃�𝜉1 = 𝑓𝜉1 + 𝐵1�̃�, (61)

𝐴2�̃�𝜉2 = 𝑓𝜉2 + 𝐵2�̃� . (62)

Поскольку �̃� ∈ 𝐻 0
𝑠+1

(
R2) , члены 𝜉𝑖�̃�, 𝑖 = 1, 2, также принадлежат 𝐻 0

𝑠

(
R2) , а операторы 𝐵1, 𝐵2 непре-

рывно отображают 𝐻 0
𝑠+1

(
R2) в 𝐻 0

𝑠

(
R2) . Отсюда функции правой части уравнений (61), (62) принадлежат

пространству 𝐻 0
𝑠

(
R2) .

Предположим, что для операторов 𝐴1, 𝐴2 : 𝐻 0
𝑠+2

(
R2) → 𝐻 0

𝑠

(
R2) выполняются условия, аналогичные

условиям Теоремы 6.1. Тогда данные операторы непрерывно обратимы, и мы имеем

∥�̃�𝜉𝑖 ∥𝐻 0
𝑠+2 (R2 ) ≤ 𝐶1∥ 𝑓𝜉𝑖 + 𝐵𝑖�̃�∥𝐻 0

𝑠 (R2 ) ≤ 𝐶1

(
∥ 𝑓𝜉𝑖 ∥𝐻 0

𝑠 (R2 ) + ∥𝐵𝑖�̃�∥𝐻 0
𝑠 (R2 )

)
≤

𝐶2

(
∥ 𝑓𝜉𝑖 ∥𝐻 0

𝑠 (R2 ) + ∥�̃�∥𝐻 0
𝑠+1 (R2 )

)
≤ 𝐶2

(
∥ 𝑓𝜉𝑖 ∥𝐻 0

𝑠 (R2 ) +𝐶0∥ 𝑓 ∥𝐻 0
𝑠−1 (R2 )

)
≤ 𝐶3∥ 𝑓 ∥𝐻 1

𝑠 (R2 ) .

Совместно с (60) это дает, что
∥�̃�∥𝐻 1

𝑠+2 (R2 ) ≤ 𝐶 ∥ 𝑓 ∥𝐻 1
𝑠 (R2 ) . (63)

Выразим вышеупомянутые условия на 𝐴, 𝐴1 и 𝐴2 в явном виде. Если мы начнем с выражения

𝑎111𝑝𝑞𝑒
2𝑠1𝜏 ± (𝑎121𝑝𝑞 + 𝑎211) 𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎221𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0 (𝜏 ∈ R)

общего для всех трех операторов, то необходимо дополнительно потребовать

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0

(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑞𝑠

)
, 𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 ≠ 0
(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑝−𝑠

)
для 𝐴,

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0

(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑞𝑠

)
, 𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 ≠ 0
(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑝−(𝑠+1)𝑞−1

)
для 𝐴1 и

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0

(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑞𝑠+1𝑝

)
, 𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 ≠ 0
(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑝−𝑠

)
для 𝐴2. Поскольку 𝑝𝑞 > 1, пересечение данных условий выражается последними двумя выражениями.
Альтернативные условия, связанные с выражением

𝑎11,−1𝑒
2𝑠1𝜏 ±

(
𝑎12,−1 + 𝑎21,−1𝑝𝑞

)
𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎22,−1𝑝𝑞𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0 (𝜏 ∈ R) ,

формулируются аналогично. Запишем ниже полученный результат.
Теорема 6.3. Априорная оценка

∥𝑢∥𝐻𝑠+2
1 (R2 ) ≤ 𝐶 ∥ 𝑓 ∥𝐻𝑠

1 (R2 )

выполняется для решений уравнения (32), если выполняется один из следующих двух блоков условий:
(i)

𝑎111𝑝𝑞𝑒
2𝑠1𝜏 ± (𝑎121𝑝𝑞 + 𝑎211) 𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎221𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0 (𝜏 ∈ R) ,

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0

(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑞𝑠+1𝑝

)
, 𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 ≠ 0
(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑝−𝑠

)
;
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(ii)
𝑎11,−1𝑒

2𝑠1𝜏 ±
(
𝑎12,−1 + 𝑎21,−1𝑝𝑞

)
𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎22,−1𝑝𝑞𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0 (𝜏 ∈ R) ,

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0

(
|𝜆 | ≥

√︂
𝑝

𝑞
𝑞𝑠

)
, 𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 ≠ 0
(
|𝜆 | ≥

√︂
𝑝

𝑞
𝑝−(𝑠+1)𝑞−1

)
.

Сформулируем очевидное обобщение для натурального 𝑘.
Теорема 6.4. Априорная оценка

∥𝑢∥𝐻𝑠+2
𝑘

(R2 ) ≤ 𝐶 ∥ 𝑓 ∥𝐻𝑠
𝑘
(R2 )

выполняется для решений уравнения (32), если выполняется один из следующих двух блоков условий:
(i)

𝑎111𝑝𝑞𝑒
2𝑠1𝜏 ± (𝑎121𝑝𝑞 + 𝑎211) 𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎221𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0 (𝜏 ∈ R) ,

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0

(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑞𝑠+1𝑝𝑘

)
, 𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 ≠ 0
(
|𝜆 | ≤

√︂
𝑝

𝑞
𝑝−(𝑠+1−𝑘 )

)
;

(ii)
𝑎11,−1𝑒

2𝑠1𝜏 ±
(
𝑎12,−1 + 𝑎21,−1𝑝𝑞

)
𝑒 (𝑠1−𝑠2 )𝜏 + 𝑎22,−1𝑝𝑞𝑒

−2𝑠2𝜏 ≠ 0 (𝜏 ∈ R) ,

𝑎111 + 𝑎110𝜆 + 𝑎11,−1𝜆
2 ≠ 0

(
|𝜆 | ≥

√︂
𝑝

𝑞
𝑞𝑠+1−𝑘

)
, 𝑎221 + 𝑎220𝜆 + 𝑎22,−1𝜆

2 ≠ 0
(
|𝜆 | ≥

√︂
𝑝

𝑞
𝑝−(𝑠+1)𝑞−𝑘

)
.

Пример 6.1. Исследуем разрешимость уравнения

𝑎𝑢𝑥1𝑥1 (𝑥1, 𝑥2) + 𝑢𝑥1𝑥1 (𝑥1/2, 2𝑥2) + 𝑏𝑢𝑥1𝑥2 (𝑥1/2, 2𝑥2) + 𝑢𝑥2𝑥2 (𝑥1/2, 2𝑥2) + 𝑐𝑢𝑥2𝑥2 (2𝑥1, 𝑥2/2) = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2). (64)

Здесь 𝑝 = 𝑞 = 2, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠0 (R2), 𝑠 ∉ Z. Тогда 𝑎110 = 𝑎, 𝑎111 = 2, 2𝑎121 + 𝑎211/2 = 𝑏, 𝑎221 = 1/2, 𝑎22,−1 = 2𝑐,
остальные коэффициенты нулевые. Воспользуемся теоремой 6.1. Условие (56) имеет вид

4𝑒2𝜏 + 1
4
𝑒−2𝜏 ≠ ±𝑏, ∀𝜏 ∈ R,

что возможно лишь когда |𝑏 | < 2. Условия (57) и (58) выглядят следующим образом:

2 + 𝑎𝜆 = 0 только при |𝜆 | > 2𝑠+1,

1
2
+ 2𝑐𝜆2 = 0 только при |𝜆 | > 2−𝑠−1 .

Это значит, что при |𝑎 | < 2−𝑠 , |𝑐 | < 22𝑠 и |𝑏 | < 2 уравнение (64) имеет единственное решение в 𝐻𝑠+2
0 (R2).
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