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1. Ââåäåíèå. Â ïåðå÷èñëèòåëüíîì êîìáèíàòîðíîì àíàëèçå èçâåñòíà çàäà÷à î ïåðå÷èñëåíèè ðå-
ø¼òî÷íûõ ïóòåé: äëÿ íàáîðà âåêòîðîâ ∆ = {α1, α2, . . . , αN} ⊂ Zn, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî
ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïðèéòè èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó x ∈ Zn, èñïîëüçóÿ òîëüêî øàãè
èç íàáîðà ∆. Ê ÷èñëó èçâåñòíûõ ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ìîæíî îòíåñòè ïóòè Äèêà, Ìîö-
êèíà è Øðåäåðà (ñì. [Bousquet-M�elou, Petkov�sek, 2000]). Îòìåòèì, ÷òî ïóòè Äèêà ñâÿçàíû êàê ñî
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ñëîâàìè Äèêà, òàê è ñ äèàãðàììàìè Þíãà, äåðåâüÿìè è äðóãèìè îáúåêòàìè ïåðå÷èñëèòåëüíîãî
êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà (ñì. [Ñòåíëè, 2005], [Lyapin, Chandragiri, 2019]).

Åñëè îáîçíà÷èòü èñêîìîå ÷èñëî ïóòåé ÷åðåç f(x), òî èçâåñòíî (ñì. [6]), ÷òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò
ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

f(x)− f(x− α1)− . . .− f(x− αN ) = 0, x ∈ Zn. (1)

Ìîùíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèè f(x) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè (ñì.
[Ñòåíëè, 1990]), òî åñòü ôóíêöèè âèäà

F (z) =
∑
x∈K

f(x)zx, (2)

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ ôóíêöèè f(x).

Àáðàõàì Ìóàâð â 1722 ãîäó äîêàçàë, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñòåïåííîé ðÿä F (z) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ðå-
êóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (ëèíåéíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
(ñì. [Moivre, 1724]). À èìåííî, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

F (z) =
1

ckzk + ck−1zk−1 + . . .+ c0
=
∞∑
x=0

f(x)zx, (3)

ãäå ci ∈ C, i = 0, . . . , k � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (ðàç-
íîñòíîìó óðàâíåíèþ) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(x)}∞x=0, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñ k-ãî,
âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç k − 1 ïðåäûäóùèõ:

ckf(x− k) + ck−1f(x− k + 1) + . . .+ c0f(x) = 0, x > k. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â [1], â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ðàöèîíàëüíûì ïðîèçâî-
äÿùèì ôóíêöèÿì.

Â îáùåì ñëó÷àå, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f(x) = ϕ(x), x = 0, . . . , k − 1 (5)

çàäàþòñÿ ïðîèçâîëüíî, à çàäà÷à (4)�(5) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (4),
a (5) � ôóíêöèåé íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ãîðàçäî ñëîæíåå è ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâàìè è ñòðóêòóðîé êîíó-
ñà K è, êàê ñëåäñòâèå, ðàçëè÷íûìè âèäàìè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ÷èñëî ïóòåé íà
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå. Îòìåòèì ðàáîòó [Levy, Lessman, 1992], â êîòîðîé äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ
ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Â
ìîíîãðàôèè [Äàäæèîí, Ìåðñåðî, 1988] äâóìåðíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü â òåîðèè
öèôðîâîé îáðàáîòêè ìíîãîìåðíûõ ñèãíàëîâ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ öèôðîâûõ ðåêóðñèâíûõ ôèëü-
òðîâ. Â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè öèôðîâîãî ðåêóðñèâíîãî ôèëüòðà ðåøåíà â
ðàáîòå [Tsikh, 1993]. Â ñòàòüå [Bousquet-M�elou, Petkov�sek, 2000] ìíîãîìåðíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
èçó÷àëèñü ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷àì ïåðå÷èñëèòåëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà. Â
íåé ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à Êîøè äëÿ ìíîãîìåðíîãî ëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ è äîêàçàíà
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Â ðàáîòå [Leinartas, 2007] ïðèâå-
äåíà ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ.
Ðè÷àðä Ñòåíëè âûäåëÿåò ñëåäóþùèå êëàññû ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé: D-ôèíèòíûå ⊃ àëãåáðàè÷å-
ñêèå ⊃ ðàöèîíàëüíûå, è ðàññìàòðèâàåò ïîñëåäíèå êàê ¾íàèáîëåå ïîëåçíûé¿ êëàññ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé (ñì. [Ñòåíëè, 1990]). Â ðàáîòå [Íåêðàñîâà, 2014] èññëåäóþòñÿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ðå-
øåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â ðàöèîíàëüíûõ êîíóñàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè. Äëÿ ðÿäîâ Ëîðàíà
ñ íîñèòåëÿìè â òàêèõ êîíóñàõ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå D-ôèíèòíîñòè è ïðèâåäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì èç ðàöèîíàëüíîñòè (àëãåáðàè÷íîñòè, D-ôèíèòíîñòè) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè íà÷àëü-
íûõ äàííûõ çàäà÷è Êîøè ñëåäóåò ðàöèîíàëüíîñòü (àëãåáðàè÷íîñòü, D-ôèíèòíîñòü) ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ðåøåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàí ìíîãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ìóàâðà (òåîðåìà 1),
ïîëó÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñå÷åíèé ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà F (z) è äîêàçàíî, ÷òî ñå÷åíèÿ
ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà äëÿ ðåøåòî÷íûõ ïóòåé ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè (ñëåäñòâèå èç
òåîðåìû 1).

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì íàáîð âåêòîðîâ ∆ = {α1, α2, . . . , αN} ⊂ Zn> è ðàññìîò-
ðèì êîíóñ

K = {α1x1 + . . .+ αNxN , x1, . . . , xN ∈ Z>} ⊂ Zn>, (6)
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íàòÿíóòûé íà âåêòîðà èç íàáîðà ∆ è ëåæàùèé â íåîòðèöàòåëüíîì îêòàíòå. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,
[Bousquet-M�elou, Petkov�sek, 2000]), ÷òî ïðîèçâîäÿùèé ðÿä äëÿ ÷èñëà ðåøåòî÷íûõ ïóòåé èç íà÷àëà
êîîðäèíàò â òî÷êó x ∈ Zn> ñõîäèòñÿ è èìååò âèä

F (z) =
1

1− zα
1
1

1 · · · z
α1
n

n − . . .− zα
N
1

1 · · · zα
N
n

n

. (7)

Îïðåäåëèì ñå÷åíèå F̂ k(ẑ), k = 0, 1, 2, . . . ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà F (z) äëÿ ÷èñëà ðåø¼òî÷íûõ ïóòåé
ñ øàãàìè èç ∆ ñëåäóþùèì îáðàçîì

F̂ k(ẑ) =
∑

ẑ∈Zn−1
>

f(k, x̂)ẑx̂, (8)

ãäå ẑ = (z2, z3, . . . , zn), x̂ = (x2, x3, . . . , xn) (ñì. [Íåêðàñîâà Ò.È. 2014.], [Lipshitz, 1989]). Â òàêèõ
îáîçíà÷åíèÿõ áóäåò èìåòü ìåñòî çàïèñü z = (z1, ẑ) è x = (x1, ẑ). Çàìåòèì, ÷òî F̂ 0(ẑ) = F (0, ẑ), à ñàìè
ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè F (z) â ñòåïåííîé ðÿä ïî ïåðåìåííîé
z1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Teoðåìà 1. Ñå÷åíèÿ F̂ k(ẑ) ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà F (z1, ẑ) äëÿ ðåø¼òî÷íûõ ïóòåé ñ øàãàìè èç ∆
óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

ck(ẑ)F̂n−k(ẑ) + ck−1(ẑ)F̂n−k+1(ẑ) + · · ·+ c0(ẑ)F̂n(ẑ) = 0, (9)

ñ êîýôôèöèåíòàìè cl(ẑ) =
∑

α:αi1=l

z
αi2
2 . . . z

αin
n , l = 0, . . . , k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â çíàìåíàòåëå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (7) ïî ñòåïå-
íÿì z1 è ðàçëîæèì åå â ñòåïåííîé ðÿä ïî z1:

F (z) =
1

ck(ẑ)zk1 + ck−1(ẑ)zk−1
1 + · · ·+ c0(ẑ)z0

1

=
∞∑
n=0

F̂n(ẑ)zn1 ,

ãäå cl(ẑ) =
∑

α:αi1=l

z
αi2
2 . . . z

αin
n , l = 0, . . . , k.

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà çíàìåíàòåëü

(
ck(ẑ)zk1 + ck−1(ẑ)zk−1

1 + · · ·+ c0(ẑ)z0
1

)
·
∞∑
n=0

F̂n(ẑ)zn1 = 1

è ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü

(ck(ẑ)zk1 + ck−1(ẑ)zk−1
1 + · · ·+ c0(ẑ)) ·

∞∑
n=0

F̂n(ẑ)zn1 =

=

∞∑
n=k

(
ck(ẑ)F̂n−k(ẑ) + ck−1(ẑ)F̂n−k+1(ẑ) + · · ·+ c0(ẑ)F̂n(ẑ)

)
· zn1 +

+
(
ck−1(ẑ)F̂ 0(ẑ) + ck−2(ẑ)F̂ 1(ẑ) + · · ·+ c0F̂

k−1(ẑ)
)
· zk−1

1 +

+
(
ck−2(ẑ)F̂ 0(ẑ) + · · ·+ c0(ẑ)F̂ k−2(ẑ)

)
· zk−2

1 + · · ·+

+
(
c1(ẑ)F̂ 0(ẑ) + c0(ẑ)F̂ 1(ẑ)

)
· z1 + c0(ẑ)F̂ 0(ẑ),

çàòåì, ïðèðàâíÿâ âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z1, ïîëó÷èì, ÷òî

c0(ẑ)F̂ 0(ẑ) = 1

c1(ẑ)F̂ 0(ẑ) + c0(ẑ)F̂ 1(ẑ) = 0

· · ·
ck−2(ẑ)F̂ 0(ẑ) + · · ·+ c0(ẑ)F̂ k−2(ẑ) = 0

ck−1(ẑ)F̂ 0(ẑ) + ck−2(ẑ)F̂ 1(ẑ) + · · ·+ c0F̂
k−1(ẑ) = 0

(10)

è äëÿ âñåõ n > k ñïðàâåäëèâî èñêîìîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

ck(ẑ)F̂n−k(ẑ) + ck−1(ẑ)F̂n−k+1(ẑ) + · · ·+ c0(ẑ)F̂n(ẑ) = 0.

ISSN 2687-0959 Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà & Ôèçèêà, 2020, òîì 52, � 2



Ñ. Ñ. Àõòàìîâà, Â. Þ. Ãðèøóíîâ, À. Ï. Ëÿïèí, Ñ. À. Òèõîìèðîâ 149

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ óìíîæèì ëåâóþ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà íà zk è ïðî-
ñóììèðóåì ïî âñåì n > k. Â èòîãå ïîëó÷èì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ðåøåòî÷íûõ ïóòåé. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåìåííîé zj,
ãäå j = 1, . . . , n.

Çàìå÷àíèå 2. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé Êîøè (4)�(5) äëÿ ëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (9), ôóíêöèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ F̂ k(ẑ) = Φ̂k(ẑ),
k = 0, 1, . . . , n− 1 êîòîðîé ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ñèñòåìû (10).

Çàìå÷àíèå 3. Ñå÷åíèÿ ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà F (z) èìåþò è êîìáèíàòîðíûé ñìûñë, à èìåííî
ôóíêöèÿ F̂ k(ẑ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñëà ïóòåé ñ øàãàìè èç íàáîðà ∆, âûõîäÿ-
ùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò è îêàí÷èâàþùèõñÿ íà ãèïåðïëîñêîñòè x1 = k.

Èç òåîðåìû 1 àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Ìóàâðà äëÿ ñå÷åíèé ïðîèçâîäÿùèõ
ðÿäîâ ÷èñëà ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå.

Ñëåäñòâèå. Ñå÷åíèÿ F̂ k(ẑ) ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà F (z1, ẑ) äëÿ ðåø¼òî÷íûõ ïóòåé ñ øàãàìè èç
íàáîðà ∆ ïðèíàäëåæàò ê êëàññó ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

3. Ïðèìåðû. Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì íàáîð âåêòîðîâ

∆ = {(1, 0, 1), (2, 2, 2), (1, 2, 3), (3, 1, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 2)}.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå áóäåò èìåòü âèä

F (z1, z2, z3) =
1

1− z1(z3 + z2
2z

3
3)− z2

1(z2
2z

2
3 + z2z2

3)− z3
1(z2z2

3 + z2
2z3)

,

ïðè÷åì â îáîçíà÷åíèÿõ èç òåîðåìû c0(z2, z3) = 1, c1(z2, z3) = −z3 − z2
2z

3
3 , c2(z2, z3) = −z2

2z
2
3 − z2z

2
3 ,

c3(z2, z3) = −z2z
2
3 − z2

2z3. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

Fn(z2, z3) − (z3 + z2
2z

3
3)Fn−1(z2, z3) − (z2

2z
2
3 + z2z

2
3)Fn−2(z2, z3) − (z2z

2
3 + z2

2z3)Fn−3(z2, z3) = 0.

Ïðèìåð 2. Îòìåòèì ñâÿçü ñå÷åíèé ïðîèçâîäÿùèõ ðÿäîâ ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ôèáîíà÷÷è è Ïåëëÿ
(ñì. [Luzon, Moron, 2010]).

Ðàññìîòðèì ïóòè íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, îáðàçîâàííûå íàáîðîì øàãîâ ∆ = {(1, 1), (2, 0)}.
Ôóíêöèÿ f(x1, x2) ÷èñëà òàêèõ ïóòåé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó (x1, x2) óäîâëåòâîðÿåò ðàçíîñò-
íîìó óðàâíåíèþ

f(x1, x2)− f(x1 − 1, x2 − 1)− f(x1 − 2, x2) = 0,

à åå ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ñõîäèòñÿ è èìååò âèä F (z1, z2) = (1 − z1z2 − z2
1)−1. Îáîçíà÷èì Fn(z2) =∑

x2>0

f(n, x2)zx2
2 � ñå÷åíèÿ ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà. Ïî òåîðåìå 1 òàêèå ñå÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ðåêóð-

ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ
Fn(z2)− z2F

n−1(z2)− Fn−2(z2) = 0

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè F 0(z2) = 1, F 1(z2) = z2. Ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì èçâåñòíóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Ôèáîíà÷÷è:

F 2(z2) =z2
2 + 1,

F 3(z2) =z3
2 + 2z2,

F 4(z2) =z4
2 + 3z2

2 + 1,

F 5(z2) =z5
2 + 4z3

2 + 3z2,

. . .

Ðàññìîòðèì ïóòè íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå, îáðàçîâàííûå íàáîðîì øàãîâ∆ = {(1, 1), (1, 1)(2, 0)},
äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî øàã (1, 1) èìååò êðàòíîñòü 2 èëè ÷òî ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ øàãà
ðàçíîãî öâåòà. Ôóíêöèÿ f(x1, x2) ÷èñëà òàêèõ ïóòåé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó (x1, x2) óäîâëå-
òâîðÿåò ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

f(x1, x2)− 2f(x1 − 1, x2 − 1)− f(x1 − 2, x2) = 0,

à åå ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ñõîäèòñÿ è èìååò âèä F (z1, z2) = (1−2z1z2−z2
1)−1. Ïî òåîðåìå 1 åãî ñå÷åíèÿ

Fn(z2) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Fn(z2)− 2z2F
n−1(z2)− Fn−2(z2) = 0
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ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè F 0(z2) = 1, F 1(z2) = 2z2. Ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì èçâåñòíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Ïåëëÿ:

F 2(z2) =4z2
2 + 1,

F 3(z2) =8z3
2 + 4z2,

F 4(z2) =16z4
2 + 12z2

2 + 1,

. . .

4. Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñå÷åíèé ïðîèçâîäÿùèõ ðÿäîâ ÷èñ-
ëà ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ïîçâîëÿåò ðàçðàáîòàòü êîìïüþòåðíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ òàêèõ ñå÷åíèé.
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