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Аннотация. В данной работе определено понятие дискретной производящей функции, использующее в своем
определении убывающий факториал вместо степенной функции. Найдено функциональное соотношение для
дискретной производящей функции решения линейного разностного уравнения с постоянными коэффициентами.
Для дискретной производящей функции решения линейного разностного уравнения с полиномиальными коэффи-
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Abstract. The discrete generating function of one variable is defined as a generalization of discrete hypergeometric functions
and some of its properties are investigated. This type of generating series uses a falling power in its definition as opposed to a
monomial, and leads to solutions of delay difference equations with polynomial coefficients. In particular, the effect of the
operator 𝜃 , which is a modification of the forward difference operator Δ, on the discrete generating functions is determined.
Functional equations with the operator 𝜃 for difference generating functions of solutions to linear difference equations with
constant and polynomial coefficients are derived. Finally, an analogue of differentiably finite (𝐷-finite) power series is given
for discrete power series and the condition for its 𝐷-finiteness is proven: the discrete generating function of 𝑓 (𝑥) is 𝐷-finite if
𝑓 (𝑥) is a polynomially recursive sequence (an analog of Stanley and Lipshits theorems).
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1. Введение. Основные определения и обозначения. Пусть N,Z,Z⩾,C – множества натуральных,
целых, целых неотрицательных и комплексных чисел соответственно, 𝑓 : Z → C, 𝑧 ∈ C, 𝑛, ℓ ∈ Z⩾ ,
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𝑧𝑛 = 𝑧 (𝑧 − 1) · · · (𝑧 − 𝑛 + 1) — убывающий факториал, (𝑎)𝑘 = 𝑎(𝑎 + 1) · · · (𝑎 + 𝑘 − 1) — символ Похгаммера.
Обобщенные дискретные гипергеометрические функции были определены в работе [2] как

𝑝𝐹𝑞 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑝 ;𝑏1, . . . , 𝑏𝑞 ; 𝑡 ;𝑛; 𝜉) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘) 𝜉
𝑘𝑡𝑛𝑘

𝑘!
, 𝑓 (𝑘) =

(𝑎1)𝑘 . . . (𝑎𝑝 )𝑘
(𝑏1)𝑘 . . . (𝑏𝑞)𝑘

,

где 𝑎 𝑗 ∈ C, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝 , 𝑏 𝑗 ∈ C \ {−1,−2, . . .}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑞. Отметим, что различные варианты обобщенных
дискретных гипергеометрических функций рассматривались в работах [1, 2, 4, 5, 7].

В данной работе определена дискретная производящаяфункция для произвольнойфункции 𝑓 : Z→ C
и получены функциональные соотношения для таких производящих функций.

Определение 1.1. Дискретной производящей функцией будем называть формальную сумму вида

𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 .

Определение 1.2. Дискретной производящей функцией экспоненциального типа будем называть
формальную сумму вида

𝐸 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)
𝑥 !

𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 .

В данной работе ограничимся исследованием только дискретных производящих функций. Например,

в уравнении 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 1) − 𝑓 (𝑥 − 2) = 0 сделаем замену 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)
𝑥 !

, тогда

𝑔(𝑥)
𝑥 !

− 𝑔(𝑥 − 1)
(𝑥 − 1)! − 𝑔(𝑥 − 2)

(𝑥 − 2)! = 0,

после умножения полученного соотношения на 𝑥 ! получим 𝑔(𝑥) − 𝑥𝑔(𝑥 − 1) − 𝑥 2𝑔(𝑥 − 2) = 0. Таким
образом, вместо дискретной производящей функции экспоненциального типа можно рассматривать
дискретную производящую функцию решения уравнения с соответствующими коэффициентами.

Покажем простую связь между производящей функцией и дискретной производящей функцией.
Известна общая формула для коэффицентов в разложении

𝑧𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=0

[
𝑛

𝑖

]
𝑧𝑖 ,

где [
𝑛

𝑖

]
=

(2𝑛 − 𝑖)!
(𝑖 − 1)!

𝑛−𝑖∑︁
𝑡=0

𝑡∑
𝑗=0

(−1) 𝑗 𝑗𝑛−𝑖+𝑡
𝑗 !(𝑡− 𝑗 )!

(𝑛 + 𝑡) (𝑛 − 𝑖 − 𝑡)!(𝑛 − 𝑖 + 𝑡)!

есть числа Стирлинга первого рода. Отметим, что при𝑚 > 𝑛 числа Стирлинга равны нолю. Пусть

𝐹 (𝑧) =
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝑧𝑥 (1)

есть производящая функция для последовательности 𝑓 (𝑥), 𝑥 = 0, 1, 2, . . .. Подставим разложение

𝑧ℓ𝑥 =

ℓ𝑥∑︁
𝑖=0

[
ℓ𝑥

𝑖

]
𝑧𝑖 =

∞∑︁
𝑖=0

[
ℓ𝑥

𝑖

]
𝑧𝑖

в дискретную производящую функцию 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ), тогда

𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥
∞∑︁
𝑖=0

[
ℓ𝑥

𝑖

]
𝑧𝑖 =

∞∑︁
𝑖=0

( ∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥
[
ℓ𝑥

𝑖

])
𝑧𝑖 .

2. Дискретная производящая функция решения линейного разностного уравнения с постоян-
ными коэффициентами. В этом параграфе приведем определение линейного разностного уравнения с
полиномиальными коэффициентами. Для его частного случая – линейного разностного уравнения с
постоянными коэффициентами – найдем функциональное соотношение для дискретной производящей
функции решения такого уравнения.
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Определение 2.1. Пусть {𝑝𝑘 (𝑥)}𝑟𝑘=0 — набор многочленов, причем 𝑝𝑟 (𝑥) тождественно не равен нолю.
Линейное разностное уравнение с полиномиальными коэффициентами – это соотношение вида

𝑟∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 (𝑥) 𝑓 (𝑥 − 𝑘) = 0. (2)

Решить уравнение (2) означает найти функцию 𝑓 : Z→ C, удовлетворяющую соотношению (2).
В случае, если в уравнении (2) коэффициенты 𝑝𝑘 (𝑥) = 𝑐𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑟 , — некоторые постоянные, будем

говорить о линейных разностных уравнениях с постоянными коэффициентами и записывать (2) как
𝑟∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑓 (𝑥 − 𝑘) = 0. (3)

Такие уравнения возникают в широком классе задач перечислительного комбинаторного анализа,
например, в задачах о решеточных путях (см. [3]) или в баллотировочной задаче (см. пример из [11]), в
теории числовых рекурсивых фильтров (см. [6]).

Введем следующие обозначения. Будем рассматривать конечные суммы вида

𝐹𝑟 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
𝑟∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 ,

далее обозначим оператор сдвига 𝜌𝑟𝑧 = 𝑧 − 𝑟 . Тогда полиномиальный дискретный оператор сдвига
определим как

𝜚 (𝑧; 𝜉 ; ℓ ; 𝜌) =
𝑟∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜉
𝑘𝑧ℓ𝑘𝜌ℓ𝑘 .

Теорема 2.2. Дискретная производящая функция 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) решения разностного уравнения (3) удовлетво-
ряет функциональному соотношению

𝜚 (𝑧; 𝜉 ; ℓ ; 𝜌)𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜉
𝑘𝑧ℓ𝑘𝜌ℓ𝑘𝐹𝑟−𝑘−1 (𝑧; 𝜉 ; ℓ).

Суммы в правой части данного равенства можно группировать различными способами, различ-
ные варианты группировки для более сложного многомерного случая производящей функции были
приведены в [8]).
Доказательство. Умножим обе части равенства (3) на 𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 и просуммируем по всем 𝑥 ⩾ 𝑟 :

∞∑︁
𝑥=𝑟

𝑐0 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 +
∞∑︁
𝑥=𝑟

𝑐1 𝑓 (𝑥 − 1)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 + · · · +
∞∑︁
𝑥=𝑟

𝑐𝑟 𝑓 (𝑥 − 𝑟 )𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 = 0.

Изменим индексы суммирования:

𝑐0

∞∑︁
𝑥=𝑟

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 + 𝑐1𝜉

∞∑︁
𝑥=𝑟−1

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+1) + · · · + 𝑐𝑟 𝜉𝑟
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+𝑟 ) = 0.

Так как 𝑧𝑛+𝑚 = 𝑧𝑛 (𝑧 − 𝑛)𝑚 = 𝑧𝑛𝜌𝑛𝑧𝑚 , где 𝜌𝑛𝑧 = 𝑧 − 𝑛, получим

𝑐0

∞∑︁
𝑥=𝑟

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 + 𝑐1𝜉𝑧
ℓ

∞∑︁
𝑥=𝑟−1

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥 (𝑧 − 𝑙)ℓ𝑥 + · · · +

+ 𝑐𝑟 𝜉𝑟𝑧ℓ𝑟
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥 (𝑧 − ℓ𝑟 )ℓ𝑥 = 0,

𝑐0

(
𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) −

𝑟−1∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥
)
+ 𝑐1𝜉𝑧

ℓ𝜌ℓ
(
𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) −

𝑟−2∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥
)
+ · · · +

+ 𝑐𝑟 𝜉𝑟𝑧ℓ𝑟𝜌ℓ𝑟𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) = 0,

после перегруппировки получим

(𝑐0 + 𝑐1𝜉𝑧
ℓ𝜌ℓ + · · · + 𝑐𝑟 𝜉𝑟𝑧ℓ𝑟𝜌ℓ𝑟 )𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =

= 𝑐0

𝑟−1∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 + 𝑐1𝜉𝑧
ℓ𝜌ℓ

𝑟−2∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 + · · · + 𝑐𝑟−1𝜉
𝑟−1𝑧ℓ (𝑟−1)

𝑓 (0),
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или

𝑟∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜉
𝑘𝑧ℓ𝑘𝜌ℓ𝑘𝐹 (𝑧) =

𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜉
𝑘𝑧ℓ𝑘𝜌ℓ𝑘

𝑟−𝑘−1∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 ,

что и требовалось доказать.
Пример 1. Рассмотрим разностное уравнение с постоянными коэффициентами (уравнение Фибонач-

чи)

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 1) − 𝑓 (𝑥 − 2) = 0,

умножим обе его части на 𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 и просуммируем по 𝑥 ⩾ 2:

∞∑︁
𝑥=2

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 −
∞∑︁
𝑥=2

𝑓 (𝑥 − 1)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 −
∞∑︁
𝑥=2

𝑓 (𝑥 − 2)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 =

=
(
𝐹 (𝑧) − 𝑓 (0) − 𝑓 (1)𝜉𝑧ℓ

)
−

∞∑︁
𝑥=1

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥+1𝑧ℓ (𝑥+1) −
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥+2𝑧ℓ (𝑥+2)
=

=
(
𝐹 (𝑧) − 𝑓 (0) − 𝑓 (1)𝜉𝑧ℓ

)
− 𝜉𝑧ℓ

∞∑︁
𝑥=1

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥 (𝑧 − ℓ)ℓ𝑥 − 𝜉2𝑧2ℓ
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥 (𝑧 − 2ℓ)ℓ𝑥 =

=

(
𝐹 (𝑧) − 𝑓 (0) − 𝑓 (1)𝜉𝑧ℓ

)
− 𝜉𝑧ℓ

(
𝐹 (𝑧 − ℓ) − 𝑓 (0)

)
− 𝜉2𝑧2ℓ𝐹 (𝑧 − 2ℓ).

В результате получим функциональное соотношение для 𝐹 (𝑧):(
1 − 𝜉𝑧ℓ𝜌ℓ − 𝜉2𝑧2ℓ𝜌2ℓ

)
𝐹 (𝑧) = 𝑓 (0) + (𝑓 (1) − 𝑓 (0))𝜉𝑧ℓ .

3. 𝐷-финитные дискретные производящие функции. В этом параграфе рассмотрим дискретные
производящиефункциирешенийлинейныхразностых уравнений сполиномиальнымикоэффициентами
и докажем аналог теоремы Р. Стенли — получим условия 𝐷-финитности дискретных производящих
функций.

Обозначим Δ𝑓 (𝑧) = 𝑓 (𝑧 + 1) − 𝑓 (𝑧) – правый разностный оператор, тогда Δ𝑧𝑥 = 𝑥𝑧𝑥−1. Следовательно,
оператор Δ является дискретным аналогом оператора дифференцирования. Далее,

Δ𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) = Δ
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 =

∞∑︁
𝑥=0

ℓ𝑥 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥−1.

Обозначим 𝜌𝐹 (𝑧) = 𝐹 (𝑧 − 1) и определим оператор 𝜃 = ℓ−1𝑧𝜌Δ. Тогда справедлива лемма.
Лемма 3.1. Для дискретной производящей функции справедливо соотношение

𝜃𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
∞∑︁
𝑥=0

𝑥 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 .

Доказательство.

𝜃𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) = ℓ−1𝑧𝜌Δ
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 = ℓ−1𝑧𝜌

∞∑︁
𝑥=0

ℓ𝑥 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥−1 =

∞∑︁
𝑥=0

𝑥 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 ,

что и требовалось доказать.
Для разностного оператора высшего порядка 𝜃𝑛 = 𝜃 ◦ · · · ◦ 𝜃︸      ︷︷      ︸

𝑛 раз

имеет место следующая лемма.

Лемма 3.2. Для дискретной производящей функции справедливо соотношение

𝜃𝑛𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
∞∑︁
𝑥=0

𝑥𝑛 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 .

Доказательство. Применим предыдущую лемму 𝑛 раз к производящему ряду 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) и получим
утверждение теоремы.
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Лемма 3.3. Для дискретной производящяей функции справедливо соотношение:

∞∑︁
𝑥=0

𝑝 (𝑥) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 = 𝑝 (𝜃 )
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 ,

где 𝑝 (𝑥) = 𝑎0+𝑎1𝑥 +𝑎2𝑥
2+ ...+𝑎𝑛𝑥𝑛 —многочлен степени 𝑛, 𝑝 (𝜃 ) = 𝑎0+𝑎1𝜃 +𝑎2𝜃

2+ ...+𝑎𝑛𝜃𝑛 — полиномиальный
разностный оператор.
Доказательство. Рассмотрим

∞∑︁
𝑥=0

𝑝 (𝑥) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 =

∞∑︁
𝑥=0

( 𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘

)
𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘

∞∑︁
𝑥=0

𝑥𝑘 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 =

=

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝜃
𝑘

∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝜃
𝑘𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) = 𝑝 (𝜃 )𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ),

что и требовалось доказать.
Обозначим

𝜚 (𝑧; 𝜉 ; ℓ ;𝜃 ; 𝜌) =
𝑟∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 (𝜃 + 𝑘)𝜉𝑘𝑧ℓ𝑘𝜌ℓ𝑘 .

Теорема 3.4. Дискретная производящая функция 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) решения разностного уравнения (2) удовлетво-
ряет функциональному соотношению

𝜚 (𝑧; 𝜉 ; ℓ ;𝜃 ; 𝜌)𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
𝑟∑︁
𝑘=0

𝑟−𝑘−1∑︁
𝑥=0

𝑝𝑘 (𝑥 + 𝑘) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥+𝑘𝑧ℓ (𝑥+𝑘 ) . (4)

Доказательство. Умножим обе части разностного уравнения (2) на 𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 и просуммируем по всем целым
𝑥 ⩾ 𝑟 :

∞∑︁
𝑥=𝑟

𝑟∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 (𝑥) 𝑓 (𝑥 − 𝑘)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 = 0.

Изменим индексы суммирования и преобразуем левую часть:

𝑟∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑥=𝑟−𝑘

𝑝𝑘 (𝑥 + 𝑘) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥+𝑘𝑧ℓ (𝑥+𝑘 ) =

=

𝑟∑︁
𝑘=0

𝜉𝑘

( ∞∑︁
𝑥=0

𝑝𝑘 (𝑥 + 𝑘) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+𝑘 ) −
𝑟−𝑘−1∑︁
𝑥=0

𝑝𝑘 (𝑥 + 𝑘) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+𝑘 )
)
=

=

𝑟∑︁
𝑘=0

𝜉𝑘

(
𝑝𝑘 (𝜃 + 𝑘)𝑧ℓ𝑘𝜌ℓ𝑘𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) −

𝑟−𝑘−1∑︁
𝑥=0

𝑝𝑘 (𝑥 + 𝑘) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+𝑘 )
)
.

В результате,

𝑟∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 (𝜃 + 𝑘)𝜉𝑘𝑧ℓ𝑘𝜌ℓ𝑘𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) =
𝑟∑︁
𝑘=0

𝑟−𝑘−1∑︁
𝑥=0

𝑝𝑘 (𝑥 + 𝑘) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥+𝑘𝑧ℓ (𝑥+𝑘 ) ,

что и требовалось доказать.
В работе [12] последовательности, удовлетворяющие соотношению (2), называются полиномиально-

рекурсивными. В этой же работе определно понятие конечно дифференцируемых (𝐷-финитных) степен-
ных рядов, а именно производящий ряд (1) называется конечно дифференцируемым, если для набора
полиномов 𝑃0 (𝑧), 𝑃1 (𝑧), . . ., 𝑃𝑟 (𝑧) и 𝑃 (𝑧), среди которых есть хотя бы один, тождественно не равный нолю,
выполянется соотношение (

𝑃𝑟 (𝑧)
𝜕 𝑟

𝜕𝑧𝑟
+ · · · + 𝑃1 (𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑃0 (𝑧)

)
𝐹 (𝑧) = 𝑃 (𝑧). (5)

Тогда формула (4) будет представлять аналог формулы (5) для случая дискретных производящих
функций 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ), а сами функции, удовлетворяющие данному соотношению, будем называть конечно
дифференцируемыми дискретными производящими функциями. Отметим, что случай 𝐷-финитных
производящих рядов от нескольких переменных был рассмотрен в работе [9], условия 𝐷-финитности
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производящего ряда от нескольких переменных были приведены в [11], а вопросы 𝐷-финитности
сечений такого ряда — в работе [10].

Теперь можно сформулировать простое следствие из Теоремы 3.4.
Следствие 3.5. Дискретная производящая функция 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) полиномиально рекурсивной последователь-

ности 𝑓 (𝑥) является конечно дифференцируемой.
Пример 2. Рассмотрим разностное уравнение

𝑓 (𝑥) − 𝑥 𝑓 (𝑥 − 1) − 𝑥3 𝑓 (𝑥 − 2) = 0

умножим обе его части на 𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 и просуммируем по 𝑥 ⩾ 2:

∞∑︁
𝑥=2

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 −
∞∑︁
𝑥=2

𝑥 𝑓 (𝑥 − 1)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 −
∞∑︁
𝑥=2

𝑥3 𝑓 (𝑥 − 2)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 = 0.

Преобразуем левую часть:

∞∑︁
𝑥=2

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 − 𝜉
∞∑︁
𝑥=1

(𝑥 + 1) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+1) − 𝜉2
∞∑︁
𝑥=0

(𝑥 + 2)3 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+2)
=

=

( ∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 − 𝑓 (0) − 𝑓 (1)𝜉𝑧ℓ
)
− 𝜉

( ∞∑︁
𝑥=0

(𝑥 + 1) 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+1) − 𝑓 (0)𝑧ℓ
)
−

− 𝜉2
∞∑︁
𝑥=0

(𝑥 + 2)3 𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+2)
=

=
(
𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) − 𝑓 (0) − 𝑓 (1)𝜉𝑧ℓ

)
− 𝜉

(
(𝜃 + 1)

∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+1) − 𝑓 (0)𝑧ℓ
)
−

− 𝜉2 (𝜃 + 2)3
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ (𝑥+2)
=

=𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) − 𝑓 (0) − 𝑓 (1)𝜉𝑧ℓ − 𝜉 (𝜃 + 1)𝑧ℓ𝜌ℓ
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 + 𝜉 𝑓 (0)𝑧ℓ−

− 𝜉2 (𝜃 + 2)3𝑧2ℓ𝜌2ℓ
∞∑︁
𝑥=0

𝑓 (𝑥)𝜉𝑥𝑧ℓ𝑥 =

=
(
1 − 𝜉 (𝜃 + 1)𝑧ℓ𝜌ℓ − 𝜉2 (𝜃 + 2)3𝑧2ℓ𝜌2ℓ ) 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) − 𝑓 (0) − 𝑓 (1)𝜉𝑧ℓ + 𝜉 𝑓 (0)𝑧ℓ .

В итоге получим функциональное соотношение(
1 − (𝜃 + 1)𝜉𝑧ℓ𝜌ℓ − (𝜃 + 2)3𝜉2𝑧2ℓ𝜌2ℓ ) 𝐹 (𝑧; 𝜉 ; ℓ) = 𝑓 (0) + (𝑓 (1) − 𝑓 (0)) 𝜉𝑧ℓ .
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