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Аннотация. Изучается аналитическое продолжение локально заданной римановой аналитической метрики до
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1. Введение. Уже достаточно давно была научно обоснована «криволинейность» нашего пространства.
Геометрия нашего пространства не подчиняется законам евклидовой геометрии, а определяется общим
понятием римановой метрики. Однако, если мы можем определить локальные свойства окружающего
пространства, глобальное устройство вселенной в целом представить очень сложно. Преобладает мнение,
высказанное великим ученым А. Пуанкаре, что по аналогии с поверхностью земли, вселенная представ-
ляет из себя замкнутое (компактное) пространство, обладающее свойством односвязности (т. е. любая
(криволинейная) окружность ограничивает «криволинейный» круг на этом пространстве. А. Пуанкаре
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выдвинул гипотезу, согласно которой замкнутое односвязное трехмерное пространство топологически
эквивалентно трехмерной сфере, что приводит к некоторой аналогии строения вселенной со строением
поверхности земли. В недавнее время чисто математическая гипотеза Пуанкаре была окончательно
доказана российским математиком Г. Я. Перельманом.

Помимо топологического подхода возможен аналитический подход к изучению глобальных свойств
риманова пространства. Этот подход связан с тем, что риманов тензор задается аналитическими функ-
циями, которые имеют свойство однозначного аналитического продолжения. Рассмотрим риманово
аналитическое многообразие 𝑀 и шар 𝑈 ⊂ 𝑀 малого радиуса с центром в некоторой точке 𝑥0 ∈ 𝑀 .
Под аналитическим продолжением локально заданной метрики будем подразумевать любое риманово
аналитическое многообразие 𝑁 такое, что существует аналитическая изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑀 . Поставим
задачу найти наиболее естественное аналитическое продолжение данной метрики. Естественным требо-
ванием является свойство непродолжаемости искомого многообразия, введённого ещё в классических
монографиях Хелгасона [1] и С. Кобояси, Ш. Номидзу [2]. Однако непродолжаемые многообразия могут
быть весьма неестественными. Например, односвязная накрывающая правой полуплоскости выколотыми
точками

(
1
𝑛

; 𝑘
𝑛

)
, 𝑘, 𝑛∈𝑁 .

В исследованиях по геометрии римановых пространств в целом, как правило, существенным тре-
бованием является полнота рассматриваемого многообразия. Для полного односвязного риманова
аналитического многообразия любая изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑉 между двумя связными открытыми подмно-
жествами𝑈 ⊂ 𝑀 , 𝑉 ⊂ 𝑀 аналитически продолжается до изометрии 𝜑 : 𝑀 → 𝑀 [1].

Однако, в общемслучаешар𝑈 риманова аналитическогомногообразиянельзяизометрически вложить
в полное риманово аналитическое многообразие, т. е., вообще говоря, локально заданная риманова
метрика аналитически не продолжается до метрики полного риманова многообразия. Возникает вопрос
об обобщении понятия полноты. Естественным обобщением такого рода является непродолжаемость
риманова аналитического многообразия. Однако непродолжаемые многообразия могут быть весьма
неестественными.

Зададимся вопросом, можно ли по заданным локальным свойствам римановой аналитической
метрики, т. е. метрики, заданной на малом шаре𝑈 , построить риманово аналитическое многообразие
𝑀 , содержащее 𝑈 в качестве открытого подмножества, и допускающего аналитическое продолжение
локальных изометрий до изометрий всего многообразия. Т. е. любая изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑉 между
двумя связными открытыми подмножествами𝑈 ⊂ 𝑀 , 𝑉 ⊂ 𝑀 аналитически продолжается до изометрии
𝜑 : 𝑀 → 𝑀 . Непреодолимым препятствием для такого продолжения является следующий факт. Пусть 𝔤 –
алгебра Ли всех векторных полей Киллинга на римановом аналитическом многообразии 𝑀 и 𝔥 ⊂ 𝔤 –
её стационарная подалгебра, для фиксированной точки 𝑝 ∈ 𝑀 𝑋 ∈ 𝔥 𝑋 (𝑝) = 0. Пусть 𝐺 – односвязная
подгруппа, порождённая алгеброй 𝔤, и 𝐻 – её подгруппа, порождённая подалгеброй 𝔥. Пусть𝐺 действует
на односвязном многообразии𝑀 , тогда орбита фиксированной точки 𝑝 ∈ 𝑀 является подмногообразием
изометричным фактор группе 𝐺/𝐻 . Но фактор группа 𝐺/𝐻 является многообразием лишь в случае
замкнутости подгруппы 𝐻 в 𝐺 , а это выполняется не всегда.

Целью данной работы является определение псевдополного многообразия, являющееся «наиболее
полным» аналитическим продолжением произвольной локально заданной римановой аналитической
метрики. Изучается аналитическое продолжение локально заданной римановой метрики. Рассмотрим
случаи вполне неоднородной метрики иметрики, для которой алгебра Ли всех векторных полей Киллинга
не имеет центра. В этих случаях дадим определение квазиполного многообразия 𝑀 , обладающего
свойством единственности и продолжаемости всех локальных изометрий 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 , где𝑈 , 𝑉 – связные
открытые подмножества многообразия 𝑀 , до изометрии 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 . Ориентированное риманово
аналитическое многообразие, алгебра векторных полей которого имеет нулевой центр, называется
квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает нетривиальных сохраняющих ориентацию и все
векторные поля Киллинга локальных изометрий в себя.

Приведем определение псевдополного многообразия, приводящее к «наиболее полному» продолже-
нию локально заданной метрики и применимое к произвольной локально заданной метрике. Риманово
аналитическое односвязное ориентированное многообразие 𝑀 называется псевдополным, если оно
обладает следующими свойствами. 𝑀 непродолжаемо. Не существует локально изометрического со-
храняющего ориентацию накрывающего отображения 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 , где 𝑁 – односвязное риманово
аналитическое многообразие, а 𝑓 (𝑀) открытое подмножество в 𝑁 , не равное 𝑁 . Среди псевдополных
многообразий выделим «наиболее симметричные» правильные псевдополные многообразия.

Понятие аналитического продолжения римановой аналитической метрики присутствовало в класси-
ческих монографиях Хелгасона [1] и С. Кобояси, Ш. Номидзу [2], но развития не получило.

Принципиальным является исследование случая вполне неоднородной римановой метрики, т. е.
метрики не допускающей никаких движений (полей Киллинга). В этом случае удаётся определить так
называемое квазиполное многообразие, обладающее свойством непродолжаемости и единственности
для каждой локально заданной вполне неоднородной метрики [3, 4, 5]. Аналитическое продолжение
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вполне неоднородной римановой метрики изучалось также в диссертации Д. Х. Смита [6]. Определение
квазиполного многообразия удаётся обобщить на случай, когда алгебра Ли всех векторных полей
Киллинга для заданной локально определённой римановой аналитической метрики не имеет центра,
[3, 4, 5]. Такое многообразие 𝑀 обладает свойством максимально возможной симметрии, т. е. любая
изометрия 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 между связными открытыми подмножествами многообразия 𝑀 аналитически
продолжается до изометрии 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 . Однако квазиполное многообразие обладает не только
тем недостатком, что оно определено не для произвольной локально заданной метрики, но оно в
определённом смысле не является «самым полным». Поэтому далее для произвольной локально
заданной римановой метрики мы приведём понятие псевдополного многообразия, исследуем его
свойства и связь с квазиполным многообразием.

2. Аналитическое продолжение римановых многообразий и обобщение понятия полноты.
Класс всех локально изометричных римановых аналитических многообразий будем называть также
классом многообразий, происходящих из данного ростка риманова аналитического многообразия,
а конкретное многообразие из этого класса будем называть аналитическим продолжением данного
ростка. Естественным требованием к аналитическому продолжению ростка является непродолжаемость
полученного многообразия. Перейдем к точным определениям и формулировкам.

Определение 1. Аналитическим продолжением риманова аналитического многообразия 𝑀 назовём
риманово аналитическое многообразие 𝑁 такое, что существует аналитическое вложение 𝑀 в 𝑁 как
собственного открытого подмножества. Многообразие, не допускающее аналитического продолжения,
называется непродолжаемым.

Определение 2. Локальной изометрией между двумя римановыми аналитическими многообразиями 𝑀
и 𝑁 называется изометрия 𝜑 : 𝑈 → 𝑉 между открытыми подмножествами𝑈 ⊂ 𝑀 , 𝑉 ⊂ 𝑁 . Многообразия,
между которыми существует локальная изометрия, назовём локально изометричными.

Любое векторное поле 𝑋 ∈ 𝔤 аналитически продолжается вдоль любой кривой на многобразии𝑀 , и,
тем самым, алгебра Ли 𝔤 определяет алгебру Ли 𝔤 векторных полей Киллинга на любом односвязном
многообразии 𝑁 локально изометричном 𝑀 . Этот факт верен также для многообразий аффинной
связности. Сформулируем этот факт в виде леммы, доказательство которой приведено в [5].

Лемма 1.Пусть𝑀 – аналитическое многообразие аффинной связности,𝑋 – инфинитеземальное аффинное
преобразование, заданное в области 𝑈 ⊂ 𝑀 , и пусть 𝛾 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, непрерывная кривая в 𝑀 такая, что
𝛾 (𝑡) ∈ 𝑈 . Тогда векторное поле аналитически продолжаемо вдоль 𝛾 (𝑡) . Если кривые 𝛾 (𝑡) и 𝛿 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1,
𝛾 (0) = 𝛿 (0), 𝛾 (1) = 𝛿 (1) = 𝑥1 гомотопны, то продолжения векторных полей в точку 𝑥1 вдоль этих кривых
совпадают.

Принципиальным является исследование случая вполне неоднородной римановой метрики, т. е.
метрики без векторных полей Киллинга. В этом случае удаётся определить квазиполное многообразие,
обладающее свойством непродолжаемости и единственности для каждой локально заданной вполне
неоднородной метрики, [6].

Определение 3. Риманово аналитическое многообразие называется вполне неоднородным многообразием,
если на нём не существует векторных полей Киллинга. Риманову метрику вполне неоднородного многообразия
назовём вполне неоднородной метрикой.

По лемме 1 все многообразия локально изометричные вполне неоднородномумногообразию являются
вполне неоднородными.

Определение 4. Вполне неоднородное ориентированное риманово аналитическое многообразие назы-
вается квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает нетривиальных сохраняющих ориентацию
локальных изометрий в себя.

Приведём основные свойства вполне неоднородных квазиполных многообразий, доказательство
которых содержится в [5]. Для произвольного вполне неоднородного многообразия 𝑀 рассмотрим
множество 𝑆 ⊂ 𝑀 всех всевозможных неподвижных точек сохраняющих ориентацию локальных
изометрий многобразия в себя.

Теорема 1. Для произвольного вполне неоднородного риманова аналитического многообразия множество
𝑆 ⊂ 𝑀 является аналитическим подмножеством коразмерности не меньше, чем 2. Следовательно, 𝑀 \ 𝑆
является связным многообразием.

Теорема 2. Для любого вполне неоднородного риманова аналитического многообразия𝑀 ′ существует ло-
кально изометричное ему квазиполное многобразие𝑀 и локально изометричекое накрывающее отображение
𝑓 : 𝑀 ′ \ 𝑆 → 𝑀 . Таким образом, квазиполное многообразие обладает свойством единственности для каждой
вполне неоднородной локально заданной римановой аналитической метрики.

Определение квазиполного многообразия удаётся обобщить на случай, когда алгебра Ли всех
векторных полей Киллинга для заданной локально определённой римановой аналитической метрики не
имеет центра, [5]. Таковыми являются и многие локально однородные многообразия, в частности все
локально симметрические пространства.

Определение 5. Риманово аналитическое многообразие 𝑀 называется локально однородным, если в
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любой точке 𝑝 ∈ 𝑀 векторные поля Киллинга образуют базис касательного пространства 𝑇𝑝𝑀 .
Эквивалентное определение локально однородного многообразия𝑀 состоит в том, что любых точек

𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀 существует локальная изометрия 𝜑 многообразия𝑀 такая, что 𝜑 (𝑝) = 𝑞
Определение 6. Ориентированное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех векторных

полей которого имеет нулевой центр, называется квазиполным, если оно непродолжаемо и не допускает
нетривиальных сохраняющих ориентацию и все векторные поля Киллинга локальных изометрий в себя.

Исследуем ориентированные римановы аналитические многообразия, алгебра Ли всех векторных
полей Киллинга которых не имеет центра, с целью доказать, что каждое такое многобразие локально
изометрично квазиполному многообразию, а локально однородное квазиполное многообразие является
полным однородным многообразием.

Обозначим через 𝑍 (𝑀) псевдогруппу всех сохраняющих ориентацию и векторные поля Киллинга,
локальных изометрий риманова аналитического многобразия𝑀 , 𝜑 ∈ 𝑍 (𝑀) если ∀𝑋 ∈ 𝔤 𝜑 (𝑋 ) = 𝑋 .

Лемма 2. Пусть𝑀 – риманово аналитическое многообразие, удовлетворяющее свойству однозначного
продолжения векторных полей Киллинга и алгебра Ли всех векторных полей Киллинга которого не имеет
центра. Тогда множество 𝑆 ⊂ 𝑀 , состоящее из неподвижных точек всевозможных изометрий 𝜑 ∈ 𝑍 (𝑀),
является аналитическим подмножеством коразмерности не меньше, чем 2.

В силу леммы 2 многообразие𝑀 \ 𝑆 связно. Доказательство леммы 2 и последующих утверждений
можно найти в [2].

Лемма 3. Пусть𝑀 – риманово аналитическое многообразие, удовлетворяющее свойству однозначного
продолжения векторных полей Киллинга и алгебра Ли всех векторных полей Киллинга которого не имеет
центра. Тогда существует локально изометрическое накрывающее отображение из 𝑀 \ 𝑆 в риманово
аналитическое многобразие 𝑀1, также удовлетворяющее свойству однозначного продолжения векторных
полей Киллинга и псевдогруппа 𝑍 (𝑀1) которого состоит только из тождественного преобразования.

Теорема 3.Произвольное риманово аналитическое многообразие M, алгебра Ли векторных полей Киллинга
не имеет центра локально изометрично квазиполному многообразию.

Теорема 4. Пусть 𝜑 – локальная изометрия из квазиполного многообразия𝑀 в квазиполное многобразие
𝑁 . Тогда 𝜑 продолжается до изометрии 𝜑 : 𝑀 → 𝑁 .

Следствие 1. Произвольное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех векторных полей
Киллинга которого не имеет центра, локально изометрично единственному квазиполному многообразию. То
есть локально заданная риманова аналитическая метрика, алгебра Ли векторных полей Киллинга которой
не имеет центра, единственным образом продолжается до квазиполного многообразия.

Следствие 2. Пусть 𝔤 – алгебра Ли всех векторных полей Киллинга в римановом аналитическом
многообразии𝑀 ′, диффеоморфном шару, а 𝔥 – ее стационарная подалгебра. Пусть𝐺 – односвязная группа,
порождённая алгеброй 𝔤 и 𝐻 – её подгруппа, порождённая подалгеброй 𝔥. Если 𝔤 не имеет центра, то 𝐻
замкнута в 𝐺 .

Отметим, что квазиполное многообразие является наиболее сжатым, то есть универсально притя-
гивающим объектом в категории всех локально изометричных многообразий. Для любого риманова
аналитического многообразия𝑀 ′, алгебра векторных полей Киллинга которого не имеет центра, суще-
ствует локально изометрическое отображение из𝑀 ′ \ 𝑆 ′ в квазиполное многообразие 𝑀 , определенное
на всем 𝑀 ′ \ 𝑆 ′, где 𝑆 ′ – множество неподвижных точек всех сохраняющих ориентацию и векторные
поля Киллинга локальных изометрий многообразия𝑀 ′.

Квазиполное многообразие единственно в классе всех аналитических продолжений данного ростка
и обладает рядом замечательных свойств [5]. Прежде всего, свойством максимальной симметрии,
т. е. любая локальная изометрия 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 из квазиполного многообразия 𝑀 в себя аналитически
продолжается до изометрии 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 . Однако понятие квазиполного многообразия обладает не
только тем недостатком, что оно определено не для всех локально заданных римановых аналитических
метрик, но оно также не является в определённом смысле «самым полным». А именно, существует
росток риманова аналитического многообразия, допускающий продолжение до полного многообразия,
каноническое продолжение которого до квазиполного не является полным многообразием.

Пример 1. Рассмотрим эллипсоид в трёхмерном пространстве, заданный уравнением 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑐2 = 1.
Для того, чтобы получить квазиполное многообразие в классе всех римановых аналитических многообразий
локально изометричных эллипсоиду, необходимо выбросить из эллипсоида 6 точек пересечения с осями
координат и профакторизовать полученное многообразие по группе вращений на 180 градусов вокруг всех
осей координат.

3. Псевдополные многообразия. Дать обобщение понятия полноты, приводящее к «самому
полному» многообразию для произвольного ростка риманова аналитического многообразия, оказывается
возможным.

Определение 7. Риманово аналитическое односвязное многообразие𝑀 называется псевдополным, если
оно обладает следующими свойствами:

𝑀 непродолжаемо.
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Не существует локально изометрического накрывающего отображения 𝑓 ;𝑀 → 𝑁 , где 𝑁 – односвязное
риманово аналитическое многобразие, а 𝑓 (𝑀) – открытое подмножество в 𝑁 , не равное 𝑁 .

Исследуем аналитическое продолжение до псевдополного многообразия для различных классов
ростков римановых аналитических многообразий. Прежде всего следует установить тот факт, что
аналитическое продолжение до псевдополного многообразия существует для любого ростка риманова
аналитического многобразия. Вместе с тем в общем случае это продолжение не единственно, однако,
различные аналитические продолжения одного и того же ростка различаются не очень значительно.

Теорема 5. Любое локально заданное риманово аналитическое многообразие допускает аналитическое
продолжение до псевдополного многообразия. Если в классе локально изометричных римановых аналитических
многообразий имеется полное многообразие, то это многообразие является единственным псевдополным
многообразием в этом классе.
Доказательство.На множестве всех односвязных аналитических продолжений данного ростка риманова
аналитического многообразия введём следующее отношение порядка. Многообразие 𝑀 больше или
равно многообразия 𝑁 , 𝑀 ⪰ 𝑁 , если существует локально изометрическое отображение 𝑓 ;𝑁 → 𝑀 .
Тем самым, множество односвязных локально изометричных друг другу римановых аналитических
многообразий превращается в частично упорядоченное множество. По лемме Цорна это множество
содержит максимальный элемент. Этот элемент по определению и будет псевдополным многообразием.

Рассмотрим полное риманово аналитическое многообразие𝑀 . Если предположить, что𝑀 не является
псевдополным, то существует локально изометрическое отображение 𝑓 ;𝑀 → 𝑁 такое, что что некоторая
точка 𝑥 ∈ 𝑁 , 𝑥 ∉ 𝑓 (𝑀). Пусть 𝛾 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, геодезическая, соединяющая точку 𝛾 ∈ 𝑓 (𝑀) с точкой
𝑥 . Тогда прообраз этой геодезической при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝛿 не продолжается до геодезической при всех 𝑡 на
многообразии𝑀 , что противоречит полноте этого многообразия.

Псевдополное многообразие не единственно в классе всех локально изометричных римановых
аналитических многообразий.

Пример 2. Рассмотрим росток 𝐴 двумерного риманова аналитического многообразия, носителем
которого является сфера с метрикой 𝑑𝑠2 =

𝑓 (𝑧,𝑧 )√
1+|𝑧 |2

𝑑𝑧𝑑𝑧, где 𝑓 (𝑧, |𝑧 |) – аналитическая функция на сфере,

удовлетворяющая условию 𝑓 (𝑧, |𝑧 |) ≠ |𝐴′ (𝑧) |2 𝑓 (𝐴(𝑧), 𝐴(𝑧)) для любого дробно линейного преобразования
𝐴(𝑧). Такая метрика имеет особенность в точке 𝑧 = ∞. Сфера с данной метрикой является псевдополным
многообразием. Устраним особенность в точке 𝑧 = ∞ при помощи преобразования 𝑧 = 𝑤2 + 𝑎, 𝑎 ∈ 𝐶 .
В результате, получим сферу, двулистно накрывающую первоначальную и имеющую метрику 𝑑𝑠2 =
4 |𝑤 |2 𝑓 (𝑤2+𝑎,𝑤2+𝑎)

(1+|𝑤2+𝑎 |2 ) 𝑑𝑤𝑑𝑤 . Эта метрика имеет особенность в точке𝑤 = 0, что является естественным, так
как сфера𝑤 ветвится над сферой 𝑧 в точке 𝑧 = 𝑎, соответствующей точке𝑤 = 0. При различных 𝑎 получаем
различные псевдополные многообразия с координатой𝑤 .

Как показывает пример 2, имеется большое множество не очень естественных псевдополных мно-
гообразий. С целью избежать разветвления над регулярными точками сузим понятие псевдополного
многообразия.

Определение 8. Риманово аналитическое односвязное многообразие𝑀 называется правильным псев-
дополным многообразием, если не существует накрывающего локально изометрического отображения
𝑓 : 𝑀 \ 𝑆 → 𝑁 в другое псевдополное многообразие 𝑁 локально изометричное многообразию𝑀 .

Теорема 6. Локальная изометрия из правильного псевдополного многообразия𝑀 в правильное псевдополное
многообразие 𝑁 аналитически продолжается вдоль непрерывных кривых в любую точку𝑀 за исключением
аналитического подмножества 𝑆 коразмерности не меньше, чем 2.
Доказательство. Доказательство приведём для случая, когда алгебра Ли всех векторных полей Киллинга
не имеет центра. Рассмотрим подмножества 𝑆 ⊂ 𝑀 и 𝑆 ′ ⊂ 𝑁 , состоящие из всех неподвижных точек
локальных изометрий, сохраняющих ориентацию векторных полей Киллинга. Множества 𝑆 и 𝑆 ′ являются
аналитическими подмножествами многообразий 𝑀 и 𝑁 коразмерности не меньшей, чем 2. Пусть
𝑀0 – квазиполное многообразие, локально изометричное многообразиям 𝑀 и 𝑁 . Тогда существуют
накрывающие локально изометрические отображения 𝑓 : 𝑀 \ 𝑆 → 𝑀0 и 𝑔 : 𝑁 \ 𝑆 ′ → 𝑀0. При этом из
определения правильного псевдополного многообразия следует, что 𝑓 (𝑀 \ 𝑆) = 𝑀0 и 𝑔(𝑁 \ 𝑆 ′) = 𝑀0.
Рассмотрим произвольную кривую 𝛾 (𝑡) ⊂ 𝑀 \ 𝑆 такую, что область определения первоначально заданной
локальной изометрии𝜑 между многообразиями𝑀 и𝑁 содержит точку𝛾 (0), её образ 𝛿 (𝑡) = 𝑓 (𝛾 (𝑡)) ⊂ 𝑀0 и
связную компоненту 𝛽 (𝑡) прообраза 𝑔−1 (𝛿 (𝑡)) ⊂ 𝑁 \ 𝑆 ′, содержащую точку 𝜑 (𝛾 (0)). Тогда первоначально
заданная локальная изометрия 𝜑 аналитически продолжается до изометрии некоторой окрестности
кривой 𝛾 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, на некоторую окрестность кривой 𝛽 (𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, принадлежащую 𝑁 \ 𝑆 ′.

Пусть𝑀 – правильное псевдополное риманово аналитическое многообразие, алгебра Ли всех вектор-
ных полей которого не имеет центра, 𝑆 – множество неподвижных точек всех сохраняющих ориентацию
и векторные поля Киллинга локальных изометрий многообразия 𝑀 , 𝑀0 – квазиполное многобразие
локально изометричное 𝑀 , �̃�0𝑆 – односвязная накрывающая многобразия 𝑀0. Тогда имеют место
аналитические локально изометрические накрытия �̃�0 → 𝑀 \ 𝑆 → 𝑀0.

Для произвольного ориентированного риманова аналитического многообразия 𝑀 обозначим через
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𝑍 (𝑀) псевдогруппу, состоящую из всех локальных изометрий многообразия 𝑀 , сохраняющих ориен-
тацию и все векторные поля Киллинга. Рассмотрим фактор многообразие 𝐾𝑀 многообразия 𝑀 \ 𝑆 по
псевдогруппе 𝑍 (𝑀). Определим объединение многообразий 𝐾𝑀 и 𝐾𝑁 , склеивая их по множеству 𝐾𝑀∩𝑁 .
Под пересечением 𝑀 ∩ 𝑁 подразумевается отождествление максимальных подмножеств, на которые
продолжается первоначально заданная локальная изометрия между односвязными накрывающими �̃� и
�̃� многообразий𝑀 и 𝑁 . На многообразии𝑀 \ 𝑆 рассмотрим распределение 𝔷⊥, состоящее из векторов,
перпендикулярных центру 𝔷 алгебры Ли 𝔤 всех векторных полей Киллинга.

Теорема 7. Пусть 𝑀 – псевдополное риманово аналитическое многообразие, 𝔷⊥ – распределение каса-
тельных векторов, перпендикулярных центру 𝔷 алгебры всех векторных полей Киллинга, 𝑆 – множество
неподвижных точек, сохраняющих ориентацию и все векторные поля Киллинга локальных изометрий. Если
𝔷⊥ инволютивно, то односвязная накрывающая ˜𝑀 \ 𝑆 многообразия𝑀 \𝑆 изометрична прямому произведению
евклидова пространства и односвязной накрывающей �̃� вполне геодезического подмногообразия 𝐾 ⊂ 𝑀

касательного к 𝔷⊥. ˜𝑀 \ 𝑆 ≈ R𝑘 × �̃� .
Доказательство. Ввиду инволютивности распределений 𝔷 и 𝔷⊥ некоторая окрестность𝑈 отмеченной
точки 𝑝 ∈ 𝑀 имеет вид 𝑈 = 𝑉 ×𝑊 , где 𝑉 – открытое подмножество интегрального подмногооб-
разия распределения 𝔷, а𝑊 – открытое подмножество интегрального подмногообразия распределе-
ния 𝔷⊥. Пусть 𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥𝑘 – координаты на 𝑉 , а 𝑦1;𝑦2; . . . ;𝑦𝑚 – координаты на𝑊 . Тогда в координа-
тах 𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥𝑘 ;𝑦1;𝑦2; . . . ;𝑦𝑚 компоненты 𝑔𝑖 𝑗 не зависят от 𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥𝑘 , и так как подмногообразия
𝑉 и 𝑊 перпендикулярны, то компоненты при 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦 𝑗 равны 0. Поэтому метрика на 𝑈 имеет вид
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠2

1 (𝑦) + 𝑓𝑖 𝑗 (𝑦)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥 𝑗 . Вследствие непродолжаемости псевдополного многообразия𝑀 \ 𝑆 содержит
полные интегральные подмногообразия распределения 𝔷, т. е. прямые произведения евклидова простран-
ства и тораR𝑘×𝑇 𝑙 . Поэтому𝑀 \𝑆 является расслоением над𝐾 ′ ⊂ 𝐾 со слоямиR𝑘×𝑇 𝑙 . Так как распределение
𝔷⊥ инволютивно, это расслоение содержит сечение 𝐾 ′ , и поэтому тривиально,𝑀 \𝑆 = R𝑘 ×𝑇 𝑙 ×𝐾 ′ . Так как
𝑀 непродолжаемо, то 𝐾 ′

= 𝐾 . Следовательно, односвязная накрывающая многобразия𝑀 \ 𝑆 изометрична
прямому произведению односвязных пространств, ˜𝑀 \ 𝑆 ≈ R𝑘 × �̃� .

Следствие. Рассмотрим риманово аналитическое многообразие𝑀
′
размерности n, алгебра Ли 𝔤 которого

коммутативна, то есть совпадает со своим центром 𝔷, и 𝑑𝑖𝑚𝔤 = 𝑑𝑖𝑚𝔷 = 𝑛 − 1. Тогда существует не более
двух псевдополных многообразий локально изометричных𝑀

′
.

Доказательство. Так как 𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚𝔷 = 1, то 𝑑𝑖𝑚𝔷⊥ = 1, и 𝔷⊥ инволютивно. По теореме 5 для псевдополного
многообразия𝑀 локально изометричного многообразию𝑀

′ имеет место разложение𝑀 \ 𝑆 = R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾 .
Вполне геодезическое подмногообразие 𝐾 изометрично прямой R или окружности 𝑆1 или лучу (𝑎;∞)
или интервалу (𝑎;𝑏). Рассмотрим фактор множество 𝐾 = 𝑀/𝑍 (𝑀) . Если 𝐾 = R или 𝐾 = 𝑆1, то 𝐾 = 𝐾 . Если
𝐾 = (𝑎;∞) , то 𝐾 = [𝑎;∞) или 𝐾 = 𝐾 = (𝑎;∞). Если 𝐾 = (𝑎;𝑏) , то 𝐾 = [𝑎;𝑏) или 𝐾 = (𝑎;𝑏] или 𝐾 = [𝑎;𝑏]
или 𝐾 = 𝐾 = (𝑎;𝑏). В случае, если 𝐾 = R или 𝐾 = 𝑆1, то соответствующий росток риманова аналитического
многобразия имеет единственное продолжение до псевдополного многобразия, и это многобразие
изометрично евклидовому пространству. Продолжение ростка до псевдополного многообразия будет
единственным в случае 𝑆 = ∅, т. е. 𝐾 = 𝐾 .

Пусть 𝐾 = (𝑎;∞), а 𝐾 = [𝑎;∞). Тогда точки подмножества 𝑆 ⊂ 𝑀 отображаются при факторизации
𝐾 = 𝑀/𝑍 (𝑀) в точку 𝑎 ∈ 𝐾 . Точка 𝑥 ∈ 𝑆 является особой точкой некоторого поля 𝑋 ∈ 𝔷, 𝑋 (𝑥) = 0, а любая
изометрия 𝜑 из 𝑀 в себя такая, что 𝜑 (𝑥) = 𝑥 , имеет вид 𝜑 = 𝐸𝑥𝑝𝑌 , 𝑌 ∈ 𝔷. Рассмотрим подалгебру 𝔷0 ⊂ 𝔷,
состоящую из векторных полей Киллинга 𝑋 ∈ 𝔷, обращающихся в ноль в точке 𝑥 , 𝑋 (𝑥) = 0. Тогда 𝔷0
порождает группу изометрий некоторого шара 𝐵, аналитически продолжающуюся до группы изометрий
многообразия𝑀 и изоморфную фактор группе группы 𝔷0 = R𝑠 по некоторой решётке Γ, действующей
на многообразии 𝑀 . Тогда 𝑀 является полным многообразием изометричным пространству R𝑠 × 𝑇 𝑙 .
Аналогичная конструкция применима к случаю, когда 𝐾 = (𝑎;𝑏), а 𝐾 = [𝑎;𝑏) или 𝐾 = (𝑎;𝑏], т. е. когда
𝐾 получается из 𝐾 присоединением одной точки 𝑎 или 𝑏. В этом случае псевдополное многообразие
также единственно и изометрично многообразию R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾 ; однако это многообразие уже не является
полным.

Наконец, рассмотрим случай 𝐾 = (𝑎;𝑏), 𝐾 = [𝑎;𝑏], т. е. когда 𝐾 получается из 𝐾 присоединением двух
точек 𝑎 и 𝑏. Рассмотрим псевдополное многообразие 𝑀1 и точки множества 𝑆1 ⊂ 𝑀1, проектирующиеся в
точку 𝑎 ∈ 𝐾 . Тогда так же, как и при рассмотрении предыдущих случаев, рассмотрим многообразие𝑀 ′

1,
получающееся присоединением множества 𝑆1 к фактор-многообразию многообразия𝑀 ⊂ 𝑆 по некоторой
решетке Γ1 ⊂ 𝔷 = R𝑛−1 так, что𝑀 ′

1 = R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾1), где 𝐾1 = [𝑎;𝑏). Аналогично, рассмотрим псевдополное
многообразие 𝑀2 и точки множества 𝑆2 ⊂ 𝑀2, проектирующиеся в точку 𝑏 ∈ K. Многообразие 𝑀 ′

2
получается присоединением множества 𝑆2 к фактор-многообразию многообразия 𝑀 \ 𝑆 по некоторой
решетке Γ2 ⊂ 𝑧 = R𝑛−1 так, что 𝑀 ′

2 = R𝑠 ×𝑇 𝑙 × 𝐾2, где 𝐾2 = (𝑎;𝑏]. Если решётки Γ1 и Γ2 не совпадают, то
многообразия𝑀1 = 𝑀

′
1 и𝑀2 = 𝑀

′
2 являются двумя различными псевдополными многообразиями. Если

же решетки Γ1 и Γ2 совпадают, то многообразия𝑀1 и𝑀2 изометричны и определяют полное многообразие
𝑀 = 𝑀1 = 𝑀2.

4. Заключение. Укажем на возможное развитие теории аналитического продолжения ростков
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римановых аналитических многообразий.
Понятие квазиполного многообразия не обобщается на многообразия аффинной связности, но может

быть обобщено на псевдоримановы многообразия.
Условие замкнутости подгуппы Ли, соответствующей стационарной подалгебре Ли, в односвязной

группе Ли, соотвествующей алгебры Ли все векторных полей Килилинга, может быть уточнено и распро-
странено на алгебру Ли всех инфинитезимальных преобрзований проства аналитческой аффинноой
связности.

Псевдополные многообразия в классе всех локально изометричных многообразий заслуживают
более полного описания. Для малых размерностей возможна полная классификация псевдополных
многообразий.
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