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Аннотация. В трехмерном пространстве рассматривается краевая задача для эллиптического уравнения на двумер-
ном комплексе. На границе двумерного комплекса задается условие Дирихле. В рамках теоретико-функционального
подхода данная задача сводится к нелокальной краевой задаче Римана. Решение задачи ищется в пространствах
Гельдера с весом. В статье доказана фредгольмова разрешимость задачи Дирихле на двумерном комплексе. Вычислен
индекс для сформулированной задачи.
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1. Введение. На сегодняшний день задача Дирихле является одной из самых востребованных задач.
Она возникает не только на плоскости, но и на многообразиях. Моделируя различные физические
процессы, ученые получают набор уравнений с краевыми условиями Дирихле. Так, например, рассмат-
ривая колебания мембран, диффузию в неоднородных средах или в среде со сложным геометрическим
устройством получается задача Дирихле на многообразиях разной размерности или так называемых
стратифицированных множествах. Этим задачам посвящены работы Ю. В. Покорного [4], G. Lumer’a [8],
О. М. Пенкина [9] и др.
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В работах И. А. Лукьянчук, Ю. Н. Овчинникова [3] сформулирована задача о распределении по-
ля и проводимости многокомпонентной системы, составленной из правильных треугольников. Эта
задача может быть исследована в рамках теории, связанной с задачей Римана, описанной в работах
Солдатова А. П. [7]. Именно эта задача легла в основу настоящей работы.

2. Постановка задачи. В пространстве R3 рассмотрим комплекс 𝐾 , полученный из четырехугольной
пирамиды путем выбрасывания основания. Общую вершину всех граней обозначим 𝜏0, остальные
вершины 𝜏 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 распределим таким образом, чтобы 𝑀1 = {𝜏0𝜏1𝜏2}, 𝑀2 = {𝜏0𝜏2𝜏3}, 𝑀3 = {𝜏0𝜏3𝜏4}
и 𝑀4 = {𝜏0𝜏4𝜏1}. Множество 𝐹 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 состоит из точек 𝜏 , соответствующих вершинам 𝑀 𝑗 , а их
объединение 𝐹 =

⋃𝑛
𝑗=1 𝐹 𝑗 . Будем считать, что грани 𝑀1, 𝑀3 и 𝑀2, 𝑀4 попарно имеют равные углы при

вершине𝜏0, которые обозначим соответственно\1 и\2. Также намнеобходимо обозначить стороны граней,
которые в дальнейшем будем называть ребрами комплекса, следующим образом 𝐿𝑙 = {𝜏0𝜏𝑙 }, 𝑙 = 1, .., 4,
𝐿5 = {𝜏1𝜏2},𝐿6 = {𝜏2𝜏3}, 𝐿7 = {𝜏3𝜏4} и 𝐿8 = {𝜏4𝜏1}.

Задача 𝐷 состоит в определении семейства из четырех гармонических функций 𝑢 𝑗 ∈ 𝐶 (𝑀 𝑗 \ 𝐹 𝑗 ),
удовлетворяющих на ребрах 𝐿𝑙 , 𝑙 = 1, 2, 3, 4 следующим контактным условиям

𝑢4 = 𝑢1, a1
𝜕𝑢4

𝜕𝑛
+ a2

𝜕𝑢1

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿1, 𝑢1 = 𝑢2, a1

𝜕𝑢1

𝜕𝑛
+ a2

𝜕𝑢2

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿2,

𝑢2 = 𝑢3, a2
𝜕𝑢2

𝜕𝑛
+ a1

𝜕𝑢3

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿3, 𝑢3 = 𝑢4, a1

𝜕𝑢3

𝜕𝑛
+ a2

𝜕𝑢4

𝜕𝑛
= 0 на 𝐿4.

Здесь 𝑛 – нормаль, направленная внутрь грани𝑀.
На ребрах 𝐿𝑙 , 𝑙 = 5, 6, 7, 8 выполнено условие Дирихле

𝑢 𝑗
��
𝐿𝑙

= 𝑓𝑙 , 𝑙 = 5, 6, 7, 8 𝑗 = 1, 2, 3, 4.

Поставленную задачу рассмотрим в весовом классе Гельдера, здесь мы напомним только основные
определения, подробно эти классы описаны в [2], [5].

Пространство всех непрерывных функций 𝜑 , удовлетворяющих условию Гельдера с показателем `,
обозначим 𝐶` (𝐾), 0 < ` < 1.

Исходя из весовой функции

𝜌_ (𝑧) = |𝑥 − 𝜏0 |_ · · · |𝑥 − 𝜏4 |_, _ = (_𝜏 𝑗 , 𝑗=1,...,4, 𝜏 ∈ 𝐹 ),

пространство 𝐶`

_
(𝐾 ; 𝐹 ) определяется как класс функций 𝜑 , для которых справедливо 𝜑 = 𝜌_−`𝜓 , 𝜓 ∈

𝐶` (𝐾), 𝜓
��
𝐹
= 0, где весовой порядок _ − ` = (_𝜏 − `, 𝜏 ∈ 𝐹 ).

Если _ < 0, то функции 𝜑 ∈ 𝐶`

_
удовлетворяют условию Гельдера с показателем ` и в точках 𝜏 ∈ 𝐹

допускают логарифмические особенности.
Если _ > 0, то функция 𝜑 ∈ 𝐶`

_
удовлетворяет условию Гельдера на𝐾 с показателем a = min(`, _𝜏 , 𝜏 ∈ 𝐹 )

и обращается в нуль в точках 𝜏 ∈ 𝐹 .
С возрастанием ` и _ семейство пространств 𝐶`

_
монотонно убывает в смысле вложений:

𝐶
`+Y
_

⊆ 𝐶`

_
, 𝐶

`

_+Y ⊆ 𝐶
`

_
, Y > 0.

Тогда рассмотрим классы

𝐶
`

_+0 =
⋃
Y>0

𝐶
`

_+Y , 𝐶
`

_−0 =
⋂
Y>0

𝐶
`

_−Y .

При _ = 0 пространство 𝐶`

_+0 удобно записывать как 𝐶`

+0, и соответственно 𝐶`

_−0 как 𝐶
`

−0.
Таким образом, функции 𝜑 ∈ 𝐶`

+0 (𝐾, 𝐹 ) удовлетворяют условию Гельдера на всем множестве 𝐾 с
некоторым показателем и обращаются в нуль в точках 𝜏 ∈ 𝐹 , а класс 𝐶`

−0 (𝐾, 𝐹 ) состоит из всех функций,
которые после умножения на весовую функцию 𝜌Y с любым Y > 0 принадлежат 𝐶`

+0. В этом смысле
данные функции в точках 𝜏 ∈ 𝐹 допускают особенности логарифмического характера.

Весовое пространство 𝐶1,`
_

(𝐾, 𝐹 ) дифференцируемых функций 𝜑 определяется условиями

𝜑 ∈ 𝐶`

_
(𝐾, 𝐹 ), 𝜑 ′��

𝑀
=

(
𝜕𝜑𝑀

𝜕𝑥
,
𝜕𝜑𝑀

𝜕𝑦

)
∈ 𝐶`

_−1 (𝑀, 𝐹 ), 𝜑𝑀 = 𝜑
��
𝑀
,

здесь 𝜑 ′ обозначает вектор-градиент рассматриваемый по отношению к некоторой декартовой системе
координат в плоскости𝑀 .

Все перечисленные пространства совершенно аналогично вводятся и для правых частей 𝑓 в краевом
условии Дирихле.
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3. Редукция задачи к нелокальной задаче Римана. Эту задачу можно переформулировать по
отношению к аналитическим функциям 𝜙 𝑗 , реальные части которых совпадают с гармоническими
функциями 𝑢 𝑗 . Так как мнимые части функции 𝜙 𝑗 определены с точностью до константы, с учетом
соотношений Коши – Римана предыдущие краевые условия переходят соответственно в

Re (𝜙1 − 𝜙2) = 0, Im (a1𝜙
1 + a2𝜙

2) = 𝐶1, на𝐿2
Re (𝜙2 − 𝜙3) = 0, Im (a2𝜙

2 + a1𝜙
3) = 𝐶2, на𝐿3

Re (𝜙3 − 𝜙4) = 0, Im (a1𝜙
3 + a2𝜙

4) = 𝐶3, на𝐿4
Re (𝜙4 − 𝜙1) = 0, Im (a2𝜙

4 + a1𝜙
1) = 𝐶4, на𝐿1

(1)

Re 𝜙 𝑗
��
𝐿𝑙

= 𝑓𝑙 , , 5 ≤ 𝑙 ≤ 8, 𝑗 = 1, ..4, (2)

здесь 𝐶𝑙 , 𝑙 = 1, ..4 некоторые константы.
Введем нумерацию Γ𝑛 ребер комплекса 𝐾 , учитывая, что каждое ребро 𝐿𝑙 , 𝑙 = 1, .., 4 состоит из двух

сторон граней пирамиды𝑀 𝑗 , принадлежность ребра к грани укажем верхним индексом. В явном виде
эта нумерация выглядит следующим образом:(

𝐿1
1 𝐿4

1 𝐿1
2 𝐿2

2 𝐿2
3 𝐿3

3 𝐿3
4 𝐿4

4 𝐿1
5 𝐿2

6 𝐿3
7 𝐿4

8
Γ1 Γ3 Γ5 Γ7 Γ2 Γ4 Γ6 Γ8 Γ9 Γ10 Γ11 Γ12

)
.

Каждую сторону Γ𝑛 , 𝑛 = 1, .., 12 ориентируем так, чтобы при обходе соответствующей грани𝑀 𝑗 , 𝑗 = 1, .., 4,
она оставалась слева.

Выберем гладкие параметризации 𝛾𝑖 : [0, 1] → Γ𝑖 , согласованные с ориентацией дуг Γ𝑖 .
Сужение функции 𝜑 𝑗 на отрезок Γ𝑖 , принадлежащий соответствующей грани 𝑀 𝑗 , дает граничное

значение функции𝜑 𝑗 , которое обозначим𝜑+
𝑖 . Семейство всех граничных значений обозначим𝜑+ = (𝜑+

𝑖 )12
1 .

Тогда с помощью введенных параметризаций семейство 𝜑+ «снесем» на интервал (0, 1) и получим вектор
𝜑+
𝛾 с компонентами 𝜑+

𝛾,𝑖 = 𝜑
+
𝑖 ◦ 𝛾𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12. В этих обозначениях краевые условия (1)-(2) запишутся в

виде
Re 𝑎𝜑+

𝛾 = 𝑓 (3)

с блочно диагональной матрицей 𝑎 = diag(𝑎1, 𝑎2, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ∈ C12×12

𝑎2 =

(
1 −1

−𝑖a1 −𝑖a2

)
, 𝑎1 =

(
1 −1

−𝑖a2 −𝑖a1

)
,

𝑎3 = 1, ∈ 𝐶4×4.

и 12-вектор-функцией 𝑓 , заданной на интервале (0, 1).
Заметим, что в такой постановке задача 𝐷 относится к типу нелокальных краевых задач Римана,

подробно изученных в работах [6], [7].
4. Основные результаты. В настоящей статье основным результатом является следующая теорема.
Теорема. Неоднородная задача 𝐷 всегда разрешима в классе 𝐶`

0 , а пространство решений однородной
задачи одномерно. Кроме того, если правая часть 𝑓 принадлежит классу 𝐶`

+0, то ее решение 𝜙 ∈ 𝐶`

(+0) .
Прежде чем перейти к доказательству теоремы, нам нужно провести дополнительные вычисления,

будем следовать схеме исследования краевой задачи, описанной автором в работе [1].
Составим матрицу

𝑏 = 𝑎−1𝑎 = diag(𝑏1, 𝑏2, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3),

𝑏2 =
1

a1+a2

(
−a1 + a2 −2a2
−2a1 a1 − a2

)
, 𝑏1 =

1
a1+a2

(
a1 − a2 −2a1
−2a2 −a1 + a2

)
,

𝑏3 = 1 ∈ 𝐶4×4 .

(4)

Рассмотрим пересечение шара 𝐵(𝜏, Y), радиусом Y, с каждой гранью 𝑀 𝑗 комплекса 𝐾 для всех его
вершин. Здесь радиус Y выбран так, чтобы выполнялось 𝐵(𝜏𝑖 , Y) ∩ 𝐵(𝜏 𝑗 , Y) = ∅. В результате получим 12
секторов 𝑆 𝑗 (𝜏), 𝑗 = 1, 2, 3, 4, боковые стороны которых обозначим 𝜕±𝑆 𝑗 (𝜏), предполагая, что поворот от
𝜕+𝑆 𝑗 (𝜏) к 𝜕−𝑆 𝑗 (𝜏) вокруг вершины 𝜏 внутри этого сектора осуществляется против часовой стрелки.

Все 24 боковые стороны секторов занумеруем единым образом Γ( 𝑗 ) , 𝑗 = 0, ..24.
Для точки 𝜏0(

𝜕+𝑆1 (𝜏0 ) 𝜕−𝑆1 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆2 (𝜏0 ) 𝜕−𝑆2 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆3 (𝜏0 ) 𝜕−𝑆3 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆4 (𝜏0 ) 𝜕+𝑆4 (𝜏0 )
Γ(2) Γ(7) Γ(8) Γ(4) Γ(3) Γ(6) Γ(5) Γ(1)

)
Обозначим полученное множество дуг 𝐸0 (𝜏0) = {Γ(1) , .., Γ(8) }.
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Для точки 𝜏1 (
𝜕+𝑆1 (𝜏1) 𝜕−𝑆1 (𝜏1) 𝜕+𝑆4 (𝜏1) 𝜕−𝑆4 (𝜏1)
Γ(11) Γ(9) Γ(10) Γ(12)

)
, 𝐸1 (𝜏1) = {Γ(9) , .., Γ(12) }.

Для точки 𝜏2 (
𝜕+𝑆1 (𝜏2) 𝜕−𝑆1 (𝜏2) 𝜕+𝑆2 (𝜏2) 𝜕−𝑆2 (𝜏2)
Γ(13) Γ(15) Γ(16) Γ(14)

)
, 𝐸2 (𝜏2) = {Γ(13) , .., Γ(16) }.

Для точки 𝜏3 (
𝜕+𝑆2 (𝜏3) 𝜕−𝑆2 (𝜏3) 𝜕+𝑆3 (𝜏3) 𝜕−𝑆3 (𝜏3)
Γ(17) Γ(19) Γ(20) Γ(18)

)
, 𝐸3 (𝜏3) = {Γ(17) , .., Γ(20) }.

Для точки 𝜏4 (
𝜕+𝑆3 (𝜏4) 𝜕−𝑆3 (𝜏4) 𝜕+𝑆4 (𝜏4) 𝜕−𝑆4 (𝜏4)
Γ(21) Γ(23) Γ(24) Γ(22)

)
, 𝐸4 (𝜏4) = {Γ(21) , .., Γ(24) }.

Пусть \ 𝑗 (𝜏) – раствор сектора 𝑆 𝑗 (𝜏), в дальнейшем будем предполагать, что все они положительны:
0 < \ 𝑗 (𝜏) < 2𝜋.

Согласно [1], 24 × 24 матрица 𝑣 (Z ), Z ∈ 𝐶 состоит из следующих элементов:

𝑣𝑘𝑟 (Z ) =

𝑒𝑖\ 𝑗 (𝜏 ) , {Γ(𝑘 ) , Γ(𝑟 ) } = {𝜕+𝑆 𝑗 (𝜏), 𝜕−𝑆 𝑗 (𝜏)},

0, в противном случае,
(5)

Эта матрица целиком зависит от геометрии рассматриваемого множества.
Очевидно, что 𝜏 является концом отрезка Γ𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12 и пересечение шара 𝐵(𝜏, Y) с Γ𝑖 дает отрезок

Γ𝑖 (𝜏) с концом 𝜏 . Удобно положить

Γ𝑖 (𝜏) =
{
Γ0
𝑖 , если 𝜏 есть левый конец Γ𝑖 ,
Γ1
𝑖 , в противном случае.

Согласно [1], введем 24 × 24 матрицу 𝑏 с элементами:

𝑏𝑘𝑟 =


𝑏𝑖 𝑗 (0), еслиΓ(𝑘 ) = Γ0

𝑖 , Γ(𝑟 ) = Γ0
𝑗 ,

𝑏𝑖 𝑗 (1), еслиΓ(𝑘 ) = Γ1
𝑖 , Γ(𝑟 ) = Γ1

𝑗 ,

0, в противном случае.

(6)

Рассмотрим множество пар 𝑃𝑖 (𝜏), которые образуют угол при вершине 𝜏 и составлены из элементов
{Γ𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, ..12, 𝑘 = 0, 1} :

𝑃1 (𝜏0) = {Γ0
1 , Γ

1
5 }, 𝑃2 (𝜏0) = {Γ0

7 , Γ
1
2 }, 𝑃3 (𝜏0) = {Γ0

4 , Γ
1
6 }, 𝑃4 (𝜏0) = {Γ0

8 , Γ
1
3 },

𝑃5 (𝜏1) = {Γ0
9 , Γ

1
1 }, 𝑃6 (𝜏1) = {Γ0

3 , Γ
1
12}, 𝑃7 (𝜏2) = {Γ0

10, Γ
1
7 }, 𝑃8 (𝜏2) = {Γ0

5 , Γ
1
9 },

𝑃9 (𝜏3) = {Γ0
2 , Γ

1
10}, 𝑃10 (𝜏3) = {Γ0

11, Γ
1
4 }, 𝑃11 (𝜏4) = {Γ0

6 , Γ
1
11}, 𝑃12 (𝜏4) = {Γ0

12, Γ
1
8 }.

Заметим, что совокупность Γ( 𝑗 ) боковых сторон всех секторов 𝑆 𝑗 (𝜏), 𝜏 ∈ 𝐹 совпадает с множеством пар
𝑃𝑖 (𝜏) = {Γ𝑘𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12, 𝑘 = 0, 1}, таким образом имеем:

𝑃1 (𝜏0) = {Γ(2) , Γ(7) }, 𝑃2 (𝜏0) = {Γ(8) , Γ(4) },
𝑃3 (𝜏0) = {Γ(3) , Γ(6) }, 𝑃4 (𝜏0) = {Γ(5) , Γ(1) },
𝑃5 (𝜏1) = {Γ(9) , Γ(11) }, 𝑃6 (𝜏1) = {Γ(10) , Γ(12) },
𝑃7 (𝜏2) = {Γ(13) , Γ(15) }, 𝑃8 (𝜏2) = {Γ(14) , Γ(16) },
𝑃9 (𝜏3) = {Γ(17) , Γ(19) }, 𝑃10 (𝜏3) = {Γ(18) , Γ(20) },
𝑃11 (𝜏4) = {Γ(21) , Γ(23) }, 𝑃12 (𝜏4) = {Γ(22) , Γ(24) }.

Множества 𝐸 𝑗 (𝜏) можно описать как объединение элементов множества пар 𝑃𝑖 (𝜏), а именно

𝐸0 = {𝑃1 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃4}, 𝐸1 = {𝑃5 ∪ 𝑃6}, 𝐸2 = {𝑃7 ∪ 𝑃8},

𝐸3 = {𝑃9 ∪ 𝑃10}, 𝐸4 = {𝑃11 ∪ 𝑃12}.
В общем случае условимся говорить, что 24×24 матрица 𝑥 = (𝑥𝑘𝑟 )24

1 блочно-диагональна относительно
некоторого разбиения 𝐸 = (𝐸𝑖 )𝑛1 множества {Γ(1) ...Γ(24) }, если ее элементы 𝑥𝑘𝑟 = 0 при Γ(𝑘 ) ∈ 𝐸𝑖 , Γ(𝑟 ) ∈
𝐸 𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗 . Умножение таких матриц сводится к поблочному умножению их диагональных блоков
𝑥 (𝐸𝑖 ) = {𝑥𝑘𝑟 , Γ(𝑘 ) , Γ(𝑟 ) ∈ 𝐸𝑖 }.
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Применительно к определениям (5) и (6) можем заключить, что матрица 𝑣 блочно-диагональна
относительно разбиения множества {Γ(1) , . . . , Γ(24) } на пары 𝑃𝑖 (𝜏) = {𝜕+𝑆 𝑗 (𝜏), 𝜕−𝑆 𝑗 (𝜏)}, 𝑗 = 1, . . . , 4, 𝜏 ∈ 𝐹 с
диагональными блоками

𝑣 (Z , 𝑃𝑖 (𝜏)) = 𝑒𝑖\ 𝑗Z

(
0 1
1 0

)
.

Аналогично матрица 𝑏 блочно-диагональна относительно разбиения на два множества 𝐼 0 = {Γ0
𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤

12}, 𝐼 1 = {Γ1
𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 12}

𝑏 (𝐼 0) = 𝑏 (0), 𝑏 (𝐼 1) = 𝑏 (1).

В нашей нумерации матрица 𝑏 блочно-диагональна относительно разбиения множества {Γ(1), .., Γ(24) }
на множества 𝐸 𝑗 (𝜏), которые в свою очередь составлены из элементов множества 𝑃𝑖 (𝜏).

Поэтому каждая матрица 𝑣 (Z ) и 𝑏 блочно-диагональны относительно разбиения 𝐸 𝑗 (𝜏), а значит этим
свойством обладает и их сумма 𝑣 (Z ) + 𝑏.

Согласно [2], матрица-функция 𝑣 (Z ) + 𝑏 называется концевым символом задачи. Мероморфная
функция

det[𝑣 (Z ) + 𝑏]
det[𝑣 (Z ) + 1]

при Im Z → ±∞, Re Z = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 стремится к ненулевым пределам, так что проекция нулей функции
det[𝑣 (Z ) +𝑏] на действительную ось является дискретным множеством. Пусть 𝛼 > 0 выбрано столь малым,
что эти нули отсутствуют в полосе −𝛼 ≤ Re Z < 0. Тогда справедлива следующая

Теорема 1. Пусть матрица-функция 𝑎(𝑡) ∈ 𝐶`+0 [0, 1] и det𝑎 ≠ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1. Тогда задача Дирихле
фредгольмова в классе 𝐶`

−0 и ее индекс æ_, при _ = −Y, Y > 0 и достаточно мало, вычисляется по формуле

æ−Y = æ0 + 4 (7)

где величина

æ0 =
1

2𝜋𝑖
[ln det𝑏 (𝑡)]

����1
0
− 1

2𝜋𝑖

[
ln

det(𝑣 + 𝑏) (Z )
det(𝑣 + 1) (Z )

] ����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

, (8)

выражения в квадратных скобках определяются непрерывными ветвями логарифма, а вертикальная черта
означает приращение в соответствующих пределах.

В выбранной нумерации матрицы 𝑣 (Z ) и 𝑏 представимы в виде:

𝑣 (Z , 𝐸0) =
(

0 𝑣0 (Z )
𝑣0 (Z ) 0

)
∈ C8×8, 𝑣0 (Z ) =

©«
𝑒𝑖\2Z 0 0 0

0 0 𝑒𝑖\1Z 0
0 𝑒𝑖\1Z 0 0
0 0 0 𝑒𝑖\2Z

ª®®®¬ ;

𝑏 (Z , 𝐸0) =
©«
𝑏1 0 0 0
0 𝑏2 0 0
0 0 𝑏1 0
0 0 0 𝑏2

ª®®®¬ ∈ C8×8.

(9)

где 𝑏1, 𝑏2 из (4). Диагональные блоки 4 × 4− для вершин 𝜏 𝑗 , 𝑗 = 1, 4 имеют вид

𝑣 (Z , 𝐸 𝑗 ) =
(

0 𝑣 𝑗 (Z )
𝑣 𝑗 (Z ) 0

)
, где

𝑣1 (Z ) =
(
𝑒𝑖\1 (𝜏1 )Z 0

0 𝑒𝑖\4 (𝜏1 )Z

)
, 𝑣2 (Z ) =

(
𝑒𝑖\1 (𝜏2 )Z 0

0 𝑒𝑖\2 (𝜏2 )Z

)
,

𝑣3 (Z ) =
(
𝑒𝑖\2 (𝜏3 )Z 0

0 𝑒𝑖\3 (𝜏3 )Z

)
, 𝑣4 (Z ) =

(
𝑒𝑖\3 (𝜏4 )Z 0

0 𝑒𝑖\4 (𝜏4 )Z

)
,

(10)

𝑏 (𝐸 𝑗 ) =
(
𝑏1 0
0 1

)
, 𝑗 = 1, 3, 𝑏 (𝐸 𝑗 ) =

(
𝑏2 0
0 1

)
, 𝑗 = 2, 4.

Согласно теореме 1, характер разрешимости задачи (D) в классе𝐶`

−0 определяется нулями определителя
det (𝑣 (Z ) + 𝑏) (Z ) на прямой ReZ = 0, причем важную роль играет и порядок полюса точки Z = 0 обратной
матрицы- функции (𝑣 + 𝑏)−1. В силу блочно-диагональной структуры матриц соответствующие свойства
достаточно выяснить для их диагональных блоков.

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 1
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 1



34 Об индексе для одной краевой задачи

Введем обозначение 𝑧 = 𝑒𝑖\1 (𝜏 )Z , 𝑦 = 𝑒𝑖\2 (𝜏 )Z и 𝑡 = 𝑣1
𝑣2
, тогда

det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0) =
1

(𝑡 + 1)4(
− 2(𝑡2 − 1)2𝑦2𝑧2 (𝑦2 + 𝑧2) + (𝑡 + 1)4𝑦2𝑧2 + 4(𝑡4 − 10𝑡2 + 1)𝑦2𝑧2+

(𝑡 − 1)4 (𝑧4 + 𝑦4) − 2(𝑡2 − 1)2 (𝑦2 − 𝑧2) + (𝑡 + 1)4) . (11)

Обратная матрица (𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸0) в явном виде имеет громоздкое представление, поэтому выпишем ее
элементы отдельно,

(𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸0) =
1

(1 + 𝑡)3 det(𝑣 + 𝑏)

(
𝐴 𝐵

𝐵 𝐴

)
, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐶4×4 .

𝐴 =

©«
𝑎1 𝑡𝑎2 𝑡𝑎3 𝑎4
𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5
𝑎4 𝑡𝑎3 𝑡𝑎2 𝑎1

ª®®®¬ , 𝐵 =

©«
𝑎7 𝑡𝑎8 𝑡𝑎9 𝑎10
𝑎8 𝑎10 𝑎7 𝑎9
𝑎9 𝑎7 𝑎10 𝑎8
𝑎10 𝑡𝑎9 𝑡𝑎8 𝑎7

ª®®®¬
𝑎1 = −(𝑡 − 1) (𝑧2 − 1) ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) + 𝑡2 (𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) + 2𝑡 (1 + 𝑦2) (1 + 𝑧2))

𝑎2 = −2(1 + 𝑡2) (𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) − 4𝑡 (1 + 𝑧2 + 𝑦2 (1 − 3𝑧2))

𝑎3 = 2𝑦𝑧 ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) (1 + 𝑡2) + 2𝑡 (−3 + 𝑧2 + 𝑦2 (1 + 𝑧2)))

𝑎4 = −8𝑡𝑦𝑧 (𝑡 − 1) (𝑧2 − 1)

𝑎5 = (𝑡 − 1) (𝑦2 − 1) ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) + 2𝑡 (𝑦2 + 1) (𝑧2 + 1))

𝑎6 = 8𝑡𝑦𝑧 (𝑡 − 1) (𝑦2 − 1)

𝑎7 = 𝑦 (−(𝑡2 − 1)2 + (𝑡 − 1)4𝑦2 − 2𝑧2 ((𝑡2 − 1)2𝑦2 − 𝑡4 + 10𝑡2 − 1)+

(1 + 𝑡)2𝑧4 (1|𝑦 + 𝑡 (𝑦 − 1)) (𝑡 (𝑦 + 1) + 𝑦 − 1))/(𝑡 + 1)

𝑎8 = 2𝑦 (𝑡 − 1) ((𝑦2 − 1) (𝑧2 − 1) (𝑡2 + 1) + 2𝑡 (1 + 𝑦2 + (−3 + 𝑦2)𝑧2))/(𝑡 + 1)

𝑎9 = 2𝑧 (𝑡 − 1) (𝑡 (6 + 𝑡)𝑦2 + 𝑦2 + (𝑡 − 2)𝑡𝑧2 + 𝑧2 − (𝑡 + 1)2𝑦2𝑧2 − 𝑡 (𝑡 + 2) − 1)/(𝑡 + 1)

𝑎10 = −4𝑡 ((𝑡 + 1)2𝑧 (1 + 4𝑡𝑧2𝑦2) + (𝑡 − 1)2𝑧 (𝑦2 = 4𝑡𝑧2))/(𝑡 + 1)

Далее введем обозначение в соответствии с (10), элементы 𝑧𝑚 = (𝑣𝑚𝑛)2, 𝑚 = 𝑛,𝑚 = 1, 2, учитывая
соответствие рассматриваемого множества 𝐸 𝑗 и матрицы 𝑣 𝑗 (Z ), тогда

det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸1) =
(𝑡 + 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1) + (𝑡 − 1) (𝑧2

1 − 𝑧2
2)

𝑡 + 1
, (12)

(𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸1) =
1

(𝑡 + 1) det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸1)
∗

©«

−(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 + 𝑡 − 1) 2𝑡 (𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 + 𝑡 − 1)𝑧1 −2𝑡𝑧2

2 −(𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 − 𝑡 + 1) −2𝑡𝑧1 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 − 𝑡 + 1)𝑧2

(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 + 𝑡 − 1)𝑧1 −2𝑡𝑧1 −(𝑧2
2𝑡 − 𝑧2

2 + 𝑡 + 1) 2𝑡𝑧2𝑧1

−2𝑧2 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 − 𝑡 + 1)𝑧2 2𝑧2𝑧1 (𝑧2
1𝑡 − 𝑧2

1 − 𝑡 − 1)

ª®®®®®®®®®¬
.

Вычисления для множества 𝐸3 дают аналогичные результаты.
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Для множества 𝐸2 справедливы следующие равенства:

det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸2) =
(𝑡 + 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1) + (𝑡 − 1) (𝑧2

1 − 𝑧2
2)

𝑡 + 1
,

(𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸2) =
1

(𝑡 + 1) det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸2)
∗

©«

−(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 − 𝑡 + 1) 2 (𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 − 𝑡 + 1)𝑧1 −2𝑧2

2𝑡 −(𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 + 𝑡 − 1) −2𝑡𝑧1 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 + 𝑡 − 1)𝑧2

(𝑧2
2𝑡 + 𝑧2

2 − 𝑡 + 1)𝑧1 −2𝑧1 𝑧2
2𝑡 − 𝑧2

2 − 𝑡 − 1 2𝑧2𝑧1

−2𝑧2𝑡 (𝑧2
1𝑡 + 𝑧2

1 + 𝑡 − 1)𝑧2 2𝑡𝑧2𝑧1 −(𝑧2
1𝑡 − 𝑧2

1 + 𝑡 + 1)

ª®®®®®®®®®¬
.

Вычисления для множества 𝐸4 дают аналогичные результаты.
Из (9) и (10) следует

det(𝑣 + 1) (Z , 𝐸0) = (𝑦2 − 1)2 (𝑧2 − 1)2

(𝑣 + 1)−1 (Z , 𝐸0) =
1

(1 − 𝑦2) (1 − 𝑧2)©«

1 − 𝑧2 0 0 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 0 0
0 1 − 𝑦2 0 0 0 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0
0 0 1 − 𝑦2 0 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 0
0 0 0 1 − 𝑧2 0 0 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 )

−𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 0 0 1 − 𝑧2 0 0 0
0 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 0 (1 − 𝑦2 ) 0 0
0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 0 0 0 1 − 𝑦2 0
0 0 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 0 0 1 − 𝑧2

ª®®®®®®®®¬
,

det(𝑣 + 1) (Z , 𝐸 𝑗 ) = (𝑧2
1 − 1) (𝑧2

2 − 1)

(𝑣 + 1)−1 (Z , 𝐸 𝑗 ) =
1

det(𝑣 + 1) (Z , 𝐸 𝑗 )
©«

1 − 𝑧2 0 −𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0
0 1 − 𝑦2 0 −𝑧 (1 − 𝑦2 )

−𝑦 (1 − 𝑧2 ) 0 1 − 𝑧2 0
0 −𝑧 (1 − 𝑦2 ) 0 1 − 𝑦2

ª®¬ .
Рассмотрим поведение на мнимой оси функций det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0) и det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸 𝑗 ). Обозначим 𝑠

порядок нуля функции.
Лемма 1. Функции det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0) и det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸 𝑗 ), 𝑗 = 1, ..., 4 на мнимой оси имеют единственный

нуль в точке b = 0 и его порядок равен 𝑠 (𝐸0) = 2 и 𝑠 (𝐸 𝑗 ) = 1.
Доказательство. Согласно (11), определитель матрицы (𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0), который обозначим 𝑓 (𝑦, 𝑧), дается
выражением

𝑓 (𝑦, 𝑧) = 1
(𝑡 + 1)4

(
(−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2)𝑦2𝑧4 + (−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2)𝑦4𝑧2 + (𝑡 + 1)4𝑦4𝑧4+

(4𝑡4 − 40𝑡2 + 4)𝑦2𝑧2 + (𝑡 − 1)4𝑦4 + (𝑡 − 1)4𝑧4−

(2(𝑡 − 1)2𝑦2 + 2(𝑡 − 1)2𝑧2 − (𝑡 + 1)2) (𝑡 + 1)2
)
. (13)

Согласно введенному выше обозначению 𝑧 = 𝑒𝑖\1 (𝜏 )Z , 𝑦 = 𝑒𝑖\2 (𝜏 )Z , очевидно, что функции 𝑦 и 𝑧 –
вещественны и положительны при Reb = 0, более того одновременно либо больше 1, либо меньше 1,
либо равны 1.

Из (12) видно, что при 𝑦 = 𝑧 = 1 функция обращается в нуль и справедливо соотношение

𝑓 ( 1
𝑦
,

1
𝑧
) = − 𝑓 (𝑦, 𝑧)

𝑦𝑧
.

Теперь убедимся, что в квадрате 𝐾 = {0 < 𝑦, 𝑧 < 1} функция 𝑓 (𝑦, 𝑧) нигде не принимает значения нуль. На
границе квадрата функция 𝑓 (𝑦, 𝑧) не положительная и обращается в нуль только в точке (1, 1). Градиент
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функции grad𝑓 (𝑦, 𝑧) ≠ 0, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾 , поэтому 𝑓 (𝑦, 𝑧) < 0 во всем квадрате. Определим порядок нуля функции
det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0) в точке b = 0. Согласно (13)

(1 + 𝑡)4 [det(𝑣 + 𝑏)]′ (0, 𝐸0) = (−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2) (2𝑖\2 + 4𝑖\1) + (−2𝑡4 + 4𝑡2 − 2) (4𝑖\2 + 2𝑖\1)+
(𝑡 + 1)4 (4𝑖\2 + 4𝑖\1) + (4𝑡4 − 40𝑡2 + 4) (2𝑖\2 + 2𝑖\1) + 4(𝑡 − 1)4𝑖\2 + 4(𝑡 − 1)4𝑖\1−

2(𝑡 + 1)2 (2(𝑡 − 1)2𝑖\2 + 2(𝑡 − 1)2𝑖\1) = 0

(1 + 𝑡)4 [det(𝑣 + 𝑏)]′′ (0, 𝐸0) = 128𝑡 (𝑖𝑡\2 + 𝑖\1) (𝑖𝑡\1 + 𝑖\2) ≠ 0

Следовательно порядок нуля равен 𝑠 (𝐸0) = 2. Посчитаем порядок нуля для функции 𝑑𝑒𝑡 (𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸 𝑗 ) в
точке Z = 0.

(𝑡 + 1) [det(𝑣 + 𝑏) (0, 𝐸1)]′ = 4𝑖 (𝑡\1 (𝜏1) + \4 (𝜏1)) ≠ 0.

Аналогично, для всех остальных множеств 𝐸 𝑗 , 𝑗 = 2, 3, 4 порядок нуля равен 𝑠 (𝐸 𝑗 ) = 1.
Перейдем к основному результату.
Теорема 2. Неоднородная задача 𝐷 всегда разрешима в классе 𝐶`

0 , а пространство решений однородной
задачи одномерно. Кроме того, если правая часть 𝑓 принадлежит классу 𝐶`

+0, то ее решение 𝜙 ∈ 𝐶`

(+0) .

Доказательство. Согласно теореме 1, нам необходимо вычислить индекс задачи æ0. В силу блочно-
диагональной структуры матриц det(𝑉 + 𝑏) (Z , 𝐸) и det(𝑉 + 1) (Z , 𝐸), формулу (8) можно переписать в
виде

æ0 = − 1
2𝜋𝑖

[
ln

det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0)
det(𝑣 + 1) (Z , 𝐸0)

] ����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

−
4∑︁
𝑗=1

1
2𝜋𝑖

[
ln

det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸 𝑗 )
det(𝑣 + 1) (Z , 𝐸 𝑗 )

] ����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

.

Согласно принципу аргумента для аналитических функций, имеет место следующее равенство:

1
2𝜋𝑖

lnℎ(Z )
����𝛼+𝑖∞
𝛼−𝑖∞

− 1
2𝜋𝑖

lnℎ(Z )
����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

=𝑚, (14)

где𝑚 = 𝑠 − 𝑝 .
Заметим, что в нашем случае ℎ(Z ) представима в виде частного двух функций

𝑓 (Z ) = det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0) = 𝑓 (𝑦, 𝑧),

𝑔(Z ) = det(𝑣 + 1) (Z , 𝐸0) = (𝑦2 − 1)2 (𝑧2 − 1)2 .

Исследуем функцию ℎ(Z ) на четность и нечетность. Очевидно, что

𝑓 ( 1
𝑦
,

1
𝑧
) = − 1

𝑦𝑧
𝑓 (𝑦, 𝑧),

𝑔( 1
𝑦
,

1
𝑧
) = 1

𝑦𝑧
𝑔(𝑦, 𝑧).

Тогда функция ℎ(Z ) нечетная и для нее справедливо равенство

1
2𝜋𝑖

lnℎ(Z )
����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

= − 1
2𝜋𝑖

lnℎ(Z )
����𝛼+𝑖∞
𝛼−𝑖∞

.

Поставив последнее равенство в (14), получаем

1
2𝜋𝑖

lnℎ(Z )
����−𝛼+𝑖∞
−𝛼−𝑖∞

=
𝑚

2
.

Отсюда легко видеть, что первое слагаемое в формуле индекса равно

𝑚

2
=

2 − 4 − 1 + 1
2

= −1.

Перейдем ко второму слагаемому.
Для множества 𝐸1.

𝑓 (𝑧1, 𝑧2) = det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸1) =
(𝑡 + 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1) + (𝑡 − 1) (𝑧2

1𝑧
2
2 − 1)

𝑡 + 1
,

𝑔(𝑧1, 𝑧2) det(𝑣 + 1) (Z , 𝐸1) = (𝑧2
1 − 1) (𝑧2

2 − 1) .
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Проделав исследование, аналогичное вышеуказанному, получим, что функция ℎ(Z ) = 𝑓

𝑔
нечетная, и,

следовательно,
𝑚

2
=

1 + 1 − 1 − 2
2

= −1
2
.

Нетрудно показать, что для остальных номеров 𝑗 = 2, 3, 4 значение 𝑚
2 = − 1

2 . Таким образом, индекс
задачи

æ = 4 − (1 + 4 ∗ 1
2
) = 1.

Для доказательства второго утверждения теоремы вспомним теорему 2, сформулированную в [1], в
которой говорится следующее.

Пусть выполнены условия теоремы 1: матрица-функция Z (𝑣 + 𝑏)−1 (Z ) не имеет полюсов на мнимой
оси. Тогда любое решение 𝜙 ∈ 𝐶`

−0 задачи (3) с правой частью 𝑓 ∈ 𝐶`

+0 принадлежит классу 𝐶`

(+0) . В
частности, æ является индексом задачи и в классе 𝐶`

(+0) .
Докажем сначала вспомогательную лемму.
Лемма 2. Обозначим 𝑝 – порядок полюса функции, считая кратности. Для матриц-функций

(𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸0) и (𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸 𝑗 ), 𝑗 = 1, ..., 4

в точке b = 0 порядок полюса 𝑝 = 1.
Доказательство. Согласно вычислениям выше, элементы матрицы (𝑣 + 1)−1 (Z , 𝐸0) при Z = 0 обращаются
в нуль. А так как det(𝑣 + 𝑏) (Z , 𝐸0) имеет нуль второго порядка в точке Z = 0, то матрица (𝑣 + 1)−1 (0, 𝐸0)
имеет полюс первого порядка.

Что касается множеств 𝐸 𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 4, то очевидно, что элементы матрицы не обращаются в нуль при
Z = 0, и следовательно, полюс матрицы равен порядку нуля матрицы 𝑑𝑒𝑡 (𝑣 + 𝑏) (0, 𝐸 𝑗 ), то есть 𝑝 = 1.

Теперь вернемся к рассмотрению выполнения условий теоремы 2 из [1]. Согласно лемме 2, из второго
утверждения следует, что матрицы-функции Z (𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸0) и Z (𝑣 + 𝑏)−1 (Z , 𝐸 𝑗 ), 𝑗 = 1, ..., 4 не имеют
полюсов на мнимой оси. Следовательно, условия теоремы выполнены. Таким образом, мы получили,
что любое решение 𝜙 ∈ 𝐶

`

−0 задачи (3) с правой частью 𝑓 ∈ 𝐶
`

+0 принадлежит классу 𝐶`

(+0) . Индекс
рассматриваемой задачи в классе 𝐶`

(+0) равен 1.
Что касается единственности решения задачи, то она следует из принципа максимума.
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