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Аннотация. В статье рассматривается оператор типа свертки, представленный обобщенным потенциалом Бесселя.
Изучается действие обобщенного потенциала Бесселя в специальном лебеговом классе функций со степенным весом.
Доказана теорема об ограниченности обобщенного потенциала Бесселя в весовом классе Лебега. Также показано, что
обобщенный потенциал Бесселя в весовом лебеговом классе функций является оператором слабого типа в смысле
нормы, построенной при помощи весовой функции распределения. Эти результаты являются распространением
теории Харди – Литтлвуда – Соболева о дробном интегрировании на случай обобщенного потенциала Бесселя.
Ключевые слова: обобщенный потенциал Бесселя, ограниченность оператора, оператор слабого типа
Благодарности: Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ по гос.заданию FEGS-2020-0001.
Для цитирования: Джабраилов А. Л. 2023. Об обобщенных потенциалах Бесселя в весовом пространстве Лебега.
Прикладная математика & Физика, 55(1): 39–48. DOI 10.52575/2687-0959-2023-55-1-39-48

Original Research

ON GENERALISED BESSEL POTENTIALS IN WEIGHTED LEBESGUE SPACE

Аkhmed Dzhabrailov

(Article submitted by a member of the editorial board E. L. Shishkina)

Kadyrov Chechen State University,
Grozny, 36402, Russia

E-mail: ahmed_0065@mail.ru

Abstract. The article considers the convolution type operator represented by the generalized Bessel potential. The action
of the generalized Bessel potential in a special Lebesgue class of functions with power weight is studied. A theorem on the
boundedness of the generalized Bessel potential in the weighed Lebesgue class is proved. It is also shown that the generalized
Bessel potential in the weighted Lebesgue class of functions is a weak type operator in the sense of a norm constructed using
a weighted distribution function. These results are an extension of the Hardy – Littlewood – Sobolev theory of fractional
integration to the case of a generalized Bessel potential.
Keywords: Generalized Bessel Potential, Bounded Operator, Operator of Weak Type
Acknowledgements: The work is supported of the Ministry of Education and Science of the Russian Federation on a state
assignment FEGS-2020-0001.
For citation: Dzhabrailov Аkhmed. 2023. On generalised Bessel potentials in weighted Lebesgue space. Applied Mathematics
& Physics, 55(1): 39–48 (in Russian). DOI 10.52575/2687-0959-2023-55-1-39-48

1. Введение. Дробные степени многомерных дифференциальных операторов находят широкое
применение при решении аналитических задач в евклидовых пространствах, неоднородных уравнениях
и приисследовании граничных значенийфункцийиз различныхфункциональныхпространств. Дробные
отрицательные степени многомерных дифференциальных операторов называются потенциалами. Они
принимают существенное участие и в ряде вероятностных задач, в частности в марковских процессах.

Наиболее изученной является дробная степень оператора Лапласа (−Δ)− 𝛼
2 , 𝛼 > 0, называемая потен-

циалом Рисса (см. [20]). Однако, операторы (−Δ)− 𝛼
2 демонстрируют рост своего ядра на бесконечности

при значениях 𝛼 , больших размерности пространства. Поэтому в теориях, где важно поведение опера-
тора на бесконечности, предпочтение отдается дробным степеням оператора (𝐼 − Δ)− 𝛼

2 , 𝛼 > 0, где 𝐼 —
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тождественный оператор. Операторы (𝐼 − Δ)− 𝛼
2 , 𝛼 > 0 называются потенциалами Бесселя. Потенциалы

Бесселя благодаря своим хорошим аналитическим свойствам оказываются более удобными, а значит, и
предпочтительными при построении классов дробной гладкости, кроме того, они принимают существен-
ное участие и в ряде вероятностных задач, в частности в марковских процессах. Подробное изложение
теории потенциала Бесселя в конечномерных пространствах содержится в [12]. Для аналитических целей
они введены и изучены в [21].

В этой статье изучается обобщение оператора (𝐼−Δ)− 𝛼
2 ,𝛼 > 0на случай, когда вместоΔ рассматривается

оператор Лапласа – Бесселя Δ𝛾 =
𝑛∑

𝑘=1

(
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑘

+ 𝛾

𝑥𝑘

𝜕
𝜕𝑥𝑘

)
, 𝛾𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Оператор (𝐼 − Δ𝛾 )−

𝛼
2 , 𝛼 > 0 носит

название «обобщенный потенциал Бесселя» [13, 2, 3]. Наша задача в этой статье – описать действие
оператора (𝐼 − Δ𝛾 )−

𝛼
2 , 𝛼 > 0 в специальном лебеговом классе функций со степенным весом, докажем его

ограниченность в таком классе функций и покажем, что он является оператором слабого типа в смысле
нормы, построенной при помощи весовой функции распределения.

2. Обобщенный потенциал Бесселя. Рассмотрим многомерное преобразование Ханкеля функции
𝑓 вида

F𝛾 [𝑓 ] (𝜉) = F𝛾 [𝑓 (𝑥)] (𝜉) = 𝑓 (𝜉) =
∫
R𝑛+

𝑓 (𝑥) j𝛾 (𝑥, 𝜉)𝑥𝛾𝑑𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

𝑥
𝛾𝑖
𝑖
,

где 𝛾=(𝛾1, ..., 𝛾𝑛) – мультииндекс, составленный из положительных фиксированных вещественных чисел
𝛾𝑖 ≥ 0, 𝑖=1, ..., 𝑛, R𝑛+={𝑥=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑥1>0, . . . , 𝑥𝑛>0},

j𝛾 (𝑥, 𝜉) =
𝑛∏
𝑖=1

𝑗 𝛾𝑖 −1
2
(𝑥𝑖𝜉𝑖 ), j𝛾 (0, 𝜉) = 1,

а 𝑗𝜈 задается формулой (см. [4], стр. 10 и [5])

𝑗𝜈 (𝑥) =
2𝜈Γ(𝜈 + 1)

𝑥𝜈
𝐽𝜈 (𝑥), (1)

𝐽𝜈 — функция Бесселя первого рода. Функция 𝑗𝜈 называется нормированной функцией Бесселя первого
рода, поскольку 𝑗𝜈 (0) = 1.

Формула обращения F𝛾 имеет вид

F−1
𝛾 [𝑓 (𝜉)] (𝑥) = 𝑓 (𝑥) = 2𝑛−|𝛾 |

𝑛∏
𝑗=1

Γ2
(
𝛾 𝑗+1

2

) ∫
R𝑛+

j𝛾 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉)𝜉𝛾 𝑑𝜉,

где |𝛾 | = 𝛾1 + ... + 𝛾𝑛 .
В этой работе мы будем рассматривать дифференциальный сингулярный оператор Бесселя, обознача-

емый 𝐵𝛾 (см. [4], стр. 5):

(𝐵𝛾 )𝑡 =
𝜕2

𝜕𝑡2 + 𝛾
𝑡

𝜕

𝜕𝑡
=

1
𝑡𝛾

𝜕

𝜕𝑡
𝑡𝛾
𝜕

𝜕𝑡
, 𝑡 > 0, 𝛾 ∈ R. (2)

Пусть

Δ𝛾 = (△𝛾 )𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐵𝛾𝑘 )𝑥𝑘 , (3)

а 𝑓 = 𝑓 (𝑥) — достаточно гладкая функция, достаточно быстро убывающая на бесконечности и такая,
что все существующие производные от нее нечетного порядка обращаются в нуль при 𝑥 = 0, тогда
преобразование Ханкеля от примененного к ней оператора −Δ𝛾 есть [11]

F𝛾 [−Δ𝛾 𝑓 ] (𝜉) = |𝜉 |2F𝛾 [𝑓 ] (𝜉).

Таким образом, чтобы определить (хотя бы формально) дробную степень оператора −Δ𝛾 , нужно записать
равенство

(−Δ𝛾 )
𝛼
2 𝑓 = F−1

𝛾 ( |𝜉 |𝛼F𝛾 [𝑓 ] (𝜉)) .
Особое значение имеют отрицательные степени 𝛼 в диапазоне −(𝑛 + |𝛾 |) < 𝛼 < 0. Отрицательная степень
оператора −Δ𝛾 вида (−Δ𝛾 )−

𝛼
2 , 𝛼 > 0 называется В-потенциалом Рисса. Такой потенциал имеет ядро вида

|𝑥 |𝛼−𝑛−𝛾 | . В-потенциал Рисса изучен Л. Н. Ляховым [6, 7, 8], В. С. Гулиевым и др. в [17, 18].
Пусть |𝛾 | = 𝛾1 + ... +𝛾𝑛 . Ядро |𝑥 |𝛼−𝑛−𝛾 | при 𝛼 > 𝑛 + |𝛾 | растет на бесконечности. Можно скорректировать

В-потенциалы Рисса таким образом, чтобы сохранить их поведение вблизи нуля, но добавить экспонен-
циальное затухание на бесконечности. Простейший способ добиться этого заключается в том, чтобы
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заменить оператор −Δ𝛾 на оператор 𝐼 − Δ𝛾 , где 𝐼 — тождественный оператор, и рассмотреть дробную
степень оператора (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2, 𝛼 > 0. При помощи преобразования Ханкеля дробная степень (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2

сводится к умножению на степень (1 + |𝜉 |2)−𝛼/2. А именно, дробную степень (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2 можно записать
в виде:

(𝐼 − Δ𝛾 )−
𝛼
2 𝑓 = F−1

𝛾 ((1 + |𝜉 |2)− 𝛼
2 F𝛾 [𝑓 ] (𝜉)) .

Кроме того, дробная степень (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2 может быть записана как обобщенная свертка прообраза
преобразования Ханкеля функции (1+|𝑥 |2)−𝛼/2 и некоторой функции.

Обобщенная свертка, подходящая для работы с оператором и Δ𝛾 имеет вид

(𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 (𝑥) = (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 =

∫
R𝑛+

𝑓 (𝑦) (𝛾T𝑦
𝑥𝑔) (𝑥)𝑦𝛾 𝑑𝑦, (4)

где 𝛾T𝑦
𝑥 — многомерный обобщенный сдвиг вида

(𝛾T𝑦
𝑥 𝑓 ) (𝑥) = 𝛾T𝑦

𝑥 𝑓 (𝑥) = ( 𝛾1𝑇
𝑦1
𝑥1 . . .

𝛾𝑛𝑇
𝑦𝑛
𝑥𝑛 𝑓 ) (𝑥), (5)

где 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 – одномерный обобщенный сдвиг – для 𝑖=1, . . ., 𝑛 действует по формуле (см. [5])

( 𝛾𝑖𝑇 𝑦𝑖
𝑥𝑖 𝑓 ) (𝑥)=

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
√
𝜋Γ

(𝛾𝑖
2
)

×
𝜋∫

0

𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1,

√︃
𝑥2
𝑖
+ 𝑦2

𝑖
− 2𝑥𝑖𝑦𝑖 cos𝜑𝑖 , 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) sin𝛾𝑖−1 𝜑𝑖 𝑑𝜑𝑖 , 𝛾𝑖 > 0.

Для 𝛾𝑖 = 0 обобщенный сдвиг 𝛾𝑖𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 имеет вид

0𝑇
𝑦𝑖
𝑥𝑖 =

𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑓 (𝑥 − 𝑦)
2

.

Пусть функция𝐾𝛼 (𝑥) — это модифицированная функция Бесселя второго рода (см. [16, 22]). Используя
(4), определим (𝐼 − Δ𝛾 )−𝛼/2 при 𝛼 > 0 соотношением

(G𝛼
𝛾𝜑) (𝑥) = (𝐺𝛾

𝛼 (𝑥) ∗ 𝜑 (𝑥))𝛾 =

∫
R𝑛+

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑦) ( 𝛾T

𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦, (6)

где

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑥) =

2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

|𝑥 |
𝑛+|𝛾 |−𝛼

2 Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |) (7)

есть обобщенное ядро типа Бесселя. Оператор (6) будем называть обобщенным потенциалом Бесселя. Его
также можем записать

(G𝛼
𝛾𝜑) (𝑥) =

2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∫
R𝑛+

|𝑦 |
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑦 |) ( 𝛾T𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦. (8)

Обращение оператора (8) построено в [13]. Представление интеграла (8) в простом виде при помощи
ядра Гаусса – Вейерштрасса было получено в [2]. Нормы на основе весовых интегралов Дирихле в
пространстве обобщенных бесселевых потенциалов были введены в работе [3]. Свойства (8) и его прило-
жение к решению уравнения Пуассона были рассмотрены в [15]. Пространство обобщенных потенциалов
Бесселя B𝛼

𝛾 с использованием подхода Стейна – Лизоркина было сконструировано Л. Н. Ляховым и
М. В. Половинкиной с использованием преобразования Ханкеля в [10]. В [10] введенные ранее Л. Н.
Ляховым в [6, 7] B-гиперсингулярные интегралы и B-потенциалы Рисса были применены для построения
нормы в B𝛼

𝛾 .
3. Теорема об ограниченности обобщенного потенциала Бесселя в весовом лебеговом классе

функций.
Пусть 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+) = 𝐿

𝛾
𝑝 , 1≤𝑝<∞ — пространство всех измеримых на R𝑛+ функций, четных по каждой из

переменных 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛, таких, что∫
R𝑛+

|𝑓 (𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑥 < ∞, 𝑥𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

𝑥
𝛾𝑖
𝑖
.

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 1
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 1



42 Об обобщенных потенциалах Бесселя в весовом пространстве Лебега

Норма в 𝐿𝛾𝑝 функции 𝑓 для вещественных чисел 𝑝 ≥ 1 определяется равенством

| |𝑓 | |𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+ ) = | |𝑓 | |𝑝,𝛾 =

( ∫
R𝑛+

|𝑓 (𝑥) |𝑝𝑥𝛾𝑑𝑥
)1/𝑝

.

Известно (см. [4]), что 𝐿𝛾𝑝 — банахово пространство.
Для обобщенной свертки (4) известно неравенство Юнга. Пусть 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ [1,∞] и

1
𝑝
+ 1
𝑞
= 1 + 1

𝑟
. (9)

Обобщенная свертка (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 ограничена почти всюду при 𝑓 ∈ 𝐿
𝛾
𝑝 , 𝑔 ∈ 𝐿

𝛾
𝑞 . Кроме того, справедливо

неравенство (неравенство Юнга)
| | (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 | |𝑟,𝛾 ≤ ||𝑓 | |𝑝,𝛾 | |𝑔| |𝑞,𝛾 . (10)

Если 1
𝑝
+ 1

𝑞
= 1, то

| | (𝑓 ∗ 𝑔)𝛾 | |∞,𝛾 ≤ ||𝑓 | |𝑝,𝛾 | | |𝑔| |𝑞,𝛾 . (11)

Пусть Ω+ ⊂ R𝑛+ — указанная выше частично замкнутая область и пусть mes𝛾 (Ω+) — весовая мера
множества Ω+ вида

mes𝛾 (Ω) =
∫
Ω

𝑥𝛾𝑑𝑥 .

Для любой измеримой функции 𝑓 (𝑥), определенной на R+𝑛, введем обозначение

𝜇𝛾 (𝑓 , 𝑡) = mes𝛾 {𝑥 ∈ R+𝑛 : |𝑓 (𝑥) | > 𝑡} =
∫

{𝑥 : | 𝑓 (𝑥 ) |>𝑡 }+

𝑥𝛾𝑑𝑥 .

Функцию 𝜇𝛾 = 𝜇𝛾 (𝑓 , 𝑡) будем называть весовой функцией распределения |𝑓 (𝑥) | (см. [9], с. 51). Очевидно,
что это убывающая функция.

Пусть 𝜑 ∈ 𝐿𝛾1 (R𝑛+). Весовая функция распределения

𝜇𝛾 (G𝛼
𝛾𝜑, 𝑡) = mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (G𝛼

𝛾𝜑) (𝑥) | > 𝑡}

характеризует поведение обобщенного потенциала Бесселя.
Обозначим через 𝑠𝐿𝛾𝑝 (R+𝑛) = 𝑠𝐿

𝛾
𝑝 совокупность всех функций, четных по каждой из переменных

𝑥1, ..., 𝑥𝑛 , для которых конечна норма

| |𝑓 | |𝑆𝐿𝛾𝑝 (R+𝑛 ) = sup
0<𝑡<∞

𝑡 (𝜇𝛾 (𝑓 , 𝑡))1/𝑝 , 1 ≤ 𝑝 < ∞.

Оператор𝐴, действующий из одного функционального пространства в другое, называется квазилиней-
ным (см. [1], стр. 41), если область его определения вместе с каждыми двумя функциями 𝑓1, 𝑓2 содержит и
их сумму 𝑓1 + 𝑓2 и выполнено неравенство

|𝐴(𝑓1 + 𝑓2) | ≤ 𝜅 ( |𝐴𝑓1 | + |𝐴𝑓2 |),

где 𝜅 — постоянная, не зависящая от 𝑓1 и 𝑓2. Если 𝜅 = 1, то оператор 𝐴 называется сублинейным.
Квазилинейный оператор 𝐴 имеет сильный тип (𝑝, 𝑞)𝛾 , если он определен на 𝐿𝛾𝑝 (R+𝑛), имеет значения

из 𝐿𝛾𝑞 (R𝑛+) и выполняется неравенство

| |𝐴𝑓 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐾 | |𝑓 | |𝑝,𝛾 , ∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (12)

с постоянной 𝐾 , не зависящей от 𝑓 .
Если вместо (12) выполняется более слабое неравенство

| |𝐴𝑓 | |𝑆𝐿𝛾𝑞 (R𝑛+ ) ≤ 𝐾 | |𝑓 | |𝑝,𝛾 , ∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+),

то оператор 𝐴 будем называть оператором слабого типа (𝑝, 𝑞)𝛾 . Наименьшее значение из множества
таких 𝐾 назовем слабой (𝑝, 𝑞)𝛾 -нормой оператора 𝐴.

Теорема 2.1.

(1) Для всех 𝛼 > 0 оператор G𝛼
𝛾 отображает 𝐿

𝛾
𝑝 (R𝑛+) в себя с нормой | | · | |1,𝛾 .
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(2) Для всякой функции 𝜑 ∈ 𝐿
𝛾
𝑝 (R𝑛+), 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, где 1

𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 | существует
константа 𝐶 = 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼, 𝑝) < ∞, такая, что

| |G𝛼
𝛾𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐶 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 .

(3) Если 𝜑 ∈ 𝐿𝛾1 (R𝑛+), то

𝜇𝛾 (G𝛼
𝛾𝜑, 𝛽) ≤ 𝐴𝑛,𝛾,𝛼

( | |𝜑 | |1,𝛾
𝛽

)𝑞
, (13)

для всех 𝛽 > 0. Другими словами, отображение 𝜑 → G𝛼
𝛾𝜑 имеет слабый (1, 𝑞)𝛾 тип при 1

𝑞
= 1 − 𝛼

𝑛+|𝛾 | .

Доказательство.

(1) Применяя неравенство (10), получим

| |G𝛼
𝛾𝜑 | |𝑟,𝛾 = | | (𝐺𝛾

𝛼 (𝑥) ∗ 𝜑 (𝑥))𝛾 | |𝑟,𝛾 ≤ ||𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 · | |𝜑 (𝑥) | |𝑟,𝛾 . (14)

Имеем

| |𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 =

∫
R𝑛+

|𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) |𝑥𝛾𝑑𝑥 =

2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∫
R𝑛+

|𝑥 |
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |)𝑥𝛾𝑑𝑥 = {𝑥 = 𝑟𝜃 } =

=
2

𝑛−|𝛾 |−𝛼
2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∞∫
0

𝑟
𝛼+𝑛+|𝛾 |

2 −1 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

(𝑟 )𝑑𝑟
∫

𝑆+1 (𝑛)

𝜃𝛾𝑑𝑆.

Справедлива следующая формула (см. [11], формула 2.174)

|𝑆+1 (𝑛) |𝛾 =

∫
𝑆+1 (𝑛)

𝑥𝛾𝑑𝑆 =

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) , (15)

следовательно,

| |𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 =

𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

)
2𝑛−1Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2

) 2
𝑛−|𝛾 |−𝛼

2 +1

Γ
(
𝛼
2
) 𝑛∏
𝑖=1

Γ
(
𝛾𝑖+1

2

) ∞∫
0

𝑟
𝛼+𝑛+|𝛾 |

2 −1 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

(𝑟 )𝑑𝑟 .

Применяя формулу 2.16.2.2 из [19], получим

| |𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) | |1,𝛾 =

22− 𝑛+|𝛾 |+𝛼
2

Γ
(
𝑛+|𝛾 |

2

)
Γ

(
𝛼
2
) ∞∫

0

𝑟
𝛼+𝑛+|𝛾 |

2 −1 𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

(𝑟 )𝑑𝑟 = 1.

Тогда из последнего равенства и (14) получаем утверждение (1).

(2) Пусть 𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+), 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, где 1
𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |. В частном случае 0 < 𝛼 <
𝑛+|𝛾 |
𝑝

≤
𝑛 + |𝛾 | из (7), из поведения модифицированной функции Бесселя второго рода при малых значениях

аргумента 0 < |𝑥 | ≪
√︃

𝑛+|𝛾 |−𝛼
2 + 1 вида (см. [22])

𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |) ∼



Γ
(
𝑛+|𝛾 |−𝛼

2

)
21− 𝑛+|𝛾 |−𝛼

2
|𝑥 |

𝛼−𝑛−|𝛾 |
2 , при 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |;

− ln
(
|𝑥 |
2

)
− 𝜗, при 𝛼 = 𝑛 + |𝛾 |;

Γ
(
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2

)
21− 𝛼−𝑛−|𝛾 |

2
|𝑥 |

𝑛+|𝛾 |−𝛼
2 , при 𝑛 + |𝛾 | < 𝛼

и из поведения модифицированной функции Бесселя второго рода при больших значениях
аргумента |𝑥 | → +∞ вида (см. [22])

𝐾𝑛+|𝛾 |−𝛼
2

( |𝑥 |) ∼
√︂

𝜋

2|𝑥 | 𝑒
−|𝑥 | ,
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получим, что ядро 𝐺𝛾
𝛼 (𝑥) оператора G𝛼

𝛾 удовлетворяет условию

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑥) ∼ 𝐶1

{
|𝑥 |𝛼−𝑛−|𝛾 | , при |𝑥 | ≤ 2;
𝑒−

|𝑥 |
2 , при |𝑥 | ≥ 2.

Тогда запишем

(G𝛼
𝛾𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤2}

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑦) ( 𝛾T

𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦 +

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 |>2}

𝐺
𝛾
𝛼 (𝑦) ( 𝛾T

𝑦
𝑥𝜑 (𝑥))𝑦𝛾𝑑𝑦 ≤

≤ 𝐶1
©­­«

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤2}

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | | 𝛾T𝑦
𝑥𝜑 (𝑥) |𝑦𝛾𝑑𝑦 +

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 |>2}

𝑒−
|𝑦 |
2 | 𝛾T𝑦

𝑥𝜑 (𝑥) |𝑦𝛾𝑑𝑦
ª®®¬ ≤

≤ 𝐶1
©­­«| (𝑈 𝛼

𝛾 𝜑) (𝑥) | +
∫
R𝑛+

𝑒−
|𝑦 |
2 | 𝛾T𝑦

𝑥𝜑 (𝑥) |𝑦𝛾𝑑𝑦
ª®®¬ , (16)

где (𝑈 𝛼
𝛾 𝜑) (𝑥) — В-потенциал Рисса, для которого справедливо утверждение из [6]. А именно, при

0<𝛼<𝑛+|𝛾 |
𝑝

и𝜑 ∈ 𝐿𝛾𝑝 имеем | |𝑈 𝛼
𝛾 𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ ||𝜑 | |𝑝,𝛾 , где 1

𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | . Для второго интеграла по неравенству
(10) и в силу неравенства для обобщенного сдвига из [5], получим








∫
R𝑛+

𝑒−
|𝑦 |
2 | ( 𝛾T𝑦

𝑥𝜑 (𝑥)) |𝑦𝛾𝑑𝑦









𝑞,𝛾

≤ || 𝛾T𝑦
𝑥𝜑 (𝑥) | |𝑝,𝛾 | |𝑒−

|𝑥 |
2 | | 𝑛+|𝛾 |

𝑛+|𝛾 |−𝛼 ,𝛾
≤ 𝐶2 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 .

Таким образом,
| |G𝛼

𝛾𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐶 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 .

(3) Возьмем 0 < 𝛿 < 1. Рассмотрим операторы

(U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦,

(U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 |>𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦.

Тогда для В-потенциала Рисса справедливо

(𝑈 𝛼
𝛾 𝜑) (𝑥) =

∫
R𝑛+

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦 = (U𝛼

+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) + (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥). (17)

Получим оценку для
sup

0<𝛽<∞
𝛽 (𝜇𝛾 ((𝑈 𝛼

𝛾 𝜑) (𝑥), 𝛽))1/𝑞 =

= sup
0<𝛽<∞

𝛽

(
mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (𝑈 𝛼

𝛾 𝜑) (𝑥) | > 𝛽}
)
.

Учитывая (17), достаточно оценить

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽},

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽}

и применить неравенство

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐴 + 𝐵 | > 𝛽} ≤ mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐴| > 𝛽} +mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐵 | > 𝛽}.

Для оценки обобщенной свертки будем использовать неравенство Юнга (10).
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В интеграле (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) перейдем к координатам

𝑦1 = 𝑦1 cos𝜑1, 𝑦2 = 𝑦1 sin𝜑1,

𝑦3 = 𝑦2 cos𝜑2, 𝑦4 = 𝑦2 sin𝜑2, . . . , (18)
𝑦2𝑛−1 = 𝑦𝑛 cos𝜑𝑛, 𝑦2𝑛 = 𝑦𝑛 sin𝜑𝑛,

получим

(U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

∫
{𝑦∈R𝑛+ , |𝑦 | ≤𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) 𝑦𝛾𝑑𝑦 =

=

∫
{𝑦∈R2𝑛

+ , |𝑦 | ≤𝛿 }

|𝑦 |𝛼−𝑛−|𝛾 | 𝜑
(√︃

(𝑥1 − 𝑦1)2 + 𝑦2
2, ...,

√︃
(𝑥𝑛 − 𝑦2𝑛−1)2 + 𝑦2

2𝑛

) 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦.

Произведем замену 𝑥1 − 𝑦1 = 𝑧1,...,𝑥𝑛 − 𝑦2𝑛−1 = 𝑧𝑛 , будем иметь

(U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) =

=

∫
{𝑦2𝑖>0,

√
(𝑥1−𝑧1 )2+𝑦2

2+...+(𝑥1−𝑧1 )2+𝑦2
2𝑛≤𝛿 }

((𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2
2 + ... + (𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2

2𝑛)
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 ×

×𝜑
(√︃
𝑧2

1 + 𝑦2
2, ...,

√︃
𝑧2
𝑛 + 𝑦2

2𝑛

) 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦′′𝑑𝑧.

Пусть 𝐵+𝑛 (𝑥, 𝑟 ) = {𝑥 ∈ R𝑛+ :
√︃
(𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2

2 + ... + (𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2
2𝑛 ≤ 𝑟 }, 𝐸+𝑗 = 𝐵+𝑛

(
𝑥, 𝛿

2𝑗

)
\ 𝐵+𝑛

(
𝑥, 𝛿

2𝑗+1

)
,

𝑗 = 0, 1, 2, .... Тогда

| (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | =

�������
∞∑︁
𝑗=0

∫
𝐸+
𝑗

((𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2
2 + ... + (𝑥1 − 𝑧1)2 + 𝑦2

2𝑛)
𝛼−𝑛−|𝛾 |

2 ×

×𝜑
(√︃
𝑧2

1 + 𝑦2
2, ...,

√︃
𝑧2
𝑛 + 𝑦2

2𝑛

) 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦′′𝑑𝑧

����� ≤
≤

∞∑︁
𝑗=0

(
𝛿

2𝑗+1

)𝛼−𝑛−|𝛾 | ∫
𝐸+
𝑗

����𝜑 (√︃
𝑧2

1 + 𝑦2
2, ...,

√︃
𝑧2
𝑛 + 𝑦2

2𝑛

)���� 𝑛∏
𝑖=1

𝑦
𝛾𝑖−1
2𝑖 𝑑𝑦′′𝑑𝑧.

Возвращаясь к переменным 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 по формулам 𝑧1 = 𝑥1 − 𝑦1,...,𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑦2𝑛−1 и (18), получим

| (U𝛼
+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤

∞∑︁
𝑗=0

(
𝛿

2𝑗+1

)𝛼−𝑛−|𝛾 | ∫
𝐵+
𝑛

(
0, 𝛿

2𝑗

) | (𝛾T𝑦
𝑥𝜑) (𝑦) |𝑦𝛾𝑑𝑦 ≤

≤ |𝐵+1 (𝑛) |𝛿𝛼2𝑛+|𝛾 |−𝛼M𝛾𝜑) (𝑥)
∞∑︁
𝑗=0

2−𝛼 𝑗 =
𝛿𝛼2𝑛+|𝛾 |

|2𝛼 − 1| |𝐵
+
1 (𝑛) | (M𝛾𝜑) (𝑥) = 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)𝛿𝛼 (M𝛾𝜑) (𝑥),

где (см. [11])

|𝐵+1 (𝑛) | =
∫

𝐵+
1 (𝑛)

𝑥𝛾𝑑𝑥 =

Γ
(
𝛾1+1

2

)
...Γ

(
𝛾𝑛+1

2

)
2𝑛Γ

(
𝑛+|𝛾 |

2 + 1
) ,

𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼) = 2𝑛+|𝛾 |
|2𝛼−1 | |𝐵

+
1 (𝑛) |, а (M𝛾𝜑) (𝑥) — весовая максимальная функция (см. [14]).

Применяя неравенство Гельдера, получим

| (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤ 𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 𝑝)𝛿𝛼−

𝑛+|𝛾 |
𝑝 · | |𝜑 | |𝑝,𝛾 ,

где 1
𝑝
> 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 𝑝) — некоторая постоянная. При 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 | можем записать, что

| (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤ 𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 1)𝛿𝛼−𝑛−|𝛾 | · | |𝜑 | |1,𝛾 .
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Возьмем 𝛿 =

(
𝐻 (𝑛,𝛾,𝛼,1) | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

) 1
𝑛+|𝛾 |−𝛼 , тогда | (U𝛼

−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | ≤ 𝛽 и

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼
−,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽} = 0.

Следовательно,

mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (𝑈 𝛼
𝛾 𝜑) (𝑥) | > 𝛽} ≤ mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : | (U𝛼

+,𝛾,𝛿𝜑) (𝑥) | > 𝛽} ≤

≤ mes𝛾 {𝑥 ∈ R𝑛+ : |𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)𝛿𝛼 (M𝛾𝜑) (𝑥) | > 𝛽} ≤ 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)
𝛽

𝛿𝛼 | |𝜑 | |1,𝛾 =

=
𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼)

𝛽

(
𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 1) | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

) 𝛼
𝑛+|𝛾 |−𝛼

| |𝜑 | |1,𝛾 = C
( | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

) 𝑛+|𝛾 |
𝑛+|𝛾 |−𝛼

= C
( | |𝜑 | |1,𝛾

𝛽

)𝑞
.

Здесь C𝑛,𝛾,𝛼 = 𝐶 (𝑛,𝛾, 𝛼) ·𝐻 (𝑛,𝛾, 𝛼, 1)
𝛼

𝑛+|𝛾 |−𝛼 . Отсюда следует, что отображение 𝜑 → 𝑈 𝛼
𝛾 𝜑 имеет слабый (1, 𝑞)𝛾

тип при 1
𝑞
= 1 − 𝛼

𝑛+|𝛾 | . Из этого и из (16) получаем (13). Доказательство закончено.

4. Заключение. В данной работе мы изучили действие обобщенного потенциала Бесселя G𝛼
𝛾 в

классе 𝐿𝛾𝑝 . Наши результаты включают утверждение о том, что для всех 𝛼 > 0 обобщенный потенциал
Бесселя G𝛼

𝛾 отображает 𝐿𝛾𝑝 (R𝑛+) в себя с нормой | | · | |1,𝛾 и справедлива оценка | |G𝛼
𝛾𝜑 | |𝑞,𝛾 ≤ 𝐶 | |𝜑 | |𝑝,𝛾 , где

1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1
𝑞
= 1

𝑝
− 𝛼

𝑛+|𝛾 | , 0 < 𝛼 < 𝑛 + |𝛾 |. Кроме того показано, что если 𝜑 ∈ 𝐿𝛾1 (R𝑛+), то отображение
𝜑 → G𝛼

𝛾𝜑 имеет слабый (1, 𝑞)𝛾 тип при 1
𝑞
= 1 − 𝛼

𝑛+|𝛾 | . Эти результаты являются распространением теории
Харди – Литтлвуда – Соболева о дробном интегрировании на случай обобщенного потенциала Бесселя.
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