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Аннотация. Движение быстрой заряженной частицы в кристалле под малым углом к одной из плотно упакованных
атомами кристаллографических осей с хорошей точностью описывается как движение в непрерывных потенциалах
параллельных атомных цепочек, при котором сохраняется параллельная оси цепочки компонента импульса частицы.
При этом финитное движение частицы в поперечной плоскости называется аксиальным каналированием. Известно,
что такое движение может быть как регулярным (устойчивым), так и хаотическим (неустойчивым), в зависимости
от наличия либо отсутствия второго (наряду с энергией поперечного движения) интеграла движения. В поле
уединенной цепочки таким интегралом движения является проекция момента импульса частицы на ось цепочки.
В отсутствие аксиальной симметрии потенциала наличие либо отсутствие второго интеграла движения можно
определить методом сечений Пуанкаре. В статье исследуется характер движения позитрона, движущегося в режиме
аксиального каналирования в направлении [111] кристалла кремния.
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Abstract. The fast charged particle’s motion in the crystal under small angle to one of the crystallographic axes densely packed
with atoms can be described with high accuracy as the motion in the uniform potentials of the parallel atomic strings that
conserves the particle’s momentum component parallel to the string axis. The finite motion in the transverse plane in this case
is called as the axial channeling. This motion can be both regular (stable) and chaotic (unstable), depending on the presence or
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absence of the second (in addition to the transverse motion energy) integral of motion. The motion in the axially symmetrical
field of the single atomic string conserves the particle’s angular momentum projection on the string axis, so the problem has
two integrals of motion and hence the particle’s motion is regular, periodic or quasiperiodic. The presence or absence of the
seconf integral of motion in the absence of the potential’s axial symmetry can be found using the Poincaré sections method.
This paper studies the character of motion of the positron channeling in the [111] direction of the Silicon crystal.
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1. Введение. Быстрая заряженная частица, движущаяся в кристалле вблизи одной из плотно упа-
кованных атомами кристаллографических осей или плоскостей, может захватываться в образованную
этими осями или плоскостями потенциальную яму, совершая финитное движение в плоскости, перпен-
дикулярной соответствующей оси (плоскости) и аномально глубоко проникая в кристалл. Такое явление
называется, соответственно, аксиальным или плоскостным каналированием. Оно было предсказано
на основе численного моделирования в [16]; последующие теоретические и экспериментальные иссле-
дования отражены в многочисленных монографиях и обзорах (см., например, [1, 2, 13, 22]). Движение
частицы в режиме аксиального каналирования с хорошей точностью может быть описано как вижение в
непрерывном потенциале атомной цепочки, то есть в потенциале, усредненном вдоль оси цепочки [6].
В таком потенциале сохраняется продольная компонента импульса частицы 𝑝 ∥ , и задача о движении
частицы сводится к двумерной задаче о движении в поперечной плоскости. Характер динамики (регу-
лярная либо хаотическая) в этом случае особенно удобно и наглядно исследовать с помощью метода
сечений Пуанкаре. Знание характера движения каналированной частицы (регулярное либо хаотическое)
важно во многих задачах при выборе приближенных аналитических методов их решения, в частности,
при исследовании испускаемого такой частицей излучения [1] и управления пучками частиц с помощью
прямых и изогнутых кристаллов [2].

2. Каналирование положительно заряженных частиц в направлении ⟨111⟩ кристалла кремния.
Классическое уравнение движения релятивистской частицы можно преобразовать к виду [1, 5]

𝑑v
𝑑𝑡

=
𝑐2

𝐸

(
F − 1

𝑐2 v(v · F)
)
, (1)

где 𝐸 = 𝑚𝑐2/
√︁

1 − 𝑣2/𝑐2 — энергия релятивистской частицы, F — сумма действующих на частицу сил;
в дальнейшем мы будм пренебрегать излучением заряженной частицей электромагнитных волн и
связанной с этим силой лучистого трения.

При движении частицы под малым углом 𝜓 ≪ 1 к оси атомной цепочки (так что |v⊥ | ≪ 𝑣 ∥ ≈ 𝑐) и
сохранении продольной оси цепочки компоненты импульса в непрерывном потенциале цепочки 𝑈𝑠

уравнение движения в поперечной плоскости с хорошей точностью можно записать в виде

𝑑v⊥
𝑑𝑡

≈ 𝑐2

𝐸 ∥
F = − 𝑐

2

𝐸 ∥
∇𝑈𝑠 . (2)

Мы видим, что это уравнение аналогично двумерному уравнению движения нерелятивистской частицы
с точностью до замены

𝑚 →
𝐸 ∥
𝑐2 , (3)

где 𝐸 ∥ =
√︃
𝑚2𝑐4 + 𝑝2

∥𝑐
2 = const ≈ 𝐸.

Отсюда сразу видно, что при движении частицы в непрерывном потенциале цепочки будет сохра-
няться величина

𝐸⊥ =
𝐸 ∥
𝑐2

𝑣2
⊥ (0)
2

+𝑈𝑠 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ) (4)

(где 𝑣⊥ (0) = 𝑣𝜓 — поперечная частицы электрона на входе в кристалл, 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 — координаты точки входа в
кристалл), которую называют энергией поперечного движения [1, 2, 22, 8].

Непрерывный потенциал уединенной атомной цепочки может быть описан простой модификацией
потенциала Линдхарда [1]

𝑈 (1) (𝑥,𝑦) = 𝑈0 ln
[
1 + 𝛽𝑅2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝛼𝑅2

]
, (5)

где в случае цепочки ⟨111⟩ кристалла кремния 𝑈0 = 58.8 эВ, 𝛼 = 0.37, 𝛽 = 2.0, 𝑅 = 0.194 Å (радиус Томаса–
Ферми). Такие цепочки образуют в поперечной им плоскости (111) гексагональную центрированную
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решетку. Для электронов потенциал (5) является притягивающим, поэтому каналирование электрона
будет происходить в потенциале одной цепочки, слабо возмущенной потенциалами шести ближайших
соседей, то есть поле будет обладать осью симметрии шестого порядка. Иная ситуация возникает
при движении в кристалле положительно заряженной частицы, например, позитрона или протона (в
дальнейшем, для определенности, мы будем говорить о позитроне). Для них потенциалы отдельных
цепочек будут отталкивающими, однако между тремя ближайшими соседними цепочками (чьи оси
расположены в вешинах равностороннего треуголькика со стороной 𝑎 = 𝑎𝑧/

√
6 ≈ 2.217 Å, где 𝑎𝑧 —

основной период кристалла кремния, то есть период цепочки ⟨100⟩) возникает небольшая потенциальная
ямка с осью симметрии третьего порядка, в которой возможно финитное в поперечной плоскости
движение частицы. Таким образом, потенциальная энергия позитрона в поле трех ближайших атомных
цепочек будет описываться формулой

𝑈
(+)
𝑠 (𝑥,𝑦) = 𝑈 (1) (𝑥,𝑦 − 𝑎/

√
3) +𝑈 (1) (𝑥 + 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2

√
3) +𝑈 (1) (𝑥 − 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2

√
3) − 7.8571 eV , (6)

где константа выбрана таким образом, чтобы потенциал в центре треугольника был равен нулю. Глубина
центральной ямки (или высота седловой точки потенциала) составляет приблизительно

𝑈0 = 0.3276 эВ. (7)

Интегрирование уравнения движения (2) с потенциалом (6) возможно только численно; нами
использован для этой цели так называемый алгоритм Верле в скоростной форме (velocity Verlet algorythm)
[3].

Рис. 1. Слева: проекция решетки кристалла типа алмаза на плоскость (111). В центре: Потенциал (6) и пример
инфинитной траектории, возникающей, когда энергия поперечного движения 𝐸⊥ немного превышает величину (7).

Справа: линии уровня потенциала (6); вблизи начала координат видна потенциальная ямка
Fig. 1. Left: Rojection of the dimond-like lattice on the (111) plane. Center: The potential (6) and the sample infinite trajectory
that arizes while the transverse motion energy 𝐸⊥ slightly exceeds the value (7). Right: equipotentials of (6); the small potential

pit is seen near the origin of coordinates

3. Регулярное и хаотическое движение каналированных позитронов. Движение частицы в
заданном внешнем поле может быть как регулярным, так и хаотическим [1, 7, 14]. Оказывается, что
характер динамики частицы тесно связан с интегрируемостью уравнения движения в квадратурах, а
последнее, в свою очередь, связано с количеством интегралов движения рассматриваемой системы.
Уравнение движенияинегрируемо, есличислоинтегралов движения совпадает с числом степеней свободы
системы. В частности, регулярным оказывается движение частицы в центральном поле. В этом случае,
помимо энергии, сохраняющейся величиной является момент импульса частицы относительно центра
поля. Таким образом, задача о движении в центральном поле оказывается двумерной задачей с двумя
интегралами движения. Как следствие, динамика частицы оказывается регулярной и, если говорить о
финитном движении, то оно будет периодическим (в исключительных случаях) или квазипериодическим,
когда траектория частицы не замыкается, а всюду плотно покрывает разрешенную для движения
область [4].

Аналогичным образом, регулярный характер будет носить движение частицы в непрерывном
потенциале уединенной атомной цепочки (5): движение в поперечной плоскости двумерно и обладает
двумя интегралами движения: энергией поперечного движения (4) и проекцией момента импульса
частицы на ось цепочки.

Иная ситуация имеет место в отсутствие аксиальной симметрии потенциала, например, в потенциале
(6), когда сохранение момента импульса не имеет места. В общем случае движение может носить как
регулярный, так и хаотический характер. Выяснить наличие либо отсутствие второго (наряду с энергией
поперечного движения) интеграла движения можно с помощью метода сечений Пуанкаре [1, 7, 14].
Напомним, в чем он состоит.
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Наличие одного интеграла движения — энергии поперечного движения — означает, что фазовая
траектория лежит на трёхмерной гиперповерхности

const = 𝐸⊥ = 𝐸⊥ (𝑥, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦) .

Рассмотрим точки пересечения траектории с осью 𝑦 (что соответствует точкам пересечения фазовой
траектории с плоскостью (𝑦, 𝑝𝑦)), то есть положим 𝑥 = 0. Тогда, если существует второй интеграл
движения

𝐽 = 𝐽 (𝑥, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦),

то, исключая 𝑝𝑥 из уравнений
𝐸⊥ = 𝐸⊥ (0, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦) ,

𝐽 = 𝐽 (0, 𝑝𝑥 , 𝑦, 𝑝𝑦) ,

получаем, что точки пересечения фазовой траектории с секущей плоскостью будут удовлетворять
уравнению

𝑦 = 𝑦 (𝑝𝑦 ;𝐸⊥, 𝐽 ) ,

представляющему собой уравнение некоторой кривой в плоскости (𝑦, 𝑝𝑦). Таким образом, если мы
численно интегрируем двумерное уравнение движения (2) при заданной энергии поперечного движения,
то, если точки пересечения фазовой траектории с плоскостью (𝑦, 𝑝𝑦) лежат на какой-то линии в этой
плоскости (как на рис. 2 (a, b, c)), то, значит, второй интеграл движения существует. В противном случае
все точки будут случайным образом лежать в некоторой области (рис. 2 (d)).

На рис. 2 (a, b, c) представлены типичные регулярные траектории финитного поперечного движения
позитрона в потенциале (6) и соответствующие им сечения Пуанкаре, а на рис. 2 (d) — хаотическая
траектория. Траектории найдены для позитрона с энергией 𝐸 ∥ = 1 ГэВ, причем энергия поперечного
движения выбрана равной 𝐸⊥ = 0.1839 эВ. Такой выбор 𝐸⊥ обусловлен тем обстоятельством, что это
энергия единственного связанного состояния поперечного движения позитрона с таким значением 𝐸 ∥ в
потенциальной яме (6), возникающим при квантовом описании такого движения. Мы видим, что при
данном значении энергии поперечного движения в фазовом пространстве каналирующего позитрона
сосуществуют области регулярного и хаотического движения, причем движение оказывается регулярным
для подавляющего большинства начальных условий.

Рис. 2. Примеры траекторий и соответствующие им сечения Пуанкаре для поперечного движения позитрона
в потенциале (6). 𝐸 ∥ = 1 ГэВ, 𝐸⊥ = 0.1839 эВ

Fig. 2. Sample trajectories of the positron’s motion in the potential (6) and the corresponding Poincaré sections. 𝐸 ∥ = 1 GeV,
𝐸⊥ = 0.1839 eV

С ростом величины 𝐸 ∥ количество уровней в потенциальной ямке будет возрастать, как это следует
из квазиклассических соображений в квантовой механике, причем в двумерном случае число уровней
в яме возрастает пропорционально первой степени 𝐸 ∥ (см., например, [1]). Поэтому более интересная
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ситуация возникает уже в случае каналирования позитрона с энергией 𝐸 ∥ = 1.5 ГэВ. В этом случае
решение уравнения Шрёдингера с потенциалом (6) предсказывает существование двух уровней энергии
финитного поперечного движения: 𝐸⊥ = 0.1503 эВ и 𝐸⊥ = 0.2928 эВ. Результаты построения сечений
Пуанкаре, представленные на рис. 3, показывают, что на нижнем уровне энергии классическая динамика
системы будет полностью регулярной, а на верхнем — хаотической для подавляющей части начальных
условий.

Рис. 3. Примеры траекторий и соответствующие им сечения Пуанкаре для поперечного движения позитрона
в потенциале (6). 𝐸 ∥ = 1.5 ГэВ, 𝐸⊥ = 0.1503 эВ (верхняя панель) и 𝐸⊥ = 0.2928 эВ

(нижняя панель)
Fig. 3. Sample trajectories of the positron’s motion in the potential (6) and the corresponding Poincaré sections. 𝐸 ∥ = 1.5 GeV,

𝐸⊥ = 0.1503 eV (upper panel) and 𝐸⊥ = 0.2928 eV (lower panel)

По мере дальнейшего увеличения 𝐸 ∥ уровни энергии будут все плотнее заполнять всю глубину
потенциальной ямы, и мы увидим как случаи полностью регулярного движения вблизи дна ямы, так и
случаи полного хаоса вблизи верха ямы и случаи сосуществования в фазовом пространстве значительных
областей регулярной и хаотической динамики.

4. Заключение. В статье в рамках классической механики исследована динамика положительно
заряженной частицы в потенциальной яме, образованной непрерывными потенциалами трех соседних
атомных цепочек ⟨111⟩ кристалла кремния. Потенциальная яма в этом случае обладает симметрией
равностороннего треугольника, подобно потенциалу Хенона – Хейлса [15], рассмотренного в одной из
пионерских работ, посвященных проблематике динамического хаоса. И хотя аналогия рассмотренного
здесь случая со случаем [15] отмечалась еще в обзоре [2], исследование устойчивости движения
положительно заряженной частицы в потенциальной ямке вблизи направления ⟨111⟩ кристалла типа
алмаза ранее проведено не было.
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Установлено, что вблизи дна потенциальной ямы движение частицы является полностью регулярным.
По мере увеличения энергии поперечного движения частицы в ее фазовом пространстве появляется
область хаотической динамики. Вблизи верхнего края потенциальной ямы (точнее, вблизи седловой
точки потенциала (6)) динамика частицы постепенно становится полностью хаотической.

Эти результаты будут использованы в дальнейшем при исследовании квантового хаоса в данной
системе. Проблематика квантового хаоса (см., например, [7, 14]) означает поиск отличий в поведении
квантовых систем, чей классический аналог обладает хаотической динамикой, от поведения систем,
чей классический аналог обладает регулярной динамикой. Проявления квантового хаоса в аксиальном
каналировании электронов в кристалле кремния в направлении ⟨110⟩ исследовались ранее в работах [10,
12, 17, 18], при каналировании электронов внаправлении ⟨100⟩ — в работах [9, 19, 20], при каналировании
позитронов в направлении ⟨100⟩ — в работах [20, 11, 21].
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