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Аннотация. Построено множество новых локальных классических решений одномерного неоднородного волнового
уравнения с необходимой (минимальной достаточной) гладкостью его правой части в криволинейной первой
четверти плоскости. Они выведены предложенным ранее автором методом корректировки пробных обобщенных
решений. В криволинейной первой четверти плоскости вычислены общие интегралы (общие решения) неоднород-
ного волнового уравнения во множестве классических решений. С помощью каждого из построенных локальных
решений уравнения вычисление общего интеграла неоднородного волнового уравнения в криволинейной первой
четверти плоскости сводится к общему интегралу однородного волнового уравнения.
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Введение. Для одномерного неоднородного волнового уравнения в криволинейной первой четверти
плоскости известны его локальные классические решения только двух видов из [3], [7]. Эти решения
выведены обобщением метода корректировки, предложенного автором для прямолинейной первой чет-
верти плоскости в [6], на криволинейную первую четверть плоскости в [3] (см. замечание 1). В настоящей
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работе этим обобщением метода корректировки получены новые множество локальных классических
решений и множество общих интегралов классических решений неоднородного волнового уравнения
в криволинейной первой четверти плоскости (см. замечание 3). Более того, так же, как в [3], для этих
классических решений найдены необходимые (минимальные достаточные) требования гладкости на
правую часть волнового уравнения. Благодаря этим классическим решениям легко записываются общие
интегралы (множества всех классических решений) неоднородного волнового уравнения в криволиней-
ной четверти плоскости. В будущем метод вспомогательных смешанных задач для волнового уравнения
на полупрямой [5] позволит из [8, 16] выводить классические решения и критерии однозначной и
устойчивой везде разрешимости смешанных задач для волновых уравнений не только в прямолинейных,
так же, как в [15, 9], но и в криволинейных областях. В мире нет других работ с явными формулами
решений смешанных задач в криволинейных областях.

Методами спектрального анализа изучена и решена смешанная задача для уравнения колебаний
балки, один конец которой свободен, а другой заделан, т. е. для консольной балки в статье [10]. В ней
собственные значения – корни трансцендентного уравнения и собственные функции – ортогональная и
полная система функций в пространстве Лебега. Её решением служит ряд Фурье в классе регулярных
решений уравнения колебаний балки. В работе [2] секвенциальным из [12] и аксиоматическим из
[13] методами А. П. Хромова получено обобщенное решение в виде быстро сходящегося ряда Фурье
смешанной задачи для телеграфного уравнения с потенциалом 𝑞(𝑥, 𝑡) при нелокальном граничном
условии со значением решения во внутренней точке отрезка. Эти два метода обобщают метод разделения
переменных (метод Фурье) путем использования резольвентного метода, идеи А. Н. Крылова об ускоре-
нии сходимости рядов Фурье и идеи Л. Эйлера о расходящихся рядах. В первом методе обобщенным
решением смешанной задачи является предел классических решений последовательности смешанных
задач, а в другом методе вместо классических решений используется дополнительная система аксиом.
Статья [14] посвящена построению методом характеристик классического решения смешанной задачи
для однородного нестрого гиперболического уравнения четвертого порядка, представляющего четырех-
кратную композицию одного и того же оператора первого порядка с постоянными коэффициентами и
четырехкратной характеристикой. Её особенность ещё состоит в том, что граничные условия задаются
не на всей боковой границе. Доказана теорема существования единственного классического решения
при достаточных требованиях гладкости и условиях согласования граничных условий с начальными
условиями и уравнением. Известно: метод характеристик (общих интегралов) применим и к смешанным
задачам с неразделяющимися переменными.

1. Постановка задачи корректировки. Предварительные понятия. В криволинейной первой
четверти плоскости 𝐺∞ = {]𝜎 (𝑡), +∞[×]𝜅 (𝑥), +∞[: 𝑡 > 0, 𝑥 > 0} ищутся локальные классические решения
уравнения

𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡) + (𝑎1 − 𝑎2)𝑢𝑡𝑥 (𝑥, 𝑡) − 𝑎1𝑎2𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺∞, (1)

где нижними индексами функции 𝑢 обозначены вторые частные производные, 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0 и 𝑡 = 𝜅 (𝑥),
𝑥 = 𝜎 (𝑡) – заданные функции криволинейных осей координат первой четверти плоскости. Заменой
независимых переменных 𝑥 и 𝑡 всегда можно добиться того, чтобы 𝜅 (0) = 𝜎 (0) = 0, т. е. эти оси
пересекались в начале координат. Криволинейная четверть 𝐺∞ может содержать точки со значениями
𝑥 < 0 или 𝑡 < 0.

Пусть 𝐶𝑘 (Ω) – множество всех 𝑘 раз непрерывно дифференцируемых функций на подмножестве
Ω ⊂ R2, R =] − ∞, +∞[, и 𝐶0 (Ω) = 𝐶 (Ω).

Определение 1. Функция 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡) называется классическим решением уравнения (1) на множестве
Ω ⊂ 𝐺∞ = {]𝜎 (𝑡), +∞[×]𝜅 (𝑥), +∞[: 𝑡 > 0, 𝑥 > 0}, если она 𝑢 ∈ 𝐶2 (Ω) и удовлетворяет этому уравнению для
всех (𝑥, 𝑡) ∈ Ω.

Для уравнения (1) в каждой точке (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺∞ требуется найти локальные классические решения
𝐹 = 𝐹 (𝑥, 𝑡) с минимальной гладкостью правой части 𝑓 = 𝑓 (𝑥, 𝑡). Если существует некоторое классическое
решение 𝑢 ∈ 𝐶2 (𝐺∞) неоднородного уравнения (1), то его правая часть непрерывна 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞). Если же
функции 𝐹 (𝑥, 𝑡) не дваждынепрерывно дифференцируемы, то проводимих корректировку обобщёнными
решениями 𝐹0 ∉ 𝐶

2 (𝐺∞) однородного уравнения (1) так, чтобы функции 𝐹1 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑡) − 𝐹0 (𝑥, 𝑡) стали
дважды непрерывно дифференцируемыми на𝐺∞. Корректировка проводится с помощью корректирую-
щей задачи Гурса, в которой используются функции 𝜒𝑖 (𝑥) = 𝑥 + (−1)𝑖𝑎𝑖𝜅 (𝑥), 𝜎𝑖 (𝑡) = 𝑎𝑖𝑡 + (−1)𝑖𝜎 (𝑡), 𝑖 = 1, 2,
где 𝜒𝑖 (0) = 𝜎𝑖 (0) = 0, 𝑖 = 1, 2. Если криволинейные оси и их производные

𝜅 (𝑥), 𝜎 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0, +∞[, − 1
𝑎2

< 𝜅′ (𝑥) < 1
𝑎1
, 𝑥 ≥ 0, −𝑎2 < 𝜎 ′ (𝑡) < 𝑎1, 𝑡 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, (2)

то существуют их дважды непрерывно дифференцируемые обратные функции 𝜒−1
𝑖 , 𝜎−1

𝑖 , 𝑖 = 1, 2. Дей-
ствительно, из неравенств в (2) вытекает их строгое возрастание 𝜒 ′𝑖 (𝑥) = 1 + (−1)𝑖𝑎𝑖𝜅′ (𝑥) > 0, 𝑥 ≥ 0,
𝜎 ′𝑖 (𝑡) = 𝑎𝑖 + (−1)𝑖𝜎 ′ (𝑡) > 0, 𝑡 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, а из гладкости осей в (2) – дважды непрерывная дифференциру-
емость их обратных.
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Если оси 𝜅 (𝑥) < 𝑥/𝑎1, 𝑥 > 0, 𝜎 (𝑥) < 𝑎1𝑡, 𝑡 > 0, то криволинейная первая четверть плоскости 𝐺∞
делится характеристикой 𝑥 = 𝑎1𝑡 на два непустые множества𝐺− = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺∞ : 𝑥 > 𝑎1𝑡 > 𝑎1𝜅 (𝑥), 𝑥 > 0}
и 𝐺+ = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺∞ : 𝜎 (𝑡) ≤ 𝑥 ≤ 𝑎1𝑡, 𝑡 ≥ 0}.

2. Корректирующая задача Гурса. Роль пробных локальных обобщенных решений уравнения (1)
играют функции

𝐹 (0) (𝑥, 𝑡) = 1
𝑎1 + 𝑎2

𝑡∫
𝑡0

𝑥+𝑎2 (𝑡−𝜏 )∫
𝑥−𝑎1 (𝑡−𝜏 )

𝑓 (𝜎 (𝜏) + |𝑠 − 𝜎 (𝜏) |, 𝜏)𝑑𝑠𝑑𝜏 (3)

из [3]. Интервалы изменения параметра 𝑡0 будут указаны в теоремах 1 и 3. Можно показать, что если
𝑓 ∈ 𝐶1 (𝐺∞), то функции 𝐹 (0) ∈ 𝐶2 (𝐺∞) и удовлетворяют уравнению (1) с правой частью 𝑓 (𝜎 (𝑡)+ |𝑥−𝜎 (𝑡) |, 𝑡)
на 𝐺∞.

Замечание 1. В прямолинейной первой четверти плоскости𝐺∞ осями координат являются прямые
𝑡 = 𝜅 (𝑥) ≡ 0, 𝑥 = 𝜎 (𝑡) ≡ 0.Согласно учебнику ТихоноваА. Н., СамарскогоА. А. [11] (Раздел 9. Интегральные
уравнения колебаний, параграф 2, глава II) на стр. 83 последнее слагаемое решения (31) первой смешанной
задачи при 𝑎𝑡 > 𝑥 в прямолинейной первой четверти плоскости имеет вид нашего интеграла (3) при
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎, 𝑡0 = 0 и 𝜎 (𝜏) ≡ 0 от 𝑓 (𝑠, 𝜏), но с модулем нижнего предела интегрирования |𝑥 − 𝑎(𝑡 − 𝜏) |
вместо модуля |𝑠 | под интегралом в 𝑓 ( |𝑠 |, 𝜏). Это последнее слагаемое является лишь непрерывным
кусочно-дифференцируемым (обобщённым) решением простейшего уравнения колебаний струны, так
как даже для более гладких правых частей, чем 𝑓 ∈ 𝐶1 (𝐺∞), оно имеет разрывные вторые частные
производные на характеристике 𝑥 = 𝑎𝑡 . Поэтому в методе корректировки [6] автор перенес модуль с
нижнего предела интегрирования под интеграл на координаты 𝑠 точек струны правой части 𝑓 ( |𝑠 |, 𝜏)
уравнения. Важно отметить, что в статьях [3], [6] доказано, что функция (3) при 𝑎1 ≠ 𝑎2 не является
классическим решением уравнения (1) с зависящей от 𝑥 и 𝑡 правой частью 𝑓 на первой четверти 𝐺∞
и, следовательно, требует корректировки соответствующими обобщенными решениями до указанных
классических решений. Более того, в этих статьях выводится минимальная (необходимая) гладкость
правой части 𝑓 уравнения (1) на 𝐺∞.

Только для упрощения изложения мы продолжаем правую часть 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞) четно по 𝑥 относительно
оси 𝑥 = 𝜎 (𝑡) с первой криволинейной четверти 𝐺 (1)

∞ = 𝐺∞ на вторую криволинейную четверть плоскости
𝐺

(2)
∞ . В результате имеем непрерывную в криволинейной снизу верхней полуплоскости𝑄∞ = {(𝑥, 𝑡) ∈ R2 :

𝑡 > 𝜅 (𝑥), 𝑥 ∈ R} функцию 𝑓 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝜎 (𝑡)+ |𝑥−𝜎 (𝑡) |, 𝑡), т. е. 𝑓 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥, 𝑡) на𝐺 (1)
∞ и 𝑓 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (2𝜎 (𝑡)−𝑥, 𝑡)

на 𝐺 (2)
∞ . Для внутренних точек 𝑀 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺+ строим локальные классические решения уравнения (1) с

минимальной гладкостью на 𝑓 , дополнительной к 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞).
Теорема 1. Пусть 𝜅 (𝑥) < 𝑥/𝑎1, 𝑥 > 0, 𝜎 (𝑡) < 𝑎1𝑡, 𝑡 > 0, верны свойства (2),

∃ 𝜀0 > 0, 𝜅 (𝑥) = 0 ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝜀0], 𝜎 (𝑡) = 0 ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝜀0] . (4)

Тогда уравнение (1) на множестве 𝐺+ имеет локальные классические решения:

𝐹
(0)
(𝑞) (𝑥, 𝑡) =

1
𝑎1 + 𝑎2

[ 𝑡∫
𝑡0

𝑥+𝑎2 (𝑡−𝜏 )∫
𝑞 (𝑎1𝑡−𝑥 )−𝑎2𝜏+(𝑎1+𝑎2 )𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝜏)𝑑𝑠𝑑𝜏+

+
𝑡∫

𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑞 (𝑎1𝑡−𝑥 )−𝑎2𝜏+(𝑎1+𝑎2 )𝑡0∫
𝑥−𝑎1 (𝑡−𝜏 )

𝑓 (𝑠, 𝜏)𝑑𝑠𝑑𝜏
]
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺+,

(5)

где 𝑡 (𝑞) (𝑥) = (𝑞 + 1) (𝑎1𝑡 − 𝑥)/(𝑎1 + 𝑎2) и 𝑞 > −1, в которых 𝑡0 принимает значения

𝑡0 ∈ [ max
𝑥2≤𝑠≤𝑥3

𝜅 (𝑠), 𝑡∗ [ ∀ 𝑥 > 0, 𝑡0 ∈]𝜅 (𝑥3), 𝑡∗] ∀ 𝑥 ≤ 0, (6)

параметры 𝑥2 = 𝜒−1
2

(
𝜎2

(
𝜎−1

1 (𝑎1𝑡 − 𝑥)
) )
, 𝑥3 = 𝜒−1

2 (𝑥 + 𝑎2𝑡) и 𝑡∗ = (𝑥 + 𝑎2𝑡)/(𝑎1 + 𝑎2) .
Доказательство. Можем предполагать существование некоторого классического решения 𝑢 (0) ∈ 𝐶2 (𝐺∞)
уравнения (1) на 𝐺∞ также, как в [3, 6, 7]. Например, выше сказано, что для 𝑓 ∈ 𝐶1 (𝐺∞) функции
𝐹 (0) (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2 (𝐺∞) удовлетворяют уравнению (1) на 𝐺∞. Любая внутренняя точка (𝑥 (0) , 𝑡 (0) ) ∈ 𝐺+
находится строго внутри различных параллелограммов 𝐺0 ⊂ 𝐺+, сторонами которых служат отрезки
характеристик

𝑥 − 𝑎1𝑡 = 𝐶1, 𝑥 + 𝑎2𝑡 = 𝐶2, ∀ 𝐶1, 𝐶2 ∈ R =] − ∞, +∞[. (7)

В этих параллелограммах 𝐺0 уравнение (1) линейной невырожденной заменой

𝜉 = 𝑥 + 𝑎2𝑡, 𝜂 = 𝑥 − 𝑎1𝑡 (8)
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с невырожденным якобианом 𝐽1 = −(𝑎1 + 𝑎2) ≠ 0 приводится к каноническому виду

−(𝑎1 + 𝑎2)2 �̃�𝜉𝜂 (𝜉, 𝜂) = 𝑓 (𝜉, 𝜂) = 𝑓
(𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜂

𝑎1 + 𝑎2
,
𝜉 − 𝜂
𝑎1 + 𝑎2

)
, (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐺0, (9)

в различных прямоугольниках𝐺0 = {(𝜉, 𝜂) : 𝜉0 ≤ 𝜉 ≤ 𝜉1, 𝜂0 ≤ 𝜂 ≤ 𝜂1}. Ввиду невырожденности линейной
замены (8) из непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞) следует непрерывность функции 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞) на образе
𝐺∞ = {(𝜉, 𝜂) : 𝜉 > 𝜒2

(
(𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜂)/(𝑎1 + 𝑎2)

)
, 𝜂 > −𝜎1

(
(𝜉 − 𝜂)/(𝑎1 + 𝑎2)

)
, −(𝑎1/𝑎2)𝜉 < 𝜂 < 𝜉} четверти

плоскости 𝐺∞. Отсюда заключаем, что уравнение (9) на 𝐺+ имеет классическое решение

�̃� (0) (𝜉, 𝜂) = 𝑢 (0)
(𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜂

𝑎1 + 𝑎2
,
𝜉 − 𝜂
𝑎1 + 𝑎2

)
∈ 𝐶2 (𝐺+). (10)

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞) существует последовательность функций 𝑓𝑛 ∈ 𝐶1 (𝐺∞), равномерно
сходящаяся к 𝑓 на каждом компакте 𝐺0 при 𝑛 → ∞. В различных прямоугольниках 𝐺0 методом
характеристик решаем задачу Гурса

−(𝑎1 + 𝑎2)2 (�̃�𝑛)𝜉 𝜂 (𝜉, 𝜂) = 𝑓𝑛 (𝜉, 𝜂), (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐺0, (11)

�̃�𝑛 (𝜉0, 𝜂) = �̃� (0) (𝜉0, 𝜂), 𝜂 ∈ [𝜂0, 𝜂1], �̃�𝑛 (𝜉, 𝜂0) = �̃� (0) (𝜉, 𝜂0), 𝜉 ∈ [𝜉0, 𝜉1], 𝑛 = 1, 2, ... (12)

Общие интегралы уравнений (11) – это непрерывно дифференцируемые функции

�̃�𝑛 (𝜉, 𝜂) = 𝑔(𝜉) + ℎ(𝜂) + 𝐹 (0)
𝑛 (𝜉, 𝜂), 𝑛 = 1, 2, ..., (13)

где 𝑔, ℎ – любые непрерывно дифференцируемые функции своих аргументов 𝜉, 𝜂 и функции 𝐹
(0)
𝑛

получаются из функции 𝐹 (0)
𝑛 вида (3) с подынтегральными функциями 𝑓𝑛 (𝜎 (𝜏) + |𝑠 − 𝜎 (𝜏) |, 𝜏) вместо

𝑓 (𝜎 (𝜏) + |𝑠−𝜎 (𝜏) |, 𝜏) в результате замены (8). Выше говорилось, что для 𝑓𝑛 ∈ 𝐶1 (𝐺∞) решения 𝐹 (0)
𝑛 ∈ 𝐶2 (𝐺+)

являются классическими и, следовательно, такие же решения 𝐹 (0)
𝑛 ∈ 𝐶2 (𝐺+) уравнения (11).

Подставив общие интегралы (13) в согласованные условия Гурса (12), в силу 𝑢 (0) ∈ 𝐶2 (𝐺∞), равенства
(10), линейности и невырожденности замены (8) находим её единственные классические решения из
𝐶2 (𝐺0):

�̃�𝑛 (𝜉, 𝜂) = �̃� (0) (𝜉, 𝜂0) + �̃� (0) (𝜉0, 𝜂) − �̃� (0) (𝜉0, 𝜂0)−

−𝐹 (0)
𝑛 (𝜉, 𝜂0) + 𝐹 (0)

𝑛 (𝜉0, 𝜂0) + 𝐹 (0)
𝑛 (𝜉, 𝜂) − 𝐹 (0)

𝑛 (𝜉0, 𝜂), 𝑛 = 1, 2, ...
(14)

Определение 2. Задача Гурса (11), (12) называется корректирующей краевой задачей обобщенных
решений уравнения (1) для минимальной гладкости его правой части 𝑓 , а функции 𝐹 (0) вида (3) – пробными.

Тогда функции 𝑣𝑛 (𝜉, 𝜂) = �̃� (0) (𝜉, 𝜂) − �̃�𝑛 (𝜉, 𝜂), как разность классических решений, являются классиче-
скими решениями задачи Гурса:

−(𝑎1 + 𝑎2)2 (𝑣𝑛)𝜉 𝜂 (𝜉, 𝜂) = 𝑓 (𝜉, 𝜂) − 𝑓𝑛 (𝜉, 𝜂), (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐺0, (15)

𝑣𝑛 (𝜉0, 𝜂) = 0, 𝜂 ∈ [𝜂0, 𝜂1], 𝑣𝑛 (𝜉, 𝜂0) = 0, 𝜉 ∈ [𝜉0, 𝜉1], 𝑛 = 1, 2, ... (16)

Умножаем уравнение (15) на сумму первых частных производных (𝑣𝑛)𝜉 + (𝑣𝑛)𝜂, интегрируем результат
по области ]𝜉0, 𝜏1 [×]𝜂0, 𝜏2 [ с помощью однородных условий Гурса (16), применяем элементарные оценки,
берем супремум по (𝜏1, 𝜏2) ∈ [𝜉0, 𝜉1] × [𝜂0, 𝜂1] и также, как в [1, неравенство (2.5), стр.1020], выводим
априорную оценку

sup
𝜂0<𝜂<𝜂1

𝜉1∫
𝜉0

(��(𝑣𝑛)𝜉 (𝜉, 𝜂)��2 + |𝑣𝑛 (𝜉, 𝜂) |2
)
𝑑𝜉+

+ sup
𝜉0<𝜉<𝜉1

𝜂1∫
𝜂0

(��(𝑣𝑛)𝜂 (𝜉, 𝜂)��2 + |𝑣𝑛 (𝜉, 𝜂) |2
)
𝑑𝜂 ≤ 𝑐0

∫∫
𝐺0

���𝑓𝑛 (𝜉, 𝜂) − 𝑓 (𝜉, 𝜂)���2 𝑑𝜉𝑑𝜂,
(17)

где постоянная 𝑐0 > 0 не зависит от 𝑣𝑛, 𝜉, 𝜂 и 𝑛 = 1, 2, ...
Поскольку в (17) правая часть сходится к нулю при 𝑛 → ∞, то левая часть тоже сходится к нулю при

𝑛 → ∞ и, следовательно, в силу известных непрерывных вложений пространств Соболева:𝑊 1
2 (𝜉0, 𝜉1) ⊂

𝐶 [𝜉0, 𝜉1], 𝑊 1
2 (𝜂0, 𝜂1) ⊂ 𝐶 [𝜂0, 𝜂1] последовательность 𝑣𝑛 равномерно сходится к нулю на 𝐺0 при 𝑛 → ∞.
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Последнее означает равномерную сходимость �̃�𝑛 к �̃� на прямоугольниках 𝐺0 при 𝑛 → ∞. Поэтому из
решений (14) предельным переходом при 𝑛 → ∞ получаем тождество

�̃� (0) (𝜉, 𝜂) = �̃� (0) (𝜉, 𝜂0) + �̃� (0) (𝜉0, 𝜂) − �̃� (0) (𝜉0, 𝜂0)−
−𝐹 (0) (𝜉, 𝜂0) + 𝐹 (0) (𝜉0, 𝜂0) + 𝐹 (0) (𝜉, 𝜂) − 𝐹 (0) (𝜉0, 𝜂), (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐺0,

(18)

где функции 𝐹 (0) (𝜉, 𝜂) = 𝐹 (0) ((𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜂)/(𝑎1 + 𝑎2), (𝜉 − 𝜂)/(𝑎1 + 𝑎2)) получены из функций (3) заменой (8).
Слагаемые �̃� (0) (𝜉, 𝜂0) и �̃� (0) (𝜉0, 𝜂) дважды непрерывно дифференцируемы соответственно по 𝜉 и 𝜂, так
как �̃� (0) ∈ 𝐶2 (𝐺0).

1. Пусть у точки𝑀 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺+ координата 𝑥 > 0 (рис. 1).

P

M

O

L P⌣

1
L

0
L

0t
1

Q
Q

� �
� �τ

s
�
=
�
(�
)

Рис. 1. Область интегрирования в 𝐹 (0)1 на 𝐺+ при 𝑥 > 0
Fig. 1. Domain of integration in 𝐹 (0)1 on 𝐺+ for 𝑥 > 0

Для корректировки пробных решений (3) в тождестве (18) полагаем 𝜂0 = 𝜉 − (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜉0 = −𝑞𝜂 + (𝑎1 +
𝑎2)𝑡0, 𝑞 ∈] − ∞, +∞[, и получаем для уравнения (9) скорректированные классические решения

𝐹
(0)
1 (𝜉, 𝜂) = 𝐹 (0) (𝜉, 𝜂) − 𝐹 (0) (𝜉0, 𝜂) =

−1
(𝑎1 + 𝑎2)2

∫∫
𝑀𝐿𝑄1𝑄

𝑓 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 ∈ 𝐶2 (𝐺0) (19)

в трапеции𝑀�̃�𝑄1𝑄 с вершинами𝑀 (𝜉, 𝜂), �̃�
(
−𝑞𝜂+ (𝑎1+𝑎2)𝑡0, 𝜂

)
, 𝑄1

(
−𝑞𝜂+ (𝑎1+𝑎2)𝑡0,−𝑞𝜂

)
, 𝑄 (𝜉, 𝜉− (𝑎1+𝑎2)𝑡0)

(рис. 2).
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Рис. 2. Область интегрирования в 𝐹 (0)1 на 𝐺+ при 𝑥 > 0
Fig. 2. Domain of integration in 𝐹 (0)1 on 𝐺+ for 𝑥 > 0
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Здесь значения 𝑞 выбираем такими, чтобы для каждого 𝜌 кривая 𝑙2 уравнения 𝜈 = 𝜌 − (𝑎1 + 𝑎2)𝜎−1
1 (𝜌)

находилась слева от прямой �̃�𝑄1 уравнения 𝜈 = −𝑞𝜂 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, т. е. как решения неравенства

𝜌 − (𝑎1 + 𝑎2)𝜎−1
1 (𝜌) ≤ −𝑞𝜂 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜌 ∈ [𝜂,−𝜎1 (𝑡0)], (20)

где 𝜂 = 𝑥 − 𝑎1𝑡 ≤ 0 в 𝐺+. Если 𝜂 ≠ 0, то отсюда находим решения этого неравенства

𝑞 ≥
𝜌 − (𝑎1 + 𝑎2)𝜎−1

1 (𝜌) − (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0
−𝜂 ≥ 𝜂 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0 − (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0

−𝜂 = −1,

потому что функция 𝜎−1
1 строго возрастает по предположениям теоремы 1. Если 𝜂 = 0, то неравенство (20)

справедливо для всех указанных в нем 𝜌 ∈ [0,−𝜎1 (𝑡0)] .
Рисунки 1 и 2 нами взяты из статьи [3], в которой указаны координаты вспомогательной точки 𝑃 из

рисунка 2. В двойном интеграле (19) делаем обратную замену переменных к (8), полученный двойной
интеграл от 𝑓 (𝑥, 𝑡) по трапеции 𝑀𝐿𝑄1𝑄 с вершинами 𝑀 (𝑥, 𝑡), 𝐿

(
(𝑞𝑎1 − 𝑎2) (𝑎1𝑡 − 𝑥)/(𝑎1 + 𝑎2) + 𝑎1𝑡0, (𝑞 +

1) (𝑎1𝑡 − 𝑥)/(𝑎1 + 𝑎2) + 𝑡0
)
, 𝑄1

(
𝑞(𝑎1𝑡 − 𝑥) + 𝑎1𝑡0, 𝑡0

)
, 𝑄 (𝑥 + 𝑎2 (𝑡 − 𝑡0), 𝑡0) сводим к повторным интегралам и,

благодаря равенству (10), приходим к классическим решениям (5) уравнения (1) в 𝐺+ для 𝑥 > 0. Через
точки 𝐿 и𝑄1 проходит прямая 𝑠 +𝑎2𝜏 = 𝑞(𝑎1𝑡 −𝑥) + (𝑎1 +𝑎2)𝑡0. Функции (5) при 𝑞 = −1 равны функциям (3)
на характеристике 𝑥 = 𝑎1𝑡 и являются классическими решениями уравнения (1) на этой характеристике
(см. замечание 2).

2. Пусть точка𝑀 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺+ имеет координату 𝑥 ≤ 0 (рис. 3).
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Рис. 3. Область интегрирования в 𝐹 (0)1 на 𝐺+ при 𝑥 ≤ 0
Fig. 3. Domain of integration in 𝐹 (0)1 on 𝐺+ for 𝑥 ≤ 0

Тогда прямая �̃�𝑄1 лежит справа от прямой𝑀𝑄, т. е. справа от кривой 𝑙2 (рис. 4).
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Рис. 4. Область интегрирования в 𝐹 (0)1 на 𝐺+ при 𝑥 ≤ 0
Fig. 4. Domain of integration in 𝐹 (0)1 on 𝐺+ for 𝑥 ≤ 0
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Поэтому реализованной выше процедурой корректировки тоже приходим к локальным классическим
решениям (5) уравнения (1) во внутренних точках множества𝐺+ для 𝑥 ≤ 0. Напоминаем, что требования
(4) обеспечивают возможность лишь однократного пересечения осей 𝑡 = 𝜅 (𝑥), 𝑥 = 𝜎 (𝑡) с характеристиками
(7), которые проходят через точки𝑀 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺+, близкие к началу координат, так же, как неравенства из
(2) через все остальные точки 𝑀 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺+. Интервалы (6) изменения 𝑡0 очевидно те же самые, что и в
работе [3]. Теорема 1 доказана. □

3. Необходимая гладкость правой части. Продолжим выводить локальные классические решения
уравнения (1) и необходимую гладкость на 𝑓 в 𝐺∞ методом корректировки из пробных решений (3).

Теорема 2. Пусть выполняются предположения теоремы 1. Для классических решений (5) при 𝑞 > −1
уравнения (1) в 𝐺+ необходима гладкость:

𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞),
𝑡∫

𝑡0

𝑓 (𝑥 + 𝑎2 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐶1 (𝐺+), (21)

𝑞

𝑡0∫
𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓
(
𝑞(𝑎1𝑡 − 𝑥) − 𝑎2𝜏 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜏

)
𝑑𝜏 +

𝑡∫
𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓 (𝑥 − 𝑎1 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐶1 (𝐺+). (22)

Доказательство. Необходимость непрерывности 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞) показана выше. Ясно, что решения (5) из
𝐶2 (𝐺+) имеют непрерывно дифференцируемые производные:

𝜕𝐹
(0)
(𝑞) (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

=
1

𝑎1 + 𝑎2

[
𝑎2

𝑡∫
𝑡0

𝑓 (𝑥 + 𝑎2 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏+

+𝑞𝑎1

𝑡0∫
𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓
(
𝑞(𝑎1𝑡 − 𝑥) − 𝑎2𝜏 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜏

)
𝑑𝜏 + 𝑎1

𝑡∫
𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓 (𝑥 − 𝑎1 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏
]
,

𝜕𝐹
(0)
(𝑞) (𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥

=
1

𝑎1 + 𝑎2

[ 𝑡∫
𝑡0

𝑓 (𝑥 + 𝑎2 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏−

−𝑞
𝑡0∫

𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓
(
𝑞(𝑎1𝑡 − 𝑥) − 𝑎2𝜏 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜏

)
𝑑𝜏 −

𝑡∫
𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓 (𝑥 − 𝑎1 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏
]
.

Такой же гладкости должны быть их производные вдоль характеристик (7):

𝜕𝐹
(0)
(𝑞)

𝜕𝑡
+ 𝑎1

𝜕𝐹
(0)
(𝑞)

𝜕𝑥
=

𝑡∫
𝑡0

𝑓 (𝑥 + 𝑎2 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏,

𝜕𝐹
(0)
(𝑞)

𝜕𝑡
− 𝑎2

𝜕𝐹
(0)
(𝑞)

𝜕𝑥
= 𝑞

𝑡0∫
𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓
(
𝑞(𝑎1𝑡 − 𝑥) − 𝑎2𝜏 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜏

)
𝑑𝜏 +

𝑡∫
𝑡 (𝑞) (𝑥 )+𝑡0

𝑓 (𝑥 − 𝑎1 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏 .

(23)

Из (23) следует необходимость гладкости (21), (22) для решений (5) теоремы 1. □
Известны локальные классические решения и необходимая гладкость 𝑓 на 𝐺− из [3].
Теорема 3. Пусть верны предположения теоремы 1. В каждой точке𝑀 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺− волновое уравнение (1)

имеет локальные классические решения:

𝐹
(0)
𝑘

(𝑥, 𝑡) = 1
𝑎1 + 𝑎2

[ 𝑡 (𝑘 ) (𝑥 )+𝑡0∫
𝑡0

𝑥+𝑎2 (𝑡−𝜏 )∫
𝑘 (𝑥−𝑎1𝑡 )−𝑎2𝜏+(𝑎1+𝑎2 )𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝜏)𝑑𝑠𝑑𝜏 +
𝑡∫

𝑡 (𝑘 ) (𝑥 )+𝑡0

𝑥+𝑎2 (𝑡−𝜏 )∫
𝑥−𝑎1 (𝑡−𝜏 )

𝑓 (𝑠, 𝜏)𝑑𝑠𝑑𝜏
]
, 𝑘 ≥ 1, (24)

где 𝑡 (𝑘 ) (𝑥) = (𝑘 −1) (𝑥 −𝑎1𝑡)/(𝑎1 +𝑎2), в которых параметр 𝑡0 принимает значения 𝑡0 ∈ max
𝑥0≤𝑠≤𝑥3

𝜅 (𝑠), 𝑡∗
𝑘
[, 𝑘 > 1,

и
𝑥0 = 𝜒−1

2
(
𝑘 (𝑥 − 𝑎1𝑡)

)
, 𝑥3 = 𝜒−1

2 (𝑥 + 𝑎2𝑡), 𝑡∗𝑘 (𝑥) = [(𝑘𝑎1 + 𝑎2)𝑡 − (𝑘 − 1)𝑥]/(𝑎1 + 𝑎2).
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Для этих классических решений (24) необходима гладкость

𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺−),
𝑡∫

𝑡0

𝑓 (𝑥 + 𝑎2 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐶1 (𝐺−), (25)

𝑘

𝑡 (𝑘 ) (𝑥 )+𝑡0∫
𝑡0

𝑓
(
𝑘 (𝑥 − 𝑎1𝑡) − 𝑎2𝜏 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜏

)
𝑑𝜏 +

𝑡∫
𝑡 (𝑘 ) (𝑥 )+𝑡0

𝑓 (𝑥 − 𝑎1 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐶1 (𝐺−). (26)

Из решений (24) и (5) соответственно с необходимой гладкостью (25), (26) и (21), (22) можно строить
локальные классические решения уравнения (1) в четверти 𝐺∞.

Следствие 1. В предположениях теоремы 1 функции 𝑓 ∈ 𝐶1 (𝐺∞) из классических решений (24) с
𝑘 ≥ 1 на 𝐺− и (5) с 𝑞 > −1 на 𝐺+ удовлетворяют включению

𝑡∫
𝑡0

𝑓 (𝑥 + 𝑎2 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐶1 (𝐺∞). (27)

Интеграл (27) равен производной от функций (24) и (5) вдоль характеристик 𝑥 − 𝑎1𝑡 = 𝐶1, 𝐶1 ∈ R,
которые не пересекают характеристику 𝑥 = 𝑎1𝑡 (см. доказательство теоремы 2 и [3]). Для прямолинейной
первой четверти и простейшего волнового уравнения (1) при 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 доказательство следствия 1
заменой переменной интегрирования 𝑠2 = 𝑥 + 𝑎(𝑡 − 𝜏) имеется в диссертации [9, формула (2.19), стр. 29].

На основании следствия 1 в криволинейной первой четверти плоскости𝐺∞ нам помогут написать
новые множества общих интегралов уравнения (1) на 𝐺∞ следующие

Следствие 2. В предположениях теоремы 1 для всех 𝑓 ∈ 𝐶1 (𝐺∞) классические решения (24) при
𝑘 = 𝑞 + 2 на 𝐺− и (5) при 𝑞 > −1 на 𝐺+ уравнения (1) дважды непрерывно дифференцируемы на
характеристике 𝑥 = 𝑎1𝑡, т. е.

[
1 − (−1)𝑖 (𝑞 + 1)

] 𝑡𝑖 (𝑥 )+𝑡0∫
𝑡0

𝑓
( [

1 − (−1)𝑖 (𝑞 + 1)
]
(𝑥 − 𝑎1𝑡) − 𝑎2𝜏 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑡0, 𝜏

)
𝑑𝜏+

+
𝑡∫

𝑡𝑖 (𝑥 )+𝑡0

𝑓 (𝑥 − 𝑎1 (𝑡 − 𝜏), 𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐶1 (𝐺∞), 𝑖 = 1, 2, 𝑡𝑖 (𝑥) = (−1)𝑖 (𝑞 + 1) (𝑎1𝑡 − 𝑥)
𝑎1 + 𝑎2

.

(28)

Замечание 2. Решения (24) при 𝑘 = 1 и (5) при 𝑞 = −1 совпадают с классическими решениями
уравнения (1) в замыкании 𝐺− множества 𝐺− .

Следствие 3. Пусть верны предположения теоремы 1 и интегральные требования гладкости (25), (26)
при𝑘 = 𝑞+2на𝐺− и (21), (22) при𝑞 > −1на𝐺+.Тогда общимиинтеграламиуравнения (1) на криволинейной
первой четверти 𝐺∞ во множестве классических (дважды непрерывно дифференцируемых) решений
являются функции

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑓1 (𝑥 + 𝑎2𝑡) + 𝑓2 (𝑥 − 𝑎1𝑡)) + 𝐹 (0) (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺∞, 𝑞 > −1, (29)

где 𝐹 (0) (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (0)
𝑘

(𝑥, 𝑡) из (24) с 𝑘 = 𝑞 + 2 на 𝐺−, 𝐹 (0) (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (0)
(𝑞) (𝑥, 𝑡) из (5) с 𝑞 > −1 на 𝐺+, 𝑓1 и 𝑓2 – любые

дважды непрерывно дифференцируемые функции от 𝜉, 𝜂 вида:

𝑓1 (𝜉) = 𝑓1 (𝜉) + 𝑓2 (0), 𝑓2 (𝜂) = 𝑓2 (𝜂) − 𝑓2 (0). (30)

В следствии 3 дважды непрерывную дифференцируемость функций 𝐹 (0) на𝐺∞ дают теорема 3 на𝐺−,
теорема 1 на𝐺+ и следствие 2 на характеристике 𝑥 = 𝑎1𝑡 . Функции (30) выводятся "методом погружения в
решения с фиксированными значениями" из [4]. В общих интегралах (29) постоянная 𝑓2 (0) сокращается,
но очевидное значение 𝑓2 (0) = 0 из (30) существенно упрощает решение систем дифференциальных
уравнений, например, при решении методом характеристик смешанной задачи для (1) в [4].

Замечание 3. В статье [3] установлены два общих интеграла классических решений одномерного
неоднородного волнового уравнения (1) на𝐺∞ вида (29) только при𝑞 = 1 и𝑞 = 𝑎2/𝑎1. Существование на𝐺∞
разрывных функций 𝑓 , для которых интегралы (24) при 𝑘 = 𝑞 + 2 и (5) при 𝑞 > −1 не дважды непрерывно
дифференцируемы на 𝐺∞ не противоречит следствию 3 в силу обоснованной выше необходимости
(обязательности) непрерывности функций 𝑓 на 𝐺∞ для всех классических решений уравнения (1) [3].

Следствие 4. Если функция 𝑓 в уравнении (1) не зависит от 𝑥 или 𝑡, то в предположениях теоремы 1
для дважды непрерывной дифференцируемости на𝐺∞ функций (24) с 𝑘 = 𝑞 + 2 и (5) с 𝑞 > −1 необходимо
и достаточно непрерывности 𝑓 по 𝑡 или 𝑥 .
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Для функций 𝑓 , зависящих только от 𝑡 или 𝑥 и непрерывных, гладкость (25), (26) при 𝑘 = 𝑞 + 2 и (21),
(22) при 𝑞 > −1 всегда выполняется [6, стр. 46–47], [9, стр. 27].

Замечание 4. Требования гладкости (27), (28) для классических решений (5) и (24) при 𝑘 = 𝑞 + 2,
𝑞 > −1 уравнения (1) распространяются предельным переходом по 𝑓 с более гладких 𝑓 ∈ 𝐶1 (𝐺∞) на 𝑓 с
необходимой гладкостью (21), (22) и (25), (26), которая для 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐺∞) эквивалентна гладкости (22), (26)
при 𝑘 = 𝑞 + 2, 𝑞 > −1, (27). Здесь требования гладкости (22), (26) при 𝑘 = 𝑞 + 2 очевидно равносильны
требованиям (28).

Заключение. В настоящей работе выведено более широкое множество локальных классических
решений (24) в 𝐺− и (5) в 𝐺+ при 𝑞 > −1 одномерного неоднородного волнового уравнения (1) соответ-
ственно с необходимой гладкостью (25), (26) и (21), (22) его правой части 𝑓 в криволинейной первой
четверти плоскости 𝐺∞. Они получены автором с помощью реализованного ранее обобщения метода
корректировки пробных обобщенных решений с прямолинейной на криволинейную первую четверть
плоскости.

В криволинейной первой четверти плоскости вычислены новые общие интегралы (29) неоднородного
волнового уравнения (1) во множестве классических решений. С помощью каждого из полученных ло-
кальных решений вычисление общего интеграла неоднородного волнового уравнения в криволинейной
первой четверти плоскости сводится к известному общему интегралу однородного волнового уравнения
в криволинейной первой четверти плоскости.

Множества локальных классических решений и общих интегралов, построенных в настоящей работе
при всех 𝑞 > −1 для одномерного неоднородного волнового уравнения в криволинейной первой четверти
плоскости, обобщают случаи двух множеств из них при 𝑞 = 1 и 𝑞 = 𝑎2/𝑎1 статьи [3]. Если правая часть 𝑓
уравнения (1) зависит только от 𝑡 или 𝑥, то для дважды непрерывной дифференцируемости функций (24)
и (5) при 𝑞 > −1 на 𝐺∞ необходимо и достаточно лишь непрерывности 𝑓 по 𝑡 и 𝑥 соответственно.
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