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1. Ââåäåíèå. Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ èëè ðåêóð-
ðåíòíûå óðàâíåíèÿ) âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, ðàçíîñòíûå óðàâíå-
íèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ìîäåëÿõ äèíàìèêè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
([3], [4]), à òàêæå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ([10]), â êîìáèíàòîð-
íîì àíàëèçå â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äàþò ìîùíûé àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ
ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [13], [14]), ñëåäîâàòåëüíî, ïîèñê ðåøåíèé òàêèõ óðàâíå-
íèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, èìåþùåé ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè [8], [11], [12].

Â ðàáîòå [15] ðàññìîòðåí âàðèàíò çàäà÷è Êîøè äëÿ ìíîãîìåðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, âîçíèêàþùèé ñ çàäà÷åé î ÷èñëå ïóòåé íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå â
ïåðå÷èñëèòåëüíîì êîìáèíàòîðíîì àíàëèçå. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ÷åðåç ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äàííûõ Êîøè, è íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè ÷åðåç åå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå è äàííûå Êîøè.

Â ðàáîòå [9] â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîñòíî-
ãî îïåðàòîðà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àññîöèèðîâàííîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåÿò ñîáîé òåïëèöåâóþ
ëåíòî÷íóþ ìàòðèöó áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, è åå íåâûðîæäåííîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè, à òàêæå áûëî äîêàçàíî ðåêóððåòíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ òåïëèöåâîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ
ìèíîðîâ òåïëèöåâîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû ñ âåðõíåé (íèæíåé) øèðèíîé ëåíòû ðàâíîé åäèíèöå, ÷òî
ïîçâîëèò îïðåäåëèòü íåâûðîæäåííîñòü òàêîé ìàòðèöû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñäåëàòü âûâîäû î ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è Êîøè. Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé åãî ðàáîòó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðèöà A = ‖aij‖ íàçûâàåòñÿ ëåíòî÷íîé, åñëè âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû çà-

êëþ÷åíû âíóòðè ëåíòû, îáðàçîâàííîé ìåæäó äèàãîíàëÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ãëàâíîé. Åñëè äëÿ ìàò-
ðèöû A ñïðàâåäëèâî: aij = 0 ïðè i > j + l è aij = 0 ïðè j > i+ k, òî l íàçûâàåòñÿ íèæíåé øèðèíîé
ëåíòû, k � âåðõíåé øèðèíîé ëåíòû. Âåëè÷èíà s = l+ k+ 1 íàçûâàåòñÿ øèðèíîé ëåíòû ìàòðèöû A.

Îïåðäåëåíèå 2. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ òåïëèöåâîé (ñì., íàïðèìåð, [5]), åñëè íà âñåõ äèàãî-
íàëÿõ ìàòðèöû ‖bij‖, ïàðàëëåëüíûõ ãëàâíîé äèàãîíàëè è íà ñàìîé ãëàâíîé äèàãîíàëè, ýëåìåíòû
ìàòðèöû îäèíàêîâû: bij = bj−i.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z2 äâóìåðíóþ öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó è Z2
> � ïîäìíîæåñòâî ýòîé ðåøåò-

êè, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïóñòü δ1 � îïåðàòîð ñäâèãà
ïî ïåðåìåííîé x1, ò.å. δ1f(x1, x2) = f(x1 + 1, x2), à δ2 � îïåðàòîð ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé x2, ò.å.
δ2f(x1, x2) = f(x1, x2 + 1).

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âèäà

P (δ1, δ2) =
∑

α1+α26m

cα1,α2
δα1
1 δα2

2 ,

ãäå cα1,α2
� ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, m � ïîðÿäîê îïåðàòîðà P (δ1, δ2).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ âèäà

P (δ1, δ2)f(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ Z2
>, (1)

ãäå f(x1, x2) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Äëÿ òî÷åê x = (x1, x2) è y = (y1, y2) ðåøåòêè Z2 çàïèñü x � y îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ i0 ∈ {1, 2}

òàêîå, ÷òî xi0 < yi0 .
Çàôèêñèðóåì β = (l, k) òàêîå, ÷òî l + k + 1 = m è cl,k 6= 0 è ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè:
íàéòè ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

f(x1, x2) = ϕ(x1, x2), (x1, x2) � (l, k). (2)

Ïåðåîáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû cα1,α2 îäíîðîäíîé ñîñòàâëÿþùåé
∑

α1+α2=m
cα1,α2δ

α1
1 δα2

2 ñòàðøåé

ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà P (δ1, δ2):

t−l = c0,m, t−l+1 = c1,m−1, ..., t−1 = c−l+1,k+1, t0 = cl,k,
t1 = cl+1,k−1, ..., tk−1 = cm−1,1, tk = cm,0.

(3)

Àññîöèèðîâàííîé ñ çàäà÷åé (1) � (2) ìàòðèöåé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà âèäà:
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T∞ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

t0 t1 t2 · · · tk 0 · · ·

t−1 t0 t1
. . .

... tk
. . .

t−2 t−1
. . .

. . . t2
...

. . .
...

. . .
. . .

. . . t1 t2
...

t−l · · · t−2 t−1 t0 t1
. . .

0 t−l · · · t−2 t−1 t0
. . .

...
. . .

. . . · · ·
. . .

. . .
. . .

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Äàëåå îáîçíà÷èì Dp � ãëàâíûé ìèíîð ìàòðèöû T∞ ïîðÿäêà p. Íàïðèìåð, äëÿ ðàçíîñòíîãî
îïåðàòîðà

P (δ1, δ2) = t2δ
3
1 + t1δ1δ

2
2 + t0δ

2
1δ2 + t−1δ

3
2 +

∑
α1+α262

cα1,α2
δα1
1 δα2

2

àññîöèèðîâàííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

T∞ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

t0 t1 t2 0 . . .

t−1 t0 t1 t2
. . .

0 t−1 t0 t1
. . .

0 0 t−1 t0
. . .

...
. . .

. . .
. . .

. . .

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

à ãëàâíûå ìèíîðû

D1 = t0, D2 =

∣∣∣∣ t0 t1
t−1 t0

∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣
t0 t1 t2
t−1 t0 t1
0 t−1 t0

∣∣∣∣∣∣ , D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t0 t1 t2 0
t−1 t0 t1 t2
0 t−1 t0 t1
0 0 t−1 t0

∣∣∣∣∣∣∣∣ , ... .
Ïðèâåäåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (1) � (2) èç ðàáîòû

[9]: çàäà÷à (1) � (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àññîöèèðîâàííàÿ ìàò-
ðèöà T∞ íåâûðîæäåííàÿ, ò.å. äëÿ ëþáîãî p ãëàâíûå ìèíîðû Dp 6= 0. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [9] áûëî
äîêàçàíî ðåêóððåòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ òåïëèöåâîé ëåíòî÷-
íîé ìàòðèöû, à èìåííî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Dp ãëàâíûõ ìèíîðîâ òåïëèöåâîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû
T∞ ñ âåðõíåé øèðèíîé ëåíòû k = 1 (íèæíåé øèðèíîé ëåíòû l = 1) óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó
ñîîòíîøåíèþ ïîðÿäêà l + 1 (k + 1)

Dp = t0Dp−1 +

l∑
v=1

(−1)
v
tv1t−vDp−1−v, p = 3, 4, ... , l = 1, 2, ...

(
Dp = t0Dp−1 +

k∑
v=1

(−1)
v
tv−1tvDp−1−v, p = 3, 4, ... , k = 1, 2, ...

)
.

3. Îïèñàíèå àëãîðèòìà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ òåïëèöåâîé
ëåíòî÷íîé ìàòðèöû íàì íàäî çíàòü:

1) òî÷êó β, îïðåäåëÿþùóþ êîëè÷åñòâî íàääèàãîíàëåé è ïîääèàãîíàëåé òåïëèöåâîé ëåíòî÷íîé
ìàòðèöû, ò.å. øèðèíó ëåíòû. Ïîñêîëüêó ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâ-
íûõ ìèíîðîâ â ðàáîòå [9] áûëî äîêàçàíî äëÿ òåïëèöåâîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû, èìåþùåé îäíó íàä-
äèàãîíàëü èëè îäíó ïîääèàãîíàëü, òî îäíà èç êîîðäèíàò òî÷êè β äîëæíà áûòü ðàâíà åäèíèöå.

2) êîýôôèöèåíòû äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà. Êîýôôèöèåíòû äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîãî
îïåðàòîðà çàäàþòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé C, èìåþùåé íèæíåòðåóãîëüíûé âèä.

3) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ, îíî ìîæåò áûòü ìíîãî áîëü-
øå,÷åì ðàçìåðîñòü òåïëèöåâîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû, ïîñòðîåííîé ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçíîñòíîãî
îïåðòîðà.

Èòàê, âõîäíûå äàííûå êîíå÷íû è èìååþò âèä:
1) òî÷êà β = (l, k), ãäå l = 1 èëè k = 1;
2) íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà C = (cα1,α2

), α1 = 0, ..., m, α2 = 0, ..., m, ðàçìåðà (m+ 1) ×
(m+ 1) èç êîýôôèöèåíòîâ cα1,α2 äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà;
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3) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ.
Îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòëè÷àþòñÿ îò êîîðäèíàò òî÷åê

â ¾ìàòðè÷íîé¿ ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïîòðåáóåòñÿ èõ ïåðåâîä èç îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â äðóãóþ.
Äàëåå íåîáõîäèìî áóäåò ïðîâåðèòü, ÷òî îäíà èç êîîðäèíàò òî÷êè β ðàâíà åäèíèöå.

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ðàçìåùåí ïî ññûëêå https://github.com/lyapinap/ALS2020.

4. Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà. Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå Matlab 2014 32bit. Âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü íà ìàøèíå Intel(R) Core(TM) i5-3330S CPU 2.70 GHz, 32bit, ÎÇÓ 4.00 Ãá ïîä
óïðàâëåíèåì Windows 7 Êîðïîðàòèâíàÿ SP1. Âðåìÿ ñ÷åòà äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ñîñòàâèëî
ìåíåå 1 ñåêóíäû.

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

P (δ1, δ2) = c03δ
3
2 + c12δ1δ

2
2 + c21δ

2
1δ2 + c03δ

3
1+

+c02δ
2
2 + c11δ1δ2 + c20δ

2
1 + c01δ2 + c10δ1 + c00.

Ôèêñèðóåì β = (1, 2), òîãäà òåïëèöåâàÿ ëåíòî÷íàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü îäíó ïîääèàãîíàëü (l = 1)
è äâå íàääèàãîíàëè (k = 2), à øèðèíà ëåíòû áóäåò ðàâíà l + k + 1 = 4.

Çàäàäèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà P (δ1, δ2)

C =


c03 0 0 0
c02 c12 0 0
c01 c11 c21 0
c00 c10 c20 c30

 =


1 0 0 0
2 10 0 0
3 9 8 0
4 5 6 7

 .

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè ïåðâûå øåñòü ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ.
Âåêòîð äèàãîíàëè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ C: a =

(
1 10 8 7

)T
.

Ïîëó÷åíèå îáùåé òåïëèöåâîé ìàòðèöû.

colomnc =
(

10 1 0 0
)T
,

rowc =
(

10 8 7 0
)T
,

T4 =


10 8 7 0
1 10 8 7
0 1 10 8
0 0 1 10

 .

Ðóçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ñ ãëàâíûìè ìèíîðàìè:(
10 92 847 7804 71908 662577

)
.

Èòîãîâûé âåêòîð ñ øåñòüþ ïåðâûìè ýëåìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ íå ñî-
äåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, êðîìå òîãî, êàæäûé ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå
ïðåäûäóùåãî, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî äâó-
ìåðíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ðàçðåøèìà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðîãðàììîé [7], ïðèíöèï ðàáîòû êîòîðîé îïèñàí â ðàáîòå [6], à äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðîãðàììó [1]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðîãðàììó [2], ïðèíöèï ðàáîòû êîòîðîé è îïèñàí â äàííîé ñòàòüå.

5. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàâíûõ ìèíî-
ðîâ òåïëèöåâîé ëåíòî÷íîé ìàòðèöû, àññîöèèðîâàííîé ñ çàäà÷åé Êîøè, äëÿ äâóìåðíîãî ðàçíîñòíîãî
îïåðàòîðà è èëëþñòðèðóþùèé åãî ðàáîòó ïðèìåð.
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