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Аннотация. Исследованы вопросы разрешимости задачи типа Коши для линейных и квазилинейных уравнений с
дробными производнымиХилфера, разрешенные относительно производной старшего порядка. Линейный оператор
при неизвестной функции в уравнении предполагается ограниченным. Доказана однозначная разрешимость задачи
типа Коши для линейного неоднородного уравнения. С помощью полученной при этом формулы решения задача
типа Коши для квазилинейного дифференциального уравнения редуцирована к интегро-дифференциальному
уравнению вида 𝑦 = 𝐺 (𝑦). При условии локальной липшицевости нелинейного оператора в уравнении доказана
сжимаемость оператора𝐺 в выбранном подходящим образом метрическом пространстве функций на достаточно
малом отрезке. Тем самым доказана теорема о существовании единственного локального решения задачи типа
Коши для квазилинейного уравнения. Результат об однозначной глобальной разрешимости этой задачи получен
путем доказательства сжимаемости достаточно большой степени оператора𝐺 в специальном пространстве функций
на изначально заданном отрезке при выполнении условия Липшица на нелинейный оператор в уравнении.
Общие результаты использованы для исследования задач типа Коши для квазилинейной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений и для квазилинейной системы интегро-дифференциальных уравнений.
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1. Введение. В последнее десятилетие интерес к исследованию математических моделей различных
процессов, базирующихся на дробном интегро-дифференциальном исчислении, неизменно растет [1, 2,
3, 4, 5]. Помимо наиболее часто используемых дробных производных Римана – Лиувилля и Герасимова
– Капуто [6, 7, 8, 9] все большую значимость в последние годы приобретает двупараметрическая
производная Хилфера [10], являющаяся обобщением упомянутых производных и представляющая
интерес с точки зрения математического моделирования [3, 10]. Уравнения с дробной производной
Хилфера исследовались в работах многих авторов, см., например, [11, 12, 13].

В данной работе исследуются квазилинейные уравнения в банаховом пространстве с дробными
производными Хилфера, разрешенные относительно производной старшего порядка. Линейный опера-
тор при неизвестной функции в уравнении предполагается ограниченным. В §2 доказана однозначная
разрешимость задачи типа Коши

𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 (𝑡0) = 𝑥𝑘 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, (1)

для линейного неоднородного уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑥 (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) + 𝑓 (𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0,𝑇 ],

при этом решение выражается через оператор-функции Миттаг – Леффлера. Здесь 𝑓 ∈ 𝐶 ( [𝑡0,𝑇 ];Z),
Z — банахово пространство. В §3 c помощью формулы решения задача типа Коши для квазилинейного
дифференциального уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑥 (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) + 𝐵(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑥 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑥 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑥 (𝑡)) (2)

редуцирована к интегро-дифференциальному уравнению вида 𝑦 = 𝐺 (𝑦). Здесь же показана полнота
специально построенного пространства функций 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑇 ;Z). При условии локальной липшицевости
нелинейного оператора 𝐵 доказана сжимаемость оператора 𝐺 в выбранном подходящим образом
метрическом пространстве функций из 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z) при достаточно малом 𝑡1 − 𝑡0 > 0. Тем самым
доказана теорема о существовании единственного локального решения задачи типа Коши. Аналогичный
результат о глобальной разрешимости задачи (1), (2) получен в §4. Для этого доказана сжимаемость
достаточно большой степени оператора 𝐺 в банаховом пространстве 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑇 ;Z) при выполнении
условия Липшица на оператор 𝐵. Абстрактные результаты приложены к исследованию задачи типа
Коши для квазилинейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений и для квазилинейной
системы интегро-дифференциальных уравнений.

2. Производная Хилфера и линейное уравнение. ПустьZ — банахово пространство, 𝐴 ∈ L(Z),
𝑡0,𝑇 ∈ R, 𝑡0 < 𝑇 . Для 𝛿 > 0, 𝑡 > 𝑡0 определим функции 𝑔𝛿 (𝑡) := (𝑡 − 𝑡0)𝛿−1/Γ(𝛿), где Γ(𝛿) — гамма-функция.
Дробный интеграл Римана — Лиувилля порядка 𝛼 > 0 определим следующим образом:

𝐽𝛼 𝑓 (𝑡) :=
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝐽 0 𝑓 (𝑡) := 𝑓 (𝑡) 𝑡 > 𝑡0 .

Множество операторов дробного дифференцирования обладает полугрупповым свойством

𝐽𝛼 𝐽 𝛽 𝑓 (𝑡) = 𝐽𝛼+𝛽 𝑓 (𝑡).

Дробная производная Римана — Лиувилля порядка 𝛼 ∈ (𝑚 − 1,𝑚],𝑚 ∈ N, задается равенством
𝑅𝐷𝛼 𝑓 (𝑡) := 𝐷𝑚 𝐽𝑚−𝛼 𝑓 (𝑡),

где 𝐷𝑚 =
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
— обычная производная целого порядка. Будем также использовать обозначение

𝑅𝐷−𝛼 𝑓 (𝑡) := 𝐽𝛼 𝑓 (𝑡) при 𝛼 ≥ 0.
Как известно, имеет место равенство при𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N

𝐽𝑚−𝛼𝐷𝑚 𝑓 (𝑡) = 𝐷𝑚 𝐽𝑚−𝛼

(
𝑓 (𝑡) −

𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘
𝑘!

𝐷𝑘 𝑓 (𝑡0)
)

(3)

при условии, что выражения в обеих частях этого равенства имеет смысл. Это позволяет определить
производную Герасимова – Капуто 𝐶𝐷𝛼 𝑓 (𝑡) правой частью равенства (3), которая имеет смысл для более
широкого класса функций, чем его левая часть.
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Производная Хилфера обычно определяется как 𝐷𝛼,𝛽 𝑓 (𝑡) := 𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 )𝐷𝑚 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡), где𝑚 − 1 <

𝛼 ≤ 𝑚 ∈ Z, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Для 𝛼 ≤ 0 имеем𝑚 ∈ −N ∪ {0}, тогда

𝐷𝛼,𝛽 𝑓 (𝑡) := 𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 ) 𝐽 −𝑚 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡) = 𝐽 −𝛼 .

В случае же 𝛼 > 0, рассуждая по аналогии с предыдущем абзацем, определим

𝐷𝛼,𝛽 𝑓 (𝑡) := 𝐷𝑚−𝛽 (𝑚−𝛼 )

(
𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡) −

𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘
𝑘!

𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡0)
)

(4)

и далее будем понимать производную Хилфера в смысле равенства (4).
Замечание 2.1. Производная 𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 )𝐷𝑚 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡) является производной Джрбашяна–Нерсесяна

[14], ассоциированной с набором показателей 𝛼0 = 1 − (1 − 𝛽) (𝑚 − 𝛼), 𝛼1 = 1, 𝛼2 = 1, . . . , 𝛼𝑚−1 = 1,
𝛼𝑚 = 1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼)).

Преобразование Лапласа от функции 𝑓 : R+ → Z обозначим 𝔏[𝑓 ].
Лемма 2.1. Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ Z, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑓 : R+ → Z имеет производную Хилфера и

преобразование Лапласа. Тогда

𝔏[𝐷𝛼,𝛽 𝑓 ] (𝜆) = 𝜆𝛼𝔏[𝑓 ] (𝜆) −
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝜆𝑚−1−𝑘−𝛽 (𝑚−𝛼 )𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (0).

Доказательство. По условию леммы 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 ∈ 𝐶𝑚−1 (R+;Z), поэтому по формуле Пеано

𝑔(𝑡) := 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡) −
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (0) = 𝑜 (𝑡𝑚−1), 𝑡 → 0 + .

Следовательно, 𝐷𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 )𝑔(0) = 0 при 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1. Поэтому по формуле (1.22) из [15]

𝔏

[
𝐷𝑚−𝛽 (𝑚−𝛼 )

(
𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡) −

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (0)

)]
=

= 𝜆𝑚−𝛽 (𝑚−𝛼 )𝔏

[
𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (𝑡) −

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (0)

]
−
𝑚−1∑︁
𝑙=0

𝐷𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 )𝑔(0)𝜆𝑚−1−𝑙 =

= 𝜆𝑚−𝛽 (𝑚−𝛼 )

(
𝜆−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝔏[𝑓 ] −

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝜆−𝑘−1𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝑓 (0)
)
.

Пусть 𝐴 ∈ L(Z), 𝑓 ∈ 𝐶 ( [𝑡0,𝑇 ];Z),𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Рассмотрим задачу типа Коши

𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 (𝑡0) = 𝑥𝑘 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, (5)

для уравнения
𝐷𝛼,𝛽𝑥 (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) + 𝑓 (𝑡), 𝑡 > 𝑡0. (6)

Решением задачи (5), (6) будем называть функцию 𝑥 ∈ 𝐶 ((𝑡0,𝑇 ];Z), для которой 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 ∈
𝐶𝑚−1 ( [𝑡0,𝑇 ];Z), существует 𝐷𝛼,𝛽𝑥 ∈ 𝐶 ((𝑡0,𝑇 ];Z), выполняются условия (5) и равенство (6).

Далее будем использовать функцию Миттаг – Леффлера

𝐸𝛾,𝛿 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛾𝑘 + 𝛿) , 𝛾, 𝛿 > 0.

Теорема 2.1. Пусть 𝐴 ∈ L(Z), 𝑓 ∈ 𝐶 ( [𝑡0,𝑇 ];Z),𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Тогда при любых 𝑥𝑘 ∈ Z,
𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, существует единственное решение задачи (5), (6), при этом оно имеет вид

𝑥 (𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴)𝑥𝑘 +
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼 ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠.

Доказательство. Имеем при 𝑙, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝑙 ≤ 𝑘

𝐷𝑙−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) (𝑡 − 𝑡0)𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴) = (𝑡 − 𝑡0)𝑘−𝑙𝐸𝛼,𝑘−𝑙+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴),
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при 𝑙 > 𝑘

𝐷𝑙−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) (𝑡 − 𝑡0)𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴) = (𝑡 − 𝑡0)𝑘−𝑙+𝛼𝐴𝐸𝛼,𝑘−𝑙+𝛼+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴).

Поэтому функция 𝑦 (𝑡) :=
𝑚−1∑
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴)𝑥𝑘 удовлетворяет условиям

(5), при этом

𝐷𝛼,𝛽𝑦 (𝑡) = 𝐷𝑚−𝛽 (𝑚−𝛼 )

(
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘𝐸𝛼,𝑘+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴)𝑥𝑘 −
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘
𝑘!

𝑥𝑘

)
=

= 𝐷𝑚−𝛽 (𝑚−𝛼 )
𝑚−1∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=1

(𝑡 − 𝑡0)𝛼𝑛+𝑘𝐴𝑛
Γ(𝛼𝑛 + 𝑘 + 1) 𝑥𝑘 = 𝐴

𝑚−1∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=0

(𝑡 − 𝑡0)𝛼𝑛+𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐴𝑛

Γ(𝛼𝑛 + 𝑘 − (1 − 𝛽) (𝑚 − 𝛼) + 1)𝑥𝑘 = 𝐴𝑦 (𝑡).

Рассмотрим 𝑧 (𝑡) :=
𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼 ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 . При 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1

𝐷𝑙−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑧 (𝑡) =
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1−𝑙+(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝛼−𝑙+(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 |𝑡=𝑡0 = 0,

𝐷𝛼,𝛽𝑧 (𝑡) = 𝐷𝑚−𝛽 (𝑚−𝛼 )
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1+(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝛼+(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 =

= 𝐷𝑚

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑚−1𝐸𝛼,𝑚 ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝐷1
𝑡∫

𝑡0

𝐸𝛼,1 ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓 (𝑡) +𝐴𝑧 (𝑡).

Поэтому 𝑥 (𝑡) = 𝑦 (𝑡) + 𝑧 (𝑡) является решением задачи (5), (6).
Замечание 2.2. Получение вида решения с помощью преобразования Лапласа осуществлено в

статье [11].
Замечание 2.3. Можно заметить, что производная 𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 )𝐷𝑚 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑧 (𝑡) в случае недифференци-

руемой функции 𝑓 не определена, но производная Хилфера для функции 𝑧 из доказательства теоремы
2.1 существует в смысле равенства (4).

3. Локальная разрешимость квазилинейного уравнения. Пусть 𝐴 ∈ L(Z), 𝑟 ∈ N0 := N ∪ {0}, 𝑈 —
открытое множество в R × Z𝑚+𝑟 , 𝐵 : 𝑈 → Z,𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝛽 ∈ [0, 1], 𝑥𝑘 ∈ Z, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝑡0 ∈ R.
Решением начальной задачи

𝐷𝛼,𝛽𝑥 (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) + 𝐵(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑥 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑥 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑥 (𝑡)), (7)

𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 (𝑡0) = 𝑥𝑘 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, (8)

на отрезке [𝑡0, 𝑡1] будемназывать такуюфункцию𝑥 ∈ 𝐶 ((𝑡0, 𝑡1];Z)∩𝐿1 (𝑡0, 𝑡1;Z), для которой 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 ∈
𝐶𝑚−1 ( [𝑡0,𝑇 ];Z), существует 𝐷𝛼,𝛽𝑥 ∈ 𝐶 ((𝑡0,𝑇 ];Z), выполняются условия (8), справедливо включение
(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑥 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑥 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑥 (𝑡)) ∈ 𝑈 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] и равенство (7) при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1].

Заметим, что 𝐷𝛼−𝑚−𝑙,𝛽𝑥 (𝑡) := 𝐽𝑚−𝛼+𝑙𝑥 (𝑡) при 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑟 .
Лемма 3.1. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Тогда линейное пространство

𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z) := {𝑥 ∈ 𝐿1 (𝑡0, 𝑡1;Z) : 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 ∈ 𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡1];Z)}

с нормой ∥𝑥 ∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡1;Z) := ∥𝑥 ∥𝐿1 (𝑡0,𝑡1;Z) + ∥ 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 ∥𝐶𝑚−1 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) является банаховым.
Доказательство. Все аксиомы нормы проверяются непосредственно. В частности, если выполняется
равенство ∥𝑥 ∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡1;Z) = 0, то 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 (𝑡) ≡ 0, 𝑥 (𝑡) ≡ 𝐷 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 (𝑡) ≡ 0, поскольку
𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z) ⊂ 𝐿1 (𝑡0, 𝑡1;Z).

Пусть последовательность {𝑥𝑘 } фундаментальна в 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z), тогда существуют пределы 𝑥 :=
lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 ∈ 𝐿1 (𝑡0, 𝑡1;Z), 𝑦 := lim
𝑘→∞

𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥𝑘 ∈ 𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡1];Z). Так как 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) ∈ L(𝐿1 (𝑡0, 𝑡1;Z)),

имеем 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 = 𝑦, поэтому 𝑥 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z), lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥 в𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z). Таким образом,𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z)
является банаховым пространством.

Замечание 3.1. Для 𝛼 > 0, 𝛽 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z) имеем 𝐷𝛼−𝑙,𝛽𝑥 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z) при любом 𝑙 ∈ N.
Действительно, в таком случае 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 ∈ 𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), поэтому при 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1 𝐷𝛼−𝑙,𝛽𝑥 =
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𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 )𝐷𝑚−𝑙 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), так как 𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∈ L(𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z)). Если же 𝑙 = 𝑚,𝑚 + 1, . . . , то
𝐷𝛼−𝑙,𝛽𝑥 = 𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 ) 𝐽 𝑙−𝑚 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), так как 𝐽 𝛽 (𝑚−𝛼 ) 𝐽 𝑙−𝑚 = 𝐽 𝑙−𝑚+𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∈ L(𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z)).

Замечание 3.2. По определению решение задачи (7), (8) лежит в 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z).
Используя начальные данные 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−1 из (8), определим

𝑥 (𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥𝑘
Γ(𝑘 − (1 − 𝛽) (𝑚 − 𝛼) + 1) , 𝑥𝑙 = 𝐷

𝛼−𝑙,𝛽𝑥 (𝑡0), 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 + 𝑟 .

Заметим, что при 𝛼 < 𝑚, 𝛽 > 0 справедливо равенство 𝑥𝑘 = 0 для всех 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1; при 𝛼 =𝑚 или
𝛽 = 0 имеем 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 , 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1.

Лемма 3.2. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑈 — открытое множество в R × Z𝑚 , 𝐵 ∈ 𝐶 (𝑈 ;Z),
(𝑡0, 𝑥𝑚+𝑟 , 𝑥𝑚+𝑟−1, . . . , 𝑥1) ∈ 𝑈 . Тогда функция 𝑥 является решением задачи (7), (8) на отрезке [𝑡0, 𝑡1] в том и
только в том случае, когда 𝑥 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z), при всех 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] выполняется включение

(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑥 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑥 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑥 (𝑡)) ∈ 𝑈 (9)

и равенство

𝑥 (𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴)𝑥𝑘+

+
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼 ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴)𝐵(𝑠, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑥 (𝑠), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑥 (𝑠), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑥 (𝑠))𝑑𝑠. (10)

Доказательство. Если 𝑥 является решением задачи (7), (8) на отрезке [𝑡0, 𝑡1], то 𝑥 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z) согласно
замечанию 3.2, а в силу замечания 3.1 𝐷𝛼−𝑙,𝛽𝑥 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 + 𝑟 , и выполняется включение
(9) при всех 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]. В этом случае отображение

𝑡 → 𝐵(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑥 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑥 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑥 (𝑡)) (11)

непрерывно действует из [𝑡0, 𝑡1] в пространство Z. По теореме 2.1 выполняется равенство (10).
Пусть 𝑥 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z), при всех 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] выполняется включение (9) и равенство (10). Тогда

𝐷𝛼−𝑙,𝛽𝑥 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 + 𝑟 , поэтому отображение (11) принадлежит классу 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z). Как
при доказательстве теоремы 2.1 можно показать, что правая часть равенства (10) является решением
задачи (7), (8).

Обозначим 𝑧 := (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚+𝑟 ) ∈ Z𝑚+𝑟 , 𝑆𝛿 (𝑧) = {𝑦 ∈ Z𝑚+𝑟 : ∥𝑦𝑙 − 𝑧𝑙 ∥Z ≤ 𝛿 , 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 + 𝑟 }.
Отображение 𝐵 : 𝑈 → Z называется локально липшицевым по 𝑧, если при любом (𝑡, 𝑧) ∈ 𝑈 существуют
такие 𝛿 > 0, 𝑞 > 0, что [𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿] × 𝑆𝛿 (𝑧) ⊂ 𝑈 и при всех (𝑠,𝑦), (𝑠, 𝑣) ∈ [𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿] × 𝑆𝛿 (𝑧) выполняется
неравенство

∥𝐵(𝑠,𝑦) − 𝐵(𝑠, 𝑣)∥Z ≤ 𝑞
𝑚+𝑟∑︁
𝑙=1

∥𝑦𝑙 − 𝑣𝑙 ∥Z . (12)

Теорема 3.1. Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 < 1, 𝑥𝑘 ∈ Z, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝑈 — открытое
множество в R × Z𝑚+𝑟 , отображение 𝐵 ∈ 𝐶 (𝑈 ;Z) локально липшицево по 𝑧, выполняется включение
(𝑡0, 𝑥𝑚+𝑟 , 𝑥𝑚+𝑟−1, . . . , 𝑥1) ∈ 𝑈 . Тогда при некотором 𝑡1 > 𝑡0 задача (7), (8) имеет единственное решение на
отрезке [𝑡0, 𝑡1].
Доказательство. В силу леммы 3.2 достаточно доказать, что интегро-дифференциальное уравнение (10)
при некотором 𝑡1 > 𝑡0 имеет единственное решение 𝑥 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡1;Z).

Выберем такие 𝜏 > 0 и 𝛿 > 0, что [𝑡0, 𝑡0 + 𝜏] × 𝑆𝛿 (𝑥) ⊂ 𝑈 , где 𝑥 = (𝑥𝑚+𝑟 , 𝑥𝑚+𝑟−1, . . . , 𝑥1), и для некоторого
𝑞 > 0 и для всех (𝑠,𝑦), (𝑠, 𝑣) ∈ [𝑡0, 𝑡0+𝜏]×𝑆𝛿 (𝑥) выполняется неравенство (12). Обозначим черезS множество
таких функций 𝑥 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0, 𝑡0 + 𝜏 ;Z), что ∥𝐷𝛼−𝑙,𝛽𝑥 (𝑡) − 𝑥𝑙 ∥Z ≤ 𝛿 при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜏 , 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 + 𝑟 .
Определим метрику на S 𝑑 (𝑦, 𝑧) := ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡0+𝜏 ;Z) , тогда в силу леммы 3.1 S — полное метрическое
пространство. Заметим, что 𝑥 ∈ S при достаточно малом 𝜏 > 0. Для 𝑙 =𝑚,𝑚 + 1, . . . ,𝑚 + 𝑟 имеем

∥𝐷𝛼−𝑙,𝛽 (𝑦 − 𝑧)∥𝐶 ( [𝑡0,𝑡0+𝜏 ];Z) ≤ ∥ 𝐽 𝑙−𝑚+𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥L(𝐶 ( [𝑡0,𝑡0+𝜏 ];Z)) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡0+𝜏 ;Z) = 𝐶𝑑 (𝑦, 𝑧). (13)

При 𝑦 ∈ S определим оператор

𝐺 (𝑦) (𝑡) :=
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴)𝑥𝑘 +
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼 ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴)𝐵𝑦 (𝑠)𝑑𝑠,
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где 𝐵𝑦 (𝑠) := 𝐵(𝑠, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑦 (𝑠), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑦 (𝑠), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑦 (𝑠)). Рассуждая, как при доказательстве теоремы
2.1, получим, что 𝐺 (𝑦) ∈ 𝐶 ((𝑡0, 𝑡0 + 𝜏];Z) ∩ 𝐿1 (𝑡0, 𝑡0 + 𝜏 ;Z), при этом

𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐺 (𝑦) (𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑘𝐸𝛼,𝑘+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴)𝑥𝑘+

+
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1+(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝛼+(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴)𝐵𝑦 (𝑠)𝑑𝑠 ∈ 𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡0 + 𝜏];Z),

𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) [𝐺 (𝑦)] (𝑡0) = 𝑥𝑘 , 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝐷𝛼−𝑙,𝛽 [𝐺 (𝑦)] (𝑡0) = 𝑥𝑙 , 𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚 + 𝑟 .

Следовательно, при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝜏] имеем ∥𝐷𝛼−𝑙,𝛽 [𝐺 (𝑦)] (𝑡) − 𝑥𝑙 ∥Z ≤ 𝛿 в случае малого 𝜏 > 0, поэтому
𝐺 : S → S.

При 𝑦, 𝑧 ∈ S, 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, учитывая вид метрики в S и неравенство (13), получим

∥𝐷𝑙 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) [𝐺 (𝑦) −𝐺 (𝑧)] (𝑡)∥Z =

=








𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑚−𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 )−1𝐸𝛼,𝑚−𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) [𝐵𝑦 (𝑠) − 𝐵𝑧 (𝑠)]𝑑𝑠








Z

≤

≤ 𝐶1 (𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 )𝑞
𝑚+𝑟∑︁
𝑙=1

sup
𝑡 ∈[𝑡0,𝑡0+𝜏 ]

∥𝐷𝛼−𝑙,𝛽 (𝑦 (𝑡) − 𝑧 (𝑡))∥Z ≤

≤ 𝐶2𝜏
𝑚−𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡0+𝜏 ;Z) ≤

𝑑 (𝑦, 𝑧)
2(𝑚 + 1)

при достаточно малом 𝜏 , не зависящем от 𝑦, 𝑧. Кроме того,

∥𝐺 (𝑦) −𝐺 (𝑧)∥𝐿1 (𝑡0,𝑡0+𝜏 ;Z) ≤
𝑡0+𝜏∫
𝑡0

𝑡0+𝜏∫
𝑠

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼 ((𝑡 − 𝑠)𝛼 ∥𝐴∥L(Z) )∥𝐵𝑦 (𝑠) − 𝐵𝑧 (𝑠)∥Z𝑑𝑡𝑑𝑠 ≤

≤ 𝜏𝛼+1𝐸𝛼,𝛼+2 (𝜏𝛼 ∥𝐴∥L(Z) )∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡0+𝜏 ;Z) ≤ 𝐶3𝜏
𝛼+1𝑑 (𝑦, 𝑧) ≤ 𝑑 (𝑦, 𝑧)

2(𝑚 + 1) .

Cледовательно, при малом 𝜏 , не зависящем от 𝑦, 𝑧, выполняется неравенство 𝑑 (𝐺 (𝑦),𝐺 (𝑧)) ≤ 1
2𝑑 (𝑦, 𝑧) и

оператор 𝐺 имеет единственную неподвижную точку 𝑧 в метрическом пространстве S. Она является
решением уравнения (10), а значит, и задачи Коши (7), (8) на отрезке [𝑡0, 𝑡0 + 𝜏].

4. Нелокальная разрешимость квазилинейного уравнения. При 𝐴 ∈ L(Z),𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N,
𝛽 ∈ [0, 1], 𝑟 ∈ N0, 𝑡0 < 𝑇 , 𝐵 : [𝑡0,𝑇 ] × Z𝑚+𝑟 → Z, 𝑥𝑘 ∈ Z, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, рассмотрим задачу типа Коши

𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑥 (𝑡0) = 𝑥𝑘 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, (14)

для квазилинейного уравнения

𝐷𝛼,𝛽𝑥 (𝑡) = 𝐴𝑥 (𝑡) + 𝐵(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑥 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟+1,𝛽𝑥 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑥 (𝑡)) (15)

на заданном отрезке [𝑡0,𝑇 ].
Отображение 𝐵 : [𝑡0,𝑇 ] × Z𝑚+𝑟 → Z называется липшицевым по 𝑧, если существует такое 𝑞 > 0, что

при всех (𝑠,𝑦), (𝑠, 𝑧) ∈ [𝑡0,𝑇 ] × Z𝑚+𝑟 выполняется неравенство

∥𝐵(𝑠,𝑦) − 𝐵(𝑠, 𝑧)∥Z ≤ 𝑞
𝑚+𝑟∑︁
𝑙=1

∥𝑦𝑙 − 𝑧𝑙 ∥Z .

Теорема 4.1. Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑥𝑘 ∈ Z, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, отображение
𝐵 ∈ 𝐶 ( [𝑡0,𝑇 ] × Z𝑚+𝑟 ;Z) липшицево по 𝑧. Тогда задача (14), (15) имеет единственное решение на отрезке
[𝑡0,𝑇 ].
Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве теоремы 3.1, нетрудно показать, что оператор

𝐺 (𝑦) (𝑡) :=
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝐸𝛼,𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )+1 ((𝑡 − 𝑡0)𝛼𝐴)𝑥𝑘 +
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼 ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴)𝐵𝑦 (𝑠)𝑑𝑠,

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 4
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 4



Федоров В. Е., Скорынин А. С. 295

где 𝐵𝑦 (𝑠) := 𝐵(𝑠, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑦 (𝑠), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑦 (𝑠)) действует из пространства𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑇 ;Z) в него же. При этом
для 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑇 ;Z), 𝑙 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1 (в случае 𝑇 − 𝑡0 ≤ 1 заменим в дальнейших оценках 𝑇 − 𝑡0 на 1)

∥𝐷𝑙 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) [𝐺 (𝑦) −𝐺 (𝑧)] (𝑡)∥Z =

=








𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑚−𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 )−1𝐸𝛼,𝑚−𝑙−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ((𝑡 − 𝑠)𝛼𝐴) [𝐵𝑦 (𝑠) − 𝐵𝑧 (𝑠)]𝑑𝑠








Z

≤

≤ 𝐶1 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝐵𝑦 (𝑠) − 𝐵𝑧 (𝑠)∥Z𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐶1𝑞(𝑇 − 𝑡0)𝑚−1
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 )
𝑚+𝑟∑︁
𝑙=1

sup
𝜏∈[𝑡0,𝑠 ]

∥𝐷𝛼−𝑙,𝛽 (𝑦 (𝜏) − 𝑧 (𝜏))∥Z𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐶2 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑠 ;Z)𝑑𝑠 ≤
𝐶2 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1

1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼) (𝑡 − 𝑡0)
1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺 (𝑦) −𝐺 (𝑧)∥𝐿1 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤ 𝐶1

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼 ∥𝐵𝑦 (𝑠) − 𝐵𝑧 (𝑠)∥Z𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐶2

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼 ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑠 ;Z)𝑑𝑠 ≤
𝐶2 (𝑡 − 𝑡0)𝛼+1

𝛼 + 1
∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤ 𝐶2 (𝑇 − 𝑡0)𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 )

𝛼 + 1
(𝑡 − 𝑡0)1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) .

Следовательно,

∥𝐺 (𝑦) −𝐺 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
(𝑚 + 1)𝐶2 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 )

1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼) (𝑡 − 𝑡0)1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) .

Далее

∥𝐷𝑙 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) [𝐺2 (𝑦) −𝐺2 (𝑧)] (𝑡)∥Z ≤ 𝐶1 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 )



𝐵𝐺 (𝑦) (𝑠) − 𝐵𝐺 (𝑧 ) (𝑠)





Z
𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐶2 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝐺 (𝑦) −𝐺 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑠 ;Z)𝑑𝑠 ≤

≤
(𝑚 + 1)𝐶2

2 (𝑇 − 𝑡0)2(𝑚−1)+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 )

1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼)

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 ) (𝑠 − 𝑡0)1−𝛽 (𝑚−𝛼 )𝑑𝑠 ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) =

=
(𝑚 + 1)𝐶2

2 (𝑇 − 𝑡0)2(𝑚−1)+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))2

Γ(3 − 2𝛽 (𝑚 − 𝛼)) (𝑡 − 𝑡0)2(1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺2 (𝑦) −𝐺2 (𝑧)∥𝐿1 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤ 𝐶2

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼 ∥𝐺 (𝑦) −𝐺 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑠 ;Z)𝑑𝑠 ≤

≤
(𝑚 + 1)𝐶2

2 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))Γ(𝛼 + 1)
Γ(3 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼) + 𝛼) (𝑡 − 𝑡0)2−𝛽 (𝑚−𝛼 )+𝛼 ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤
(𝑚 + 1)𝐶2

2 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1+2(𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))2

Γ(3 − 2𝛽 (𝑚 − 𝛼)) (𝑡 − 𝑡0)2(1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺2 (𝑦) −𝐺2 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
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≤
(𝑚 + 1)2𝐶2

2 (𝑇 − 𝑡0)2(𝑚−1+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))2

Γ(3 − 2𝛽 (𝑚 − 𝛼)) (𝑡 − 𝑡0)2(1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐷𝑙 𝐽 (1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 ) [𝐺3 (𝑦) −𝐺3 (𝑧)] (𝑡)∥Z ≤ 𝐶2 (𝑇 − 𝑡0)𝑚−1
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ∥𝐺2 (𝑦) −𝐺2 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑠 ;Z)𝑑𝑠 ≤

≤
(𝑚 + 1)2𝐶3

2 (𝑇 − 𝑡0)3(𝑚−1)+2(𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))2

Γ(3 − 2𝛽 (𝑚 − 𝛼)) ×

×
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)−𝛽 (𝑚−𝛼 ) (𝑠 − 𝑡0)2(1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) )𝑑𝑠 ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) =

=
(𝑚 + 1)2𝐶3

2 (𝑇 − 𝑡0)3(𝑚−1)+2(𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))3

Γ(4 − 3𝛽 (𝑚 − 𝛼)) (𝑡 − 𝑡0)3(1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺3 (𝑦) −𝐺3 (𝑧)∥𝐿1 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤ 𝐶2

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼 ∥𝐺2 (𝑦) −𝐺2 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑠 ;Z)𝑑𝑠 ≤

≤
(𝑚 + 1)2𝐶3

2 (𝑇 − 𝑡0)2(𝑚−1+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))2Γ(𝛼 + 1)
Γ(4 − 2𝛽 (𝑚 − 𝛼) + 𝛼) (𝑡 − 𝑡0)3−2𝛽 (𝑚−𝛼 )+𝛼 ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤
(𝑚 + 1)2𝐶3

2 (𝑇 − 𝑡0)2(𝑚−1)+3(𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))3

Γ(4 − 3𝛽 (𝑚 − 𝛼)) (𝑡 − 𝑡0)3(1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺3 (𝑦) −𝐺3 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤
(𝑚 + 1)3𝐶3

2 (𝑇 − 𝑡0)3(𝑚−1+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))3

Γ(4 − 3𝛽 (𝑚 − 𝛼)) (𝑡 − 𝑡0)3(1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) , . . . ,

∥𝐺𝑝 (𝑦) −𝐺𝑝 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤
(𝑚 + 1)𝑝𝐶𝑝2 (𝑇 − 𝑡0)𝑝 (𝑚−1+𝛼+𝛽 (𝑚−𝛼 ) )Γ(1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))𝑝

Γ(1 + 𝑝 (1 − 𝛽 (𝑚 − 𝛼))) (𝑡 − 𝑡0)𝑝 (1−𝛽 (𝑚−𝛼 ) ) ∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑡 ;Z)

при всех 𝑝 ∈ N. Таким образом, при достаточно большом 𝑝

∥𝐺𝑝 (𝑦) −𝐺𝑝 (𝑧)∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑇 ;Z) ≤
1
2
∥𝑦 − 𝑧∥𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑇 ;Z)

и оператор 𝐺𝑝 , а значит и оператор 𝐺 имеет единственную неподвижную точку 𝑧 в пространстве
𝐶𝛼,𝛽 (𝑡0,𝑇 ;Z). По лемме 3.2 она является единственным решением задачи (14), (15) на отрезке [𝑡0,𝑇 ].

5. Приложение к исследованию системы обыкновенных дифференциальных уравнений.
Рассмотрим задачу типа Коши

𝐷𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )𝑣𝑙 (0) = 𝑣𝑙𝑘 , 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, (16)

для системы уравнений

𝐷𝛼,𝛽𝑣1 (𝑡) =
𝑛∑
𝑝=1

𝑎1𝑝𝑣𝑝 (𝑡) + 𝑓1 (𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑣1 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑣2 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑣𝑛 (𝑡)),

𝐷𝛼,𝛽𝑣2 (𝑡) =
𝑛∑
𝑝=1

𝑎2𝑝𝑣𝑝 (𝑡) + 𝑓2 (𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑣1 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑣2 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑣𝑛 (𝑡)),

. . . ,

𝐷𝛼,𝛽𝑣𝑛 (𝑡) =
𝑛∑
𝑝=1

𝑎𝑛𝑝𝑣𝑝 (𝑡) + 𝑓𝑛 (𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑣1 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽𝑣2 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽𝑣𝑛 (𝑡)),

(17)

где𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑟 ∈ N0, 𝐷𝛾 — дробные производные Римана — Лиувилля, 𝐷𝛾,𝛽 — дробные
производные Хилфера, 𝑎𝑙𝑝 ∈ C, 𝑙, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 : [0,𝑇 ] × R(𝑚+𝑟 )𝑛 → R. Возьмём Z = R𝑛,
действие оператора 𝐴 ∈ L(R𝑛) задается матрицей 𝐴 = ∥𝑎𝑙𝑝 ∥𝑛𝑙,𝑝=1.

Докажем следующее утверждение.
Теорема 5.1. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑣𝑙𝑘 ∈ R, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝑎𝑙𝑝 ∈ C, 𝑙, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑛,

функции 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 ∈ 𝐶1 ( [0,𝑇 ] × R(𝑚+𝑟 )𝑛 ;R) имеют ограниченные частные производные первого порядка.
Тогда задача (16), (17) имеет единственное решение на [0,𝑇 ].
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Доказательство.Представим задачу (16), (17) в виде (14), (15) приZ = R𝑛 ,𝐴 ∈ L(Z), 𝑥𝑘 = (𝑣1𝑘 , 𝑣2𝑘 , . . . , 𝑣𝑛𝑘 ),
𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1. Нелинейный оператор имеет вид

𝐵(𝑡, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧 (𝑚+𝑟 )𝑛) = (𝑓1 (𝑡, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧 (𝑚+𝑟 )𝑛), . . . , 𝑓𝑛 (𝑡, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧 (𝑚+𝑟 )𝑛)) .

В силу ограниченности производных функций 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 оператор 𝐵 липшицев. По теореме 4.1 получаем
требуемое.

6. Приложение к исследованию интегро-дифференциальной системы уравнений. Пусть Ω —
измеримое множество из R𝑑 . Рассмотрим задачу типа Коши

𝐷
𝑘−(1−𝛽 ) (𝑚−𝛼 )
𝑡 𝑣𝑙 (𝜉, 0) = 𝑣𝑙𝑘 (𝜉), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, (18)

для системы уравнений

𝐷
𝛼,𝛽

𝑡 𝑣1 (𝜉, 𝑡) =
𝑛∑
𝑝=1

∫
Ω

𝑘1𝑝 (𝜉, 𝜂)𝑣𝑝 (𝜂, 𝑡)𝑑𝜂 + 𝑓1 (𝑡, 𝜉, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽
𝑡 𝑣1 (𝜉, 𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽

𝑡 𝑣𝑛 (𝜉, 𝑡)),

𝐷
𝛼,𝛽

𝑡 𝑣2 (𝜉, 𝑡) =
𝑛∑
𝑝=1

∫
Ω

𝑘2𝑝 (𝜉, 𝜂)𝑣𝑝 (𝜂, 𝑡)𝑑𝜂 + 𝑓2 (𝑡, 𝜉, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽
𝑡 𝑣1 (𝜉, 𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽

𝑡 𝑣𝑛 (𝜉, 𝑡)),

. . . ,

𝐷
𝛼,𝛽

𝑡 𝑣𝑛 (𝜉, 𝑡) =
𝑛∑
𝑝=1

∫
Ω

𝑘𝑛𝑝 (𝜉, 𝜂)𝑣𝑝 (𝜂, 𝑡)𝑑𝜂 + 𝑓𝑛 (𝑡, 𝜉, 𝐷𝛼−𝑚−𝑟,𝛽
𝑡 𝑣1 (𝜉, 𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1,𝛽

𝑡 𝑣𝑛 (𝜉, 𝑡)),

(19)

где𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑟 ∈ N0, 𝐷
𝛾

𝑡 — производные Римана — Лиувилля по переменной 𝑡 , 𝐷𝛾,𝛽𝑡 —
производные Хилфера по 𝑡 , 𝑘𝑙𝑝 ∈ 𝐿2 (Ω×Ω), 𝑙, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 : [0,𝑇 ] ×Ω×R(𝑚+𝑟 )𝑛 → R. Возьмём
Z = 𝐿2 (Ω)𝑛, действие оператора 𝐴 ∈ L(𝐿2 (Ω)𝑛) задается операторной матрицей 𝐴 = ∥𝐾𝑙𝑝 ∥𝑛𝑙,𝑝=1, где

𝐾𝑙𝑝𝑢 (𝜉) :=
∫
Ω

𝑘𝑙𝑝 (𝜉, 𝜂)𝑢 (𝜂)𝑑𝜂.

Теорема 5.1. Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 0 ≤ 𝛽 ≤ 1, 𝑣𝑙,𝑘 ∈ 𝐿2 (Ω), 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝑘𝑙,𝑟 ∈ 𝐿2 (Ω × Ω),
𝑙, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛, функции 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 ∈ 𝐶1 ( [0,𝑇 ] × R𝑚𝑛 ;R) ограничены и имеют ограниченные частные
производные первого порядка. Тогда задача (18), (19) имеет единственное решение на [0,𝑇 ] × Ω.
Доказательство. Задача (18), (19) имеет вид (14), (15) при Z = 𝐿2 (Ω)𝑛 , 𝑥𝑘 = (𝑣1𝑘 , 𝑣2𝑘 , . . . , 𝑣𝑛𝑘 ), 𝑘 =

0, 1, . . . ,𝑚 − 1. Нелинейный оператор

𝐵(𝑡, ·, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧 (𝑚+𝑟 )𝑛) = (𝑓1 (𝑡, ·, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧 (𝑚+𝑟 )𝑛), . . . , 𝑓𝑛 (𝑡, ·, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧 (𝑚+𝑟 )𝑛))

действует из 𝐿2 (Ω)𝑛 в 𝐿2 (Ω) в силу ограниченности функций 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛 и удовлетворяют условиям Лип-
шица, так как ограничены все их первые частные производные. По теореме 4.1 существует единственное
решение на [0,𝑇 ] × Ω.
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