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Аннотация. Исследована групповая структура уравнения Геана – Пу дробного порядка по переменной цены
базового актива, представляющего собой одну из моделей динамики ценообразования опционов с учетом транзакци-
онных издержек. Осуществлен поиск непрерывных групп линейно-автономных преобразований эквивалентности.
Найденные преобразования эквивалентности использованы при построении групповой классификации (в рамках
линейно-автономных преобразований) рассматриваемого уравнения с нелинейной функцией в правой части
уравнения в качестве свободного элемента. В случае ненулевой безрисковой ставки показано, что возможны два
случая допускаемых групп линейно-автономных преобразований изучаемого уравнения: двумерная в случае
специального вида свободного элемента и одномерная в остальных случаях. Если же безрисковая ставка равна нулю,
имеется четыре варианта допускаемой группы, которая может быть двумерной, трехмерной или четырехмерной. В
дальнейшем предполагается использование полученной групповой классификации при вычислении инвариантных
решений и законов сохранения исследуемой модели.
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Abstract.We study the group structure of the Guéant – Pu equation of the fractional-order with respect to the price of the
underlying asset variable. It is one of the models of the dynamics of options pricing, taking into account transaction costs. The
search for continuous groups of linear-autonomous equivalence transformations is carried out. The equivalence transformations
found are used in constructing a group classification (within the framework of linear-autonomous transformations) of the
equation under consideration with a nonlinear function in the right side of the equation as a free element. In the case of a
nonzero risk-free rate, it is shown that two cases of Lie algebras of the equation under study are possible: two-dimensional in
the case of a special type of free element and one-dimensional in the remaining cases. If the risk-free rate is zero, there are four
variants of the Lie algebra, which can be two-dimensional, three-dimensional or four-dimensional. In the future, we assume to
use the obtained group classification in calculating invariant solutions and conservation laws of the model under study.
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1. Введение. Уравнение Геана – Пу

𝜃𝑡 = 𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝜃𝑆 −
𝜎2

2
𝜃𝑆𝑆 −

1
2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝜃𝑆 − 𝑞)2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞) (1)

моделирует динамику ценообразования опционов с учетом транзакционных издержек и влияния
операций на рынок [5, 6]. Здесь 𝑟 ∈ R – безрисковая ставка, 𝛾 ∈ R — абсолютный параметр неприятия
риска, 𝜎 > 0 — волатильность, 𝜇 ∈ R – прогноз тренда, ожидаемая доходность базового актива. Цена
безразличия колл-опциона 𝜃 = 𝜃 (𝑡, 𝑆, 𝑞) зависит от времени 𝑡 , цены базового актива 𝑆 , доли количества
акций в хеджируемом портфеле 𝑞. В работах авторов ранее исследованы групповые свойства уравнения
(1) с функцией 𝐹 = 𝐹 (𝜃𝑞) [2, 12], а также в случае 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞) [9, 11]. Для уравнений с конкретными
функциями 𝐹 из полученных в этих работах групповых классификаций методами группового анализа
получены точные решения. Для модели Геана – Пу (1) с функцией 𝐹 = 𝑎(𝑡)𝜃𝑞 найдены семейства
операторов рекурсии [10].

В теорию финансовых рынков дробные производные введены для описания эредитарных свойств
моделируемых процессов [3, 7, 8]. В настоящей работе рассмотрено уравнение

𝜃𝑡 = 𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −
𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞) (2)

дробного порядка по переменной 𝑆 . С помощьюметодов, развитых в работах Р. К. Газизова, С.Ю. Лукащука
и А. А. Касаткина [1, 4] в данной работе изучаются линейно-автономные симметрии уравнения (2) при
𝛼 ∈ (0, 1). В §2 приведены предварительные сведения. Третий параграф содержит получение алгебр Ли
генераторов непрерывных групп линейно-автономных преобразований эквивалентности уравнения
(2). В четвертом параграфе начато получение групповой классификации (в смысле только линейно-
автономных преобразований) уравнения (2) в общем случае, в пятом – эта классификация получена
для случая нелинейных по 𝜃𝑞 функций 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞). При этом групповые классификации уравнения (2)
существенно различаются для случаев 𝑟 = 0 и 𝑟 ≠ 0.

2. Предварительные сведения. Пусть Z — банахово пространство, 𝑐,𝑇 ∈ R, 𝑐 < 𝑇 , определим
дробный интеграл Римана – Лиувилля порядка 𝛽 > 0 для функции 𝑓 : (𝑐,𝑇 ) → Z

𝐽
𝛽

𝑆
𝑓 (𝑆) :=

𝑆∫
𝑐

(𝑆 − 𝑠)𝛽−1

Γ(𝛽) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑆 ∈ (𝑐,𝑇 ),

и дробную производную Римана – Лиувилля порядка 𝛼 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛], 𝑛 ∈ N, 𝐷𝛼
𝑆
𝑓 (𝑆) := 𝐷𝑛

𝑆
𝐽𝑛−𝛼
𝑆

𝑓 (𝑆), где 𝐷𝑛
𝑆
–

производная целого порядка 𝑛.
Обобщенная формула Лейбница имеет вид

𝐷𝛼𝑆 (𝑓 (𝑆)𝑔(𝑆)) =
∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝑔(𝑆)𝐷𝑘𝑆 𝑓 (𝑆),

(
𝛼

𝑘

)
=

Γ(𝛼 + 1)
Γ(𝑘 + 1)Γ(𝛼 − 𝑘 + 1) .

Будем использовать функцию Миттаг – Леффлера 𝐸𝛼,𝛽 (𝑧) =
∞∑
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽) .

Решение уравнения 𝐷𝛼
𝑆
𝑦 (𝑆) − 𝜆𝑦 (𝑆) = 𝑓 (𝑆) имеет вид

𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 (𝑆 − 𝑐)𝛼−𝑘𝐸𝛼,𝛼−𝑘+1 (𝜆(𝑆 − 𝑐)𝛼 ) +
∫ 𝑆

𝑐

(𝑆 − 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼 (𝜆(𝑆 − 𝑠)𝛼 ) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛. (3)

В статье [1] получена формула продолжения по дробной производной Римана – Лиувилля и для
оператора 𝑋 = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑆 + 𝛽𝜕𝑞 + 𝜂𝜕𝜃 она принимает вид

𝜂𝛼 = 𝐷𝛼𝑆 (𝜂 − 𝜏𝜃𝑡 − 𝜉𝜃𝑆 − 𝛽𝜃𝑞) + 𝜏𝐷𝑡𝐷
𝛼
𝑆 𝜃 + 𝜉𝐷𝑆𝐷

𝛼
𝑆 𝜃 + 𝛽𝐷𝑞𝐷

𝛼
𝑆 𝜃 .

Перегруппируем слагаемые с учетом равенств 𝐷𝑆𝐷𝛼𝑆 = 𝐷𝛼+1
𝑆

и (𝜏𝜃 )𝑡 = 𝜏𝑡𝜃 + 𝜏𝜃𝑡 :

𝜂𝛼 = 𝐷𝛼𝑆 𝜂 + 𝜏𝐷
𝛼
𝑆 𝜃𝑡 − 𝐷

𝛼
𝑆 (𝜏𝜃𝑡 ) + 𝜉𝐷

𝛼+1
𝑆 𝜃 − 𝐷𝛼𝑆𝐷𝑆 (𝜉𝜃 ) + 𝐷

𝛼
𝑆 (𝜉𝑆𝜃 ) + 𝛽𝐷

𝛼
𝑆 𝜃𝑞 − 𝐷

𝛼
𝑆 (𝛽𝜃𝑞).
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Далее используем равенство 𝐷𝛼
𝑆
𝐷𝑆 𝑓 (𝑆) = 𝐷𝛼+1

𝑆
𝑓 (𝑆) − (𝑆 − 𝑐)−𝛼−1

Γ(−𝛼) 𝑓 (𝑐). Тогда с учетом условия 𝜉 (𝑐) = 0
получаем

𝜂𝛼 = 𝐷𝛼𝑆 𝜂 + 𝜏𝐷
𝛼
𝑆 𝜃𝑡 − 𝐷

𝛼
𝑆 (𝜏𝜃𝑡 ) + 𝜉𝐷

𝛼+1
𝑆 𝜃 − 𝐷𝛼+1

𝑆 (𝜉𝜃 ) + (𝜉𝜃 ) |𝑆=𝑐
(𝑆 − 𝑐)−𝛼−1

Γ(−𝛼) +

+ 𝐷𝛼𝑆 (𝜉𝑆𝜃 ) + 𝛽𝐷
𝛼
𝑆 𝜃𝑞 − 𝐷

𝛼
𝑆 (𝛽𝜃𝑞) =

= 𝐷𝛼𝑆 𝜂 −
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏 +

∞∑︁
𝑘=0

((
𝛼

𝑘

)
−

(
𝛼 + 1
𝑘 + 1

))
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝐷𝑘+1

𝑆 𝜉 −
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽.

Для оператора𝑋 в линейно-автономной форме [1, 4], т. е. при 𝜂 = 𝑝 (𝑡, 𝑆, 𝑞)𝜃 +𝑔(𝑡, 𝑆, 𝑞), 𝜏𝜃 = 0, 𝜉𝜃 = 0, 𝛽𝜃 = 0,

формула продолжения в силу обобщенной формулы Лейбница и равенства
(
𝛼 + 1
𝑘 + 1

)
=
𝛼 + 1
𝑘 + 1

(
𝛼

𝑘

)
принимает

вид

𝜂𝛼 = 𝐷𝛼𝑆𝑔 +
∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏 −

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽.

Для 𝜂𝛼+1 формула продолжения имеет вид

𝜂𝛼+1 = 𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 +

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼 − 1
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

−
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏 −

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽.

3. Генераторы непрерывных групп преобразований эквивалентности. Рассмотрим уравнение

𝜃𝑡 = 𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −
𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞), (4)

где 𝜃 = 𝜃 (𝑡, 𝑆, 𝑞), 𝛾𝜎 ≠ 0, 0 < 𝛼 < 1. Путем рассмотрения функции 𝐹 и ее производных как дополнительных
переменных производится поиск генераторов непрерывных групп преобразований эквивалентности.
Для учета того, от каких переменных зависит 𝐹 , вводятся дополнительные уравнения

𝐹𝑆 = 0, 𝐹𝑞 = 0, 𝐹𝜃 = 0, 𝐹𝜃𝑡 = 0, 𝐹𝜃𝑆 = 0, 𝐹𝐷𝛼
𝑆
𝜃 = 0. (5)

Уравнения (4) и (5) задают многообразие M. Порождающий группу оператор ищется в виде 𝑌 =

𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑆 + 𝛽𝜕𝑞 + 𝜂𝜕𝜃 + 𝜁 𝜕𝐹 , где 𝜏 , 𝜉 , 𝛽 , 𝜂 зависят от 𝑡 , 𝑆 , 𝑞, 𝜃 , а 𝜁 зависит от 𝑡 , 𝑆 , 𝑞, 𝜃 , 𝜃𝑡 , 𝜃𝑆 , 𝜃𝑞 , 𝐷𝛼𝑆 𝜃 .
Продолженный оператор имеет вид

𝑌𝛼+1 = 𝑌 + 𝜂𝑡 𝜕𝜃𝑡 + 𝜂𝛼 𝜕𝐷𝛼
𝑆
𝜃 + 𝜂𝛼+1𝜕𝐷𝛼+1

𝑆
𝜃 + 𝜂𝑞𝜕𝜃𝑞 + 𝜁 𝑡 𝜕𝐹𝑡 + 𝜁 𝑆 𝜕𝐹𝑆 + 𝜁𝑞𝜕𝐹𝑞 + 𝜁 𝜃 𝜕𝐹𝜃+

+ 𝜁 𝜃𝑡 𝜕𝐹𝜃𝑡 + 𝜁
𝜃𝑆 𝜕𝐹𝜃𝑆 + 𝜁 𝜃𝑞 𝜕𝐹𝜃𝑞 + 𝜁𝐷𝛼

𝑆
𝜃 𝜕𝐹𝐷𝛼

𝑆
𝜃
+ 𝜁𝐷𝛼+1

𝑆
𝜃 𝜕𝐹

𝐷𝛼+1
𝑆

𝜃
.

Его действие на (4), (5) дает уравнения

𝜂𝑡 − 𝑟𝜂 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝜂𝛼 + 𝜎
2

2
𝜂𝛼+1 − 𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2𝜏+

+ 𝛾𝜎𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞) (𝜂
𝛼 − 𝛽) − 𝜁 |M = 0, (6)

𝜁 𝑆 |M = 0, 𝜁𝑞 |M = 0, 𝜁 𝜃 |M = 0, 𝜁 𝜃𝑡 |M = 0, 𝜁 𝜃𝑆 |M = 0, 𝜁𝐷
𝛼
𝑆
𝜃 |M = 0. (7)

Операторы полной производной определяются как

𝐷𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝜃𝑡 𝜕𝜃 + . . . , 𝐷𝑆 = 𝜕𝑆 + 𝜃𝑆 𝜕𝜃 + 𝜃𝑆𝑆 𝜕𝜃𝑆 + . . . , 𝐷𝑞 = 𝜕𝑞 + 𝜃𝑞𝜕𝜃 + . . . ,
�̃�𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝐹𝑡 𝜕𝐹 + . . . , �̃�𝑆 = 𝜕𝑆 + 𝐹𝑆 𝜕𝐹 + . . . , �̃�𝑞 = 𝜕𝑞 + 𝐹𝑞𝜕𝐹 + . . . ,
�̃�𝜃 = 𝜕𝜃 + 𝐹𝜃 𝜕𝐹 + . . . , �̃�𝜃𝑡 = 𝜕𝜃𝑡 + 𝐹𝜃𝑡 𝜕𝐹 + . . . , �̃�𝜃𝑞 = 𝜕𝜃𝑞 + 𝐹𝜃𝑞 𝜕𝐹 + . . . ,
�̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃 = 𝜕𝐷𝛼

𝑆
𝜃 + 𝐹𝐷𝛼

𝑆
𝜃 𝜕𝐹 + . . . , �̃�𝜃𝑆 = 𝜕𝜃𝑆 + 𝐹𝜃𝑆 𝜕𝐹 + . . .
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Формулы продолжения для 𝜁 имеют вид

𝜁 𝑆 = �̃�𝑆𝜁 − 𝐹𝑡 �̃�𝑆𝜏 − 𝐹𝑆 �̃�𝑆𝜉 − 𝐹𝑞�̃�𝑆𝛽 − 𝐹𝜃 �̃�𝑆𝜂 − 𝐹𝜃𝑡 �̃�𝑆𝜂𝑡 − 𝐹𝜃𝑆 �̃�𝑆𝜂𝑆 − 𝐹𝜃𝑞 �̃�𝑆𝜂𝑞 − 𝐹𝐷𝛼
𝑆
𝜃 �̃�𝑆𝜂

𝛼 ,

𝜁𝑞 = �̃�𝑞𝜁 − 𝐹𝑡 �̃�𝑞𝜏 − 𝐹𝑆 �̃�𝑞𝜉 − 𝐹𝑞�̃�𝑞𝛽 − 𝐹𝜃 �̃�𝑞𝜂 − 𝐹𝜃𝑡 �̃�𝑞𝜂𝑡 − 𝐹𝜃𝑆 �̃�𝑞𝜂𝑆 − 𝐹𝜃𝑞 �̃�𝑞𝜂𝑞 − 𝐹𝐷𝛼
𝑆
𝜃 �̃�𝑞𝜂

𝛼 ,

𝜁 𝜃 = �̃�𝜃𝜁 − 𝐹𝑡 �̃�𝜃𝜏 − 𝐹𝑆 �̃�𝜃𝜉 − 𝐹𝑞�̃�𝜃𝛽 − 𝐹𝜃 �̃�𝜃𝜂 − 𝐹𝜃𝑡 �̃�𝜃𝜂𝑡 − 𝐹𝜃𝑆 �̃�𝜃𝜂𝑆 − 𝐹𝜃𝑞 �̃�𝜃𝜂𝑞 − 𝐹𝐷𝛼
𝑆
𝜃 �̃�𝜃𝜂

𝛼 ,

𝜁𝐷
𝛼
𝑆
𝜃 = �̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝜁 − 𝐹𝑡 �̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝜏 − 𝐹𝑆 �̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝜉 − 𝐹𝑞�̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝛽 − 𝐹𝜃 �̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝜂 − 𝐹𝐷𝛼

𝑆
𝜃 �̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝜂
𝛼 − 𝐹𝜃𝑡 �̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝜂
𝑡−

− 𝐹𝜃𝑆 �̃�𝐷𝛼
𝑆
𝜃𝜂
𝑆 − 𝐹𝜃𝑞 �̃�𝐷𝛼

𝑆
𝜃𝜂
𝑞,

𝜁 𝜃𝑡 = �̃�𝜃𝑡 𝜁 − 𝐹𝑡 �̃�𝜃𝑡𝜏 − 𝐹𝑆 �̃�𝜃𝑡 𝜉 − 𝐹𝑞�̃�𝜃𝑡 𝛽 − 𝐹𝜃 �̃�𝜃𝑡𝜂 − 𝐹𝜃𝑡 �̃�𝜃𝑡𝜂𝑡 − 𝐹𝜃𝑆 �̃�𝜃𝑡𝜂𝑆 − 𝐹𝜃𝑞 �̃�𝜃𝑡𝜂𝑞−
− 𝐹𝐷𝛼

𝑆
𝜃 �̃�𝜃𝑡𝜂

𝛼 ,

𝜁 𝜃𝑆 = �̃�𝜃𝑆𝜁 − 𝐹𝑡 �̃�𝜃𝑆𝜏 − 𝐹𝑆 �̃�𝜃𝑆 𝜉 − 𝐹𝑞�̃�𝜃𝑆 𝛽 − 𝐹𝜃 �̃�𝜃𝑆𝜂 − 𝐹𝜃𝑡 �̃�𝜃𝑆𝜂𝑡 − 𝐹𝜃𝑆 �̃�𝜃𝑆𝜂𝑆 − 𝐹𝜃𝑞 �̃�𝜃𝑆𝜂𝑞−
− 𝐹𝐷𝛼

𝑆
𝜃 �̃�𝜃𝑆𝜂

𝛼 .

Оператор 𝑌 будем искать в линейно-автономном виде:

𝜂 = 𝑝 (𝑡, 𝑆, 𝑞)𝜃 + 𝑔(𝑡, 𝑆, 𝑞), 𝜏𝜃 = 0, 𝜉𝜃 = 0, 𝛽𝜃 = 0.

Формулы продолжения 𝜂𝑡 , 𝜂𝑞 в таком случае имеют вид

𝜂𝑡 = 𝐷𝑡𝜂 − 𝜃𝑡𝐷𝑡𝜏 − 𝜃𝑆𝐷𝑡𝜉 − 𝜃𝑞𝐷𝑡𝛽 = 𝑝𝑡𝜃 + 𝑔𝑡 + 𝑝𝜃𝑡 − 𝜃𝑡𝜏𝑡 − 𝜃𝑆𝜉𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 ,
𝜂𝑞 = 𝐷𝑞𝜂 − 𝜃𝑡𝐷𝑞𝜏 − 𝜃𝑆𝐷𝑞𝜉 − 𝜃𝑞𝐷𝑞𝛽 = 𝑝𝑞𝜃 + 𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑡𝜏𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞 .

Тогда подстановка формул продолжения и (5) в (7) дает

𝜁𝑆 − 𝐹𝑡𝜏𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝜂
𝑞

𝑆
|M = 0, 𝜁𝑞 − 𝐹𝑡𝜏𝑞 − 𝐹𝜃𝑞𝜂

𝑞
𝑞 |M = 0, 𝜁𝜃 − 𝐹𝜃𝑞𝜂

𝑞

𝜃
|M = 0, 𝜁𝜃𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝜂

𝑞

𝜃𝑡
|M = 0,

𝜁𝜃𝑆 − 𝐹𝜃𝑞𝜂
𝑞

𝜃𝑆
|M = 0, 𝜁𝐷𝛼

𝑆
𝜃 − 𝐹𝜃𝑞𝜂

𝑞

𝐷𝛼
𝑆
𝜃
|M = 0.

После подстановки формулы для 𝜂𝑞 отсюда получаем

𝜁𝑆 − 𝐹𝑡𝜏𝑆 − 𝐹𝜃𝑞 (𝑝𝑆𝑞𝜃 + 𝑔𝑆𝑞 + (𝑝𝑆 − 𝛽𝑆𝑞)𝜃𝑞 − 𝜉𝑆𝑞𝜃𝑆−

−𝜏𝑆𝑞
(
𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹
))

= 0,

𝜁𝑞 − 𝐹𝑡𝜏𝑞 − 𝐹𝜃𝑞 (𝑝𝑞𝑞𝜃 + 𝑔𝑞𝑞 + (𝑝𝑞 − 𝛽𝑞𝑞)𝜃𝑞 − 𝜉𝑞𝑞𝜃𝑆−

−𝜏𝑞𝑞
(
𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹
))

= 0,

𝜁𝜃 − 𝐹𝜃𝑞𝑝𝑞 = 0, 𝜁𝜃𝑡 + 𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞 = 0, 𝜁𝜃𝑆 + 𝐹𝜃𝑞𝜉𝑞 = 0, 𝜁𝐷𝛼
𝑆
𝜃 = 0.

Разделение переменных в этих равенствах влечет уравнения

𝜏𝑆 = 0, 𝜏𝑞 = 0, 𝑝𝑞 = 0, 𝜉𝑞 = 0, 𝑔𝑆𝑞 = 0, 𝑝𝑆 − 𝛽𝑆𝑞 = 0, 𝑔𝑞𝑞 = 0, 𝛽𝑞𝑞 = 0,
𝜁𝑆 = 0, 𝜁𝑞 = 0, 𝜁𝜃 = 0, 𝜁𝜃𝑡 = 0, 𝜁𝜃𝑆 = 0, 𝜁𝐷𝛼

𝑆
𝜃 = 0. (8)

Теперь подстановка формул продолжения в (6) дает

𝑝𝑡𝜃 + 𝑔𝑡 + 𝑝𝜃𝑡 − 𝜃𝑡𝜏𝑡 − 𝜃𝑆𝜉𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑝𝜃 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉+

+ 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝜇
∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
− 𝜇

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏−

− 𝜇
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 +

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 + 𝜎

2

2

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼 − 1
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

− 𝜎2

2

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏 −

𝜎2

2

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 −

𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2𝜏+

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)
(
𝐷𝛼𝑆𝑔 +

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏−

−
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 − 𝛽

)
− 𝜁 |M =
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= (𝑝 − 𝜏𝑡 )
(
𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹
)
+

+ 𝑝𝑡𝜃 + 𝑔𝑡 − 𝜃𝑆𝜉𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑝𝜃 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉+

+ 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝜇
∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

− 𝜇
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 +

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 + 𝜎

2

2

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼 − 1
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

− 𝜎2

2

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 −

𝑟𝜏

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2+

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)
(
𝐷𝛼𝑆𝑔 +

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

−
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 − 𝛽

)
− 𝜁 = 0. (9)

Дифференцируем полученное уравнение по переменным 𝐷𝛼+1
𝑆

𝜃 , 𝐷𝛼
𝑆
𝜃𝑞 , 𝜃𝑆 , 𝜃 и получаем 𝜉𝑡 = 0, 𝛽𝑆 = 0,

𝑝𝑡 = 𝑟𝜏𝑡 , 𝜏𝑡 = (𝛼 + 1)𝜉𝑆 . Последнее соотношение влечет равенства 𝜉𝑆𝑆 = 0, 𝜏𝑡𝑡 = 0, так как 𝜏𝑆 = 0 и 𝜉𝑡 = 0.
Используя равенство 𝑝𝑆 = 𝛽𝑆𝑞 из (8), получаем 𝑝𝑆 = 0. Итак,

𝜏𝑡𝑡 = 0, 𝜏𝑡 = (𝛼 + 1)𝜉𝑆 , 𝜉𝑡 = 0, 𝜉𝑆𝑆 = 0, 𝛽𝑆 = 0, 𝑝𝑡 = 𝑟𝜏𝑡 , 𝑝𝑆 = 0. (10)

Подстановка (10) в уравнение (9) дает

(𝑝 − 𝜏𝑡 )
(
(𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −

1
2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹
)
+

+ 𝑔𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝜇𝐷
𝛼
𝑆 𝜃 (𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 ) +

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔−

− 𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2𝜏 + 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)
(
𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝐷

𝛼
𝑆 𝜃 (𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 ) − 𝛽

)
− 𝜁 = 0. (11)

Расщепляем полученное уравнение (11) по переменной 𝐷𝛼
𝑆
𝜃 и получаем

(𝐷𝛼𝑆 𝜃 )
2 : −1

2
(𝑝 − 𝜏𝑡 ) −

𝑟

2
𝜏 + 𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 = 0, (12)

𝐷𝛼𝑆 𝜃 : (𝑝 − 𝜏𝑡 ) (−𝜇 + 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) ) + 𝜇 (𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 ) + 𝑟𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )𝜏+
+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆𝑔 − 𝛽 − 𝑞(𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 )) = 0, (13)

1 : (𝑝 − 𝜏𝑡 )
(
(𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 1

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) + 𝐹

)
+ 𝑔𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽+

+ 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 +
𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 − 𝑟

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )𝜏 − 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )

(
𝐷𝛼𝑆𝑔 − 𝛽

)
− 𝜁 = 0. (14)

При помощи равенства 𝜏𝑡 = (𝛼 +1)𝜉𝑆 из (10) получаем из (12) выражение 𝑝 = 𝑟𝜏 + (𝛼 −1)𝜉𝑆 . Интегрирование
уравнений 𝜏𝑡𝑡 = 0, 𝜉𝑆𝑆 = 0, 𝜏𝑡 = (𝛼 + 1)𝜉𝑆 , 𝜉𝑡 = 0 из (10) и 𝜉𝑞 = 0, 𝜏𝑞 = 0, 𝜏𝑆 = 0 из (8) при условии 𝜉 (𝑐) = 0
дает 𝜏 = (𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵, 𝜉 = 𝐴(𝑆 − 𝑐). Дифференцирование (14) по 𝜃𝑞 и 𝑞 дает 𝛽𝑡𝑞 = 0. Тогда интегрирование
𝛽𝑞𝑞 из (8) и 𝛽𝑆 = 0 (10) дает 𝛽 = 𝐸𝑞 + 𝐿(𝑡). Дифференцирование (13) по 𝑆 с подстановкой 𝜉𝑆𝑆 = 0, 𝛽𝑆 = 0,
𝑝𝑆 = 0 из (10) и 𝜏𝑆 = 0 из (8) дает равенство 𝐷𝑆𝐷𝛼𝑆𝑔 = 𝐷𝛼+1

𝑆
𝑔 = 0. Следовательно, 𝐷𝛼

𝑆
𝑔 = 𝑀 (𝑡, 𝑞) и формула

(3) решения дифференциального уравнения дает

𝑔 = 𝐻 (𝑡, 𝑞) (𝑆 − 𝑐)𝛼−1 +𝑀 (𝑡, 𝑞) (𝑆 − 𝑐)
𝛼

Γ(𝛼 + 1) .

Ввиду 𝑔𝑞𝑞 = 0, 𝑔𝑆𝑞 = 0 из (8) получаем𝑀𝑞 = 0, 𝐻𝑞 = 0. Таким образом,

𝜏 = 𝐴(𝛼 + 1)𝑡 + 𝐵, 𝜉 = 𝐴(𝑆 − 𝑐), 𝛽 = 𝐸𝑞 + 𝐿(𝑡), (15)

𝑝 = 𝑟𝐵 +𝐴(𝑟 (𝛼 + 1)𝑡 + (𝛼 − 1)), 𝑔 = 𝐻 (𝑡) (𝑆 − 𝑐)𝛼−1 +𝑀 (𝑡) (𝑆 − 𝑐)
𝛼

Γ(𝛼 + 1) . (16)

Подставляя эти равенства в (13), получаем

𝜇𝐴 + 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝑀 (𝑡) − 𝐸𝑞 − 𝐿(𝑡) − 𝑞𝐴 + 𝑟𝑞((𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵)) = 0.
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Его дифференцирование по 𝑞 дает 𝐸 = −𝐴 + 𝑟𝐵 + 𝑟 (𝛼 + 1)𝐴𝑡 , поэтому 𝑟𝐴 = 0. Следовательно,

𝑀 (𝑡) = 𝐿(𝑡) − 𝜇𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 , 𝑟𝐴 = 0, 𝐸 = −𝐴 + 𝑟𝐵. (17)

Подстановка (15)–(17) в (14) дает

1 : (𝑟𝐵 − 2𝐴)
(
(𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 1

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) + 𝐹

)
+ 𝐻𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1 +𝑀𝑡

(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) − 𝜃𝑞𝐿𝑡−

− 𝑟𝐻 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1 − 𝑟𝑀 (𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) − 𝜇 (𝐸𝑞 + 𝐿) + 𝑟𝑆 (𝐸𝑞 + 𝐿) + 𝜇𝑀+

− 𝑟𝐵

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) − 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝑀 − 𝐸𝑞 − 𝐿) − 𝜁 = 0.

Расщепляем это уравнение по переменным 𝑞, 𝑆 и получаем с учетом последнего равенства в (17)

(𝑆 − 𝑐)𝛼−1 : 𝐻𝑡 − 𝑟𝐻 = 0,
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) : 𝑀𝑡 − 𝑟𝑀 = 0, 𝑆 : 𝑟𝐿 = 0, (18)

1 : (𝑟𝐵 − 2𝐴)𝐹 − 𝜃𝑞𝐿𝑡 − 𝜇𝐿 − 𝜁 + 𝜇𝑀 = 0. (19)

Решение уравнения на 𝐻 в (18) есть 𝐻 = 𝐻0𝑒
𝑟𝑡 . Подстановка (17) в уравнение на 𝑀 (18) дает уравнение

𝐿𝑡 − 𝑟𝐿 = 0 и с учетом 𝑟𝐿 = 0 получаем 𝐿𝑡 = 0. Тогда вместе с подстановкой (17) в (19) получаем

𝐻 = 𝐻0𝑒
𝑟𝑡 , 𝐿 = 𝐿0, 𝑟𝐿0 = 0, 𝜁 = (𝑟𝐵 − 2𝐴)𝐹 − 𝜇2𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 . (20)

Теперь подставляем (17), (20) в (15), (16) и получаем равенства

𝜏 = 𝐴(𝛼 + 1)𝑡 + 𝐵, 𝜉 = 𝐴(𝑆 − 𝑐), 𝛽 = (𝑟𝐵 −𝐴)𝑞 + 𝐿0,

𝑝 = 𝑟𝐵 +𝐴(𝛼 − 1), 𝑔 = 𝐻0𝑒
𝑟𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1 + (𝑆 − 𝑐)𝛼

Γ(𝛼 + 1)

(
𝐿0 −

𝜇𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2

)
.

Если 𝑟 ≠ 0, то из (17) и (20) получаем, что 𝐴 = 0, 𝐿0 = 0, и тогда получаем утверждение.
Теорема 3.1. Aлгебра Ли генераторов непрерывных групп линейно-автономных преобразований эквива-

лентности уравнения (4) при 𝑟 ≠ 0 порождается операторами

𝑌1 = 𝜕𝑡 + 𝑟𝑞𝜕𝑞 + 𝑟𝜃 𝜕𝜃 + 𝑟𝐹 𝜕𝐹 , 𝑌2 = 𝑒
𝑟𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 .

Если 𝑟 = 0, то получаем теорему.
Теорема 3.2. Aлгебра Ли генераторов непрерывных групп линейно-автономных преобразований эквива-

лентности уравнения (4) при 𝑟 = 0 порождается операторами

𝑌1 = 𝜕𝑡 , 𝑌2 = (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 , 𝑌3 = 𝜕𝑞 +
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) 𝜕𝜃 ,

𝑌4 = (𝛼 + 1)𝜕𝑡 + (𝑆 − 𝑐)𝜕𝑆 − 𝑞𝜕𝑞 +
(
(𝛼 − 1)𝜃 − 𝜇 (𝑆 − 𝑐)𝛼

𝛾𝜎2Γ(𝛼 + 1)

)
𝜕𝜃 −

(
2𝐹 + 𝜇2

𝛾𝜎2

)
𝜕𝐹 .

4. Групповая классификация. Для уравнения

𝜃𝑡 = 𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −
𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞), (21)

при 𝜃 = 𝜃 (𝑡, 𝑆, 𝑞), 𝛾𝜎 ≠ 0, 0 < 𝛼 < 1, будем искать генераторы групп Ли линейно-автономных преобразо-
ваний в виде 𝑋 = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑆 + 𝛽𝜕𝑞 + 𝜂𝜕𝜃 , где 𝜏 , 𝜉 , 𝛽 , 𝜂 зависят от 𝑡 , 𝑆 , 𝑞, 𝜃 . Продолженный оператор имеет
вид

𝑋𝛼+1 = 𝑋 + 𝜂𝑡 𝜕𝜃𝑡 + 𝜂𝛼 𝜕𝐷𝛼
𝑆
𝜃 + 𝜂𝛼+1𝜕𝐷𝛼+1

𝑆
𝜃 + 𝜂𝑞𝜕𝜃𝑞 .

Его действие на уравнение (21) дает равенство

𝜂𝑡 − 𝑟𝜂 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝜂𝛼 + 𝜎
2

2
𝜂𝛼+1 − 𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2𝜏+

+ 𝛾𝜎𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞) (𝜂
𝛼 − 𝛽) − 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞𝜂𝑞 |N = 0,
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гдеN — алгебраическое многообразие в расширенном пространстве переменных, задаваемое уравнением
(21). Отсюда с помощью формул продолжения получаем

𝑝𝑡𝜃 + 𝑔𝑡 + 𝑝𝜃𝑡 − 𝜃𝑡𝜏𝑡 − 𝜃𝑆𝜉𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑝𝜃 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉+

+ 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝜇
∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
− 𝜇

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏−

− 𝜇
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 +

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 + 𝜎

2

2

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼 − 1
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

− 𝜎2

2

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏 −

𝜎2

2

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 −

𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2𝜏+

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)
(
𝐷𝛼𝑆𝑔 +

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏−

−
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 − 𝛽

)
− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞 (𝑝𝑞𝜃 + 𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑡𝜏𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) |N = 0.

Переходим на многообразие N :

(𝑝 − 𝜏𝑡 + 𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞)
(
𝑟𝜃 + (𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹
)
+

+ 𝑝𝑡𝜃 + 𝑔𝑡 − 𝜃𝑆𝜉𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑝𝜃 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉+

+ 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝜇
∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
− 𝜇

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏−

− 𝜇
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 +

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 + 𝜎

2

2

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼 − 1
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

− 𝜎2

2

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏 −

𝜎2

2

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼 + 1
𝑘

)
𝐷𝛼+1−𝑘
𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 −

𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2𝜏+

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)
(
𝐷𝛼𝑆𝑔 +

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃

(
𝐷𝑘𝑆𝑝 +

𝑘 − 𝛼
𝑘 + 1

𝐷𝑘+1
𝑆 𝜉

)
−

∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑡𝐷

𝑘
𝑆𝜏−

−
∞∑︁
𝑘=1

(
𝛼

𝑘

)
𝐷𝛼−𝑘𝑆 𝜃𝑞𝐷

𝑘
𝑆 𝛽 − 𝛽

)
− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞 (𝑝𝑞𝜃 + 𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑆𝜉𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0. (22)

Дифференцируем полученное уравнение (22) по 𝐷𝛼
𝑆
𝜃𝑡 , 𝐷𝛼𝑆 𝜃𝑞 , 𝐷

𝛼+1
𝑆

𝜃 , 𝜃 , 𝜃𝑆 и получаем 𝜏𝑆 = 0, 𝛽𝑆 = 0,
𝜏𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞 = (𝛼 + 1)𝜉𝑆 , 𝑟 (𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞 − 𝜏𝑡 ) + 𝑝𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝑝𝑞 = 0, 𝜉𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝜉𝑞 = 0. Из 𝜏𝑆 = 0 и 𝜏𝑡 − 𝜏𝑞𝐹𝜃𝑞 = (𝛼 + 1)𝜉𝑆
получаем 𝜉𝑆𝑆 = 0. Далее, дифференцируя (22) последовательно по 𝐷𝛼

𝑆
𝜃 и 𝐷𝛼−1

𝑆
𝜃 , получаем равенство

𝑝𝑆 + 1−𝛼
2 𝜉𝑆𝑆 = 𝑝𝑆 = 0. Следовательно,

𝜏𝑆 = 0, 𝜉𝑆𝑆 = 0, 𝛽𝑆 = 0, 𝑝𝑆 = 0, 𝜏𝑡 − 𝜏𝑞𝐹𝜃𝑞 = (𝛼 + 1)𝜉𝑆 , 𝜉𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝜉𝑞 = 0, (23)

𝑟 (𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞 − 𝜏𝑡 ) + 𝑝𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝑝𝑞 = 0.

Подстановка равенств (23) в (22) дает

(𝑝 − (𝛼 + 1)𝜉𝑆 )
(
(𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −

1
2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹
)
+ 𝑔𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽+

+ 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝜇𝐷
𝛼
𝑆 𝜃 (𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 ) +

𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 − 𝑟

2
𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2𝜏+

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)
(
𝐷𝛼𝑆𝑔 + 𝐷

𝛼
𝑆 𝜃 (𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 ) − 𝛽

)
− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞 (𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0. (24)
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Расщепляя уравнение (24), получим

(𝐷𝛼𝑆 𝜃 )
2 : −𝑟𝜏 + 𝑝 + (1 − 𝛼)𝜉𝑆 = 0, (25)

𝐷𝛼𝑆 𝜃 : (𝑝 − (𝛼 + 1)𝜉𝑆 ) (−𝜇 + 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) ) + 𝜇 (𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 ) + 𝑟𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )𝜏+ (26)

+ 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )
(
𝐷𝛼𝑆𝑔 − 𝛽 − 𝑞 (𝑝 − 𝛼𝜉𝑆 )

)
= 0,

1 : (𝑝 − (𝛼 + 1)𝜉𝑆 )
(
(𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 1

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) + 𝐹

)
+ 𝑔𝑡 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑔 − 𝜇𝛽+ (27)

+ 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝜉 + 𝜇𝐷𝛼𝑆𝑔 +
𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝑔 − 𝑟

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )𝜏 − 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐷𝛼𝑆𝑔 − 𝛽)−

− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞 (𝑔𝑞 + 𝑝𝜃𝑞 − 𝜃𝑞𝛽𝑞) = 0.

Из (25) получаем 𝑝 = 𝑟𝜏 + (𝛼 − 1)𝜉𝑆 .
Интегрирование уравнения 𝜉𝑆𝑆 = 0 из (23) при условии 𝜉 (𝑐) = 0 дает 𝜉 = 𝐴(𝑡, 𝑞) (𝑆 − 𝑐). Следовательно,

из (23) получаем

𝜉 = 𝐴(𝑡, 𝑞) (𝑆 − 𝑐), 𝑝 = 𝑟𝜏 + (𝛼 − 1)𝐴(𝑡, 𝑞), 𝜏𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞 = (𝛼 + 1)𝐴(𝑡, 𝑞), 𝐴𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝐴𝑞 = 0. (28)

Подстановка 𝜉 и 𝑝 из (28) в (26) дает равенство 𝜇𝐴 + 𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )
(
𝐷𝛼
𝑆
𝑔 − 𝛽 + 𝑟𝜏𝑞 − 𝑞𝐴

)
= 0. Отсюда

𝐷𝛼𝑆𝑔 = 𝛽 + 𝑞(𝐴 − 𝑟𝜏) − 𝜇𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 .

Его общее решение по формуле (3) имеет вид

𝑔 =
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1)

(
𝛽 + 𝑞(𝐴 − 𝑟𝜏) − 𝜇𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2

)
+𝑀 (𝑡, 𝑞) (𝑆 − 𝑐)𝛼−1. (29)

Подстановка полученных 𝑔 из (29), 𝑝 и 𝜉 из (28) в (27) приводит к уравнению

(𝑟𝜏 − 2𝐴)
(
(𝜇 − 𝑟𝑆)𝑞 − 1

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) + 𝐹

)
− 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝜇𝛽+

+ (𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1)

(
𝛽𝑡 + 𝑞(𝐴𝑡 − 𝑟𝜏𝑡 ) −

𝜇 (𝐴𝑡 + 𝑟𝐴)𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )
𝛾𝜎2

)
+𝑀𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1+

+ (𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1)

(
−𝑟𝛽 − 𝑟𝑞(𝐴 − 𝑟𝜏) + 𝑟 𝜇𝐴𝑒

𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2

)
− 𝑟𝑀 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1 + 𝑟𝑆𝛽 + 𝑟𝑞𝐴(𝑆 − 𝑐) + 𝜇𝛽+

+ 𝜇𝑞(𝐴 − 𝑟𝜏) − 𝜇2𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 − 𝑟

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )𝜏 − 𝑞𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )

(
𝑞(𝐴 − 𝑟𝜏) − 𝜇𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2

)
−

− 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞

(
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1)

(
𝛽𝑞 +𝐴 − 𝑟𝜏 + 𝑞(𝐴𝑞 − 𝑟𝜏𝑞) −

𝜇𝐴𝑞𝑒
𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2

)
−

+𝑀𝑞 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1 + 𝜃𝑞 (𝑟𝜏 + (𝛼 − 1)𝐴 − 𝛽𝑞)
)
= 0. (30)

Расщепляем (30) по 𝑆 и получаем

(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) : 𝛽𝑡 + 𝑞(𝐴𝑡 − 𝑟𝜏𝑡 ) −

𝜇𝐴𝑡𝑒
𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 − 𝑟𝛽 − 𝑟𝑞(𝐴 − 𝑟𝜏)−

− 𝐹𝜃𝑞

(
𝛽𝑞 +𝐴 − 𝑟𝜏 + 𝑞(𝐴𝑞 − 𝑟𝜏𝑞) −

𝜇𝐴𝑞𝑒
𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2

)
= 0,

(𝑆 − 𝑐)𝛼−1 : 𝑀𝑡 − 𝑟𝑀 − 𝐹𝜃𝑞𝑀𝑞 = 0,

𝑆 : −𝑟𝑞(𝑟𝜏 − 2𝐴) + 𝑟𝛽 + 𝑟𝑞𝐴 = 0,

1 : (𝑟𝜏 − 2𝐴)
(
𝜇𝑞 − 1

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) + 𝐹

)
− 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝜇𝛽 − 𝑟𝑞𝐴𝑐 + 𝜇𝛽 + 𝜇𝑞(𝐴 − 𝑟𝜏) − 𝜇2𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 −

− 𝑟

2
𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 )𝜏 − 𝑞2𝛾𝜎2𝑒𝑟 (𝑇−𝑡 ) (𝐴 − 𝑟𝜏) + 𝜇𝑞𝐴 − 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞

(
𝑟𝜏 + (𝛼 − 1)𝐴 − 𝛽𝑞

)
𝜃𝑞 = 0.
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Сокращение с использованием равенств 𝐴𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝐴𝑞 = 0 и 𝜏𝑡 − 𝐹𝜃𝑞𝜏𝑞 = (𝛼 + 1)𝐴 из (28) дает

(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) : 𝛽𝑡 − 𝑟𝑞(𝛼 + 2)𝐴 − 𝑟𝛽 + 𝑟 2𝑞𝜏 − 𝐹𝜃𝑞

(
𝛽𝑞 +𝐴 − 𝑟𝜏

)
= 0, (31)

(𝑆 − 𝑐)𝛼−1 : 𝑀𝑡 − 𝑟𝑀 − 𝐹𝜃𝑞𝑀𝑞 = 0, (32)

𝑆 : −𝑟𝑞(𝑟𝜏 − 3𝐴) + 𝑟𝛽 = 0, (33)

1 : (𝑟𝜏 − 2𝐴)𝐹 − 𝜃𝑞𝛽𝑡 − 𝑟𝑞𝐴𝑐 −
𝜇2𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 − 𝐹𝑡𝜏 − 𝐹𝜃𝑞
(
𝑟𝜏 + (𝛼 − 1)𝐴 − 𝛽𝑞

)
𝜃𝑞 = 0. (34)

5. Предположение F𝜃q𝜃q ≠ 0. В предположении 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ≠ 0 из уравнений (28), (31), (32) получим, что

𝐴𝑡 = 0, 𝐴𝑞 = 0, 𝜏𝑞 = 0, 𝜏𝑡 = (𝛼 + 1)𝐴, 𝛽𝑞 = 𝑟𝜏 −𝐴, 𝑀𝑞 = 0, 𝑀𝑡 − 𝑟𝑀 = 0. (35)

Теперь дифференцируем (34) по 𝜃𝑞 и 𝑞 и получаем ввиду 𝜏𝑞 = 0, 𝐴𝑞 = 0, 𝛽𝑞𝑞 = 0 из (35) выражение
0 = 𝛽𝑡𝑞 = 𝑟𝜏𝑡 −𝐴𝑡 = 𝑟 (𝛼 + 1)𝐴, отсюда 𝑟𝐴 = 0. Интегрирование 𝜏𝑆 = 0 из (34), 𝜏𝑞 = 0, 𝜏𝑡 = (𝛼 + 1)𝐴 из (35) дает
𝜏 = (𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵. Интегрирование уравнений также дает 𝛽 = (𝑟𝐵 −𝐴)𝑞 + 𝐿(𝑡),𝑀 = 𝑀0𝑒

𝑟𝑡 . Тогда с учетом
(28) получаем

𝜏 = (𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵, 𝜉 = 𝐴(𝑆 − 𝑐), 𝛽 = (𝑟𝐵 −𝐴)𝑞 + 𝐿(𝑡), 𝑀 = 𝑀0𝑒
𝑟𝑡 , 𝑟𝐴 = 0. (36)

Подстановка этих равенств в выражения для 𝑝 (28) и 𝑔 (29) дает

𝑝 = 𝑟𝐵 + (𝛼 − 1)𝐴, 𝑔 =
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1)

(
𝐿(𝑡) − 𝜇𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2

)
+𝑀0𝑒

𝑟𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1. (37)

Подстановка (36) в равенства (31), (33) и (34) дает

𝐿𝑡 = 0, 𝑟𝐿 = 0, (𝑟𝐵 − 2𝐴)𝐹 − 𝜇2𝐴𝑒𝑟 (𝑡−𝑇 )

𝛾𝜎2 − 𝐹𝑡 ((𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵) − 𝛼𝐴𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 = 0. (38)

Если 𝑟 ≠ 0, то из (36), (38) получаем 𝐿 = 0, 𝐴 = 0. Их подстановка в (36)–(38) дает

𝜏 = 𝐵, 𝜉 = 0, 𝛽 = 𝑟𝐵𝑞, 𝑝 = 𝑟𝐵, 𝑔 = 𝑀0𝑒
𝑟𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1, 𝑟𝐵𝐹 − 𝐵𝐹𝑡 = 0.

Решение уравнения 𝑟𝐵𝐹 − 𝐵𝐹𝑡 = 0 при 𝐵 ≠ 0 имеет вид 𝐹 = 𝑒𝑟𝑡𝐺 (𝜃𝑞), 𝐺 ′′ ≠ 0. Если 𝐵 = 0, то получаем
случай произвольной функции.

Теорема 5.1. Алгебра Ли уравнения (21) при 𝑟 ≠ 0, 𝐹 = 𝑒𝑟𝑡𝐺 (𝜃𝑞), 𝐺 ′′ ≠ 0, порождается операторами

𝑋1 = 𝑒
𝑟𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 , 𝑋2 = 𝜕𝑡 + 𝑟𝑞𝜕𝑞 + 𝑟𝜃 𝜕𝜃 .

Алгебра Ли уравнения (21) при 𝑟 ≠ 0 и функции 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞), 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ≠ 0, не эквивалентной функции вида
𝑒𝑟𝑡𝐺 (𝜃𝑞), порождается оператором

𝑋1 = 𝑒
𝑟𝑡 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 .

Если 𝑟 = 0 то уравнения (36)–(38) принимают вид

𝜏 = (𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵, 𝜉 = 𝐴(𝑆 − 𝑐), 𝛽 = −𝐴𝑞 + 𝐿, 𝑝 = (𝛼 − 1)𝐴, (39)

𝑔 =
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1)

(
𝐿 − 𝜇𝐴

𝛾𝜎2

)
+𝑀0 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1, (40)

2𝐴𝐹 + 𝜇
2𝐴

𝛾𝜎2 + 𝐹𝑡 ((𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵) + 𝛼𝐴𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 = 0. (41)

Уравнение (41) является классифицирующим, рассмотрим его подробнее.
1. Если 𝐴 ≠ 0, то общее решение уравнения (41) имеет вид

𝐹 =
1

2𝐴
((𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵)− 2

𝛼+1 Φ(((𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵)− 𝛼
𝛼+1𝜃𝑞) −

𝜇2

2𝛾𝜎2 ,

гдеΦ—произвольная функция. При помощипреобразования эквивалентности, порождаемых оператором
𝑋2 = 𝜕𝑡 , получаем

𝐹 = 𝑡−
2

𝛼+1 Φ(𝑡− 𝛼
𝛼+1𝜃𝑞) −

𝜇2

2𝛾𝜎2 . (42)
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Подстановка этой функции в классифицирующее уравнение дает

2𝐴𝑡−
2

𝛼+1 Φ(𝑡− 𝛼
𝛼+1𝜃𝑞) − ((𝛼 + 1)𝐴𝑡 + 𝐵)

[
2

𝛼 + 1
𝑡−

2
𝛼+1 −1Φ(𝑡− 𝛼

𝛼+1𝜃𝑞) +
𝛼

𝛼 + 1
𝑡−

1
𝛼+1 −2Φ′ (𝑡− 𝛼

𝛼+1𝜃𝑞)𝜃𝑞
]
+

+ 𝛼𝐴𝑡− 1
𝛼+1 −1Φ′ (𝑡− 𝛼

𝛼+1𝜃𝑞)𝜃𝑞 = 0.

После сокращения и обозначения 𝑧 = 𝑡−
𝛼

𝛼+1𝜃𝑞 получаем 𝐵(2Φ(𝑧) + 𝛼𝑧Φ′ (𝑧)) = 0.
1.1. Если 𝐵 ≠ 0, решение этого уравнения имеет вид Φ(𝑧) = 𝐶𝑧− 2

𝛼 , т. е.

𝐹 = 𝐶𝜃
− 2

𝛼
𝑞 − 𝜇2

2𝛾𝜎2 .

1.2. Если 𝐵 = 0, то остается функция вида (42) при произвольном Φ, Φ′′ ≠ 0.
2. Если 𝐴 = 0, то получаем подстановкой в (39)–(41) равенства

𝜏 = 𝐵, 𝜉 = 0, 𝛽 = 𝐿, 𝑝 = 0, 𝑔 = 𝐿
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) +𝑀0 (𝑆 − 𝑐)𝛼−1, 𝐵𝐹𝑡 = 0.

2.1. Если 𝐵 ≠ 0, то получаем 𝐹 = 𝐹 (𝜃𝑞), 𝐹 ′′ ≠ 0.
2.2. Если 𝐵 = 0, то 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞) — произвольная функция, для которой 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ≠ 0.
Полученные результаты позволяют сформулировать следующую теорему о групповой классификации.
Теорема 5.2. 1. Алгебра Ли уравнения

𝜃𝑡 = 𝜇𝑞 − 𝜇𝐷𝛼𝑆 𝜃 −
𝜎2

2
𝐷𝛼+1
𝑆 𝜃 − 1

2
𝛾𝜎2 (𝐷𝛼𝑆 𝜃 − 𝑞)

2 + 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞) (43)

при 𝐹 = 𝐶𝜃
− 2

𝛼
𝑞 − 𝜇2

2𝛾𝜎2 порождается операторами

𝑋1 = 𝜕𝑡 , 𝑋2 = (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 , 𝑋3 = 𝜕𝑞 +
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) 𝜕𝜃 ,

𝑋4 = (𝛼 + 1)𝜕𝑡 + (𝑆 − 𝑐)𝜕𝑆 − 𝑞𝜕𝑞 +
(
(𝛼 − 1)𝜃 − 𝜇 (𝑆 − 𝑐)𝛼

𝛾𝜎2Γ(𝛼 + 1)

)
𝜕𝜃 .

2. Алгебра Ли уравнения (43) при функции 𝐹 = 𝑡−
2

𝛼+1 Φ(𝑡− 𝛼
𝛼+1𝜃𝑞) − 𝜇2

2𝛾𝜎2 , Φ′′ ≠ 0, не эквивалентной функции

вида 𝐶𝜃
− 2

𝛼
𝑞 − 𝜇2

2𝛾𝜎2 , порождается операторами

𝑋1 = (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 , 𝑋2 = 𝜕𝑞 +
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) 𝜕𝜃 ,

𝑋3 = (𝛼 + 1)𝜕𝑡 + (𝑆 − 𝑐)𝜕𝑆 − 𝑞𝜕𝑞 +
(
(𝛼 − 1)𝜃 − 𝜇 (𝑆 − 𝑐)𝛼

𝛾𝜎2Γ(𝛼 + 1)

)
𝜕𝜃 .

3. Алгебра Ли уравнения (43) при функции 𝐹 = 𝐹 (𝜃𝑞), 𝐹 ′′ ≠ 0, не эквивалентной функциям вида𝐶𝜃
− 2

𝛼
𝑞 − 𝜇2

2𝛾𝜎2 ,

𝑡−
2

𝛼+1 Φ(𝑡− 𝛼
𝛼+1𝜃𝑞) − 𝜇2

2𝛾𝜎2 , порождается операторами

𝑋1 = 𝜕𝑡 , 𝑋2 = (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 , 𝑋3 = 𝜕𝑞 +
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) 𝜕𝜃 .

4. Алгебра Ли уравнения (43) при функции 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝜃𝑞), 𝐹𝑡 ≠ 0, 𝐹𝜃𝑞𝜃𝑞 ≠ 0, не эквивалентной функциям вида

𝐶𝜃
− 2

𝛼
𝑞 − 𝜇2

2𝛾𝜎2 , 𝑡−
2

𝛼+1 Φ(𝑡− 𝛼
𝛼+1𝜃𝑞) − 𝜇2

2𝛾𝜎2 , порождается операторами

𝑋1 = (𝑆 − 𝑐)𝛼−1𝜕𝜃 , 𝑋2 = 𝜕𝑞 +
(𝑆 − 𝑐)𝛼
Γ(𝛼 + 1) 𝜕𝜃 .
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