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Аннотация. В счетно-нормированном пространстве гладких на единичной окружности функций рассматривается
оператор Теплица с гладким символом. Изучаются вопросы об ограниченности, нетеровости и обратимости таких
операторов. Вводятся понятия гладкой канонической вырожденной факторизации типа минус гладких функций и
связанной с ней локальной вырожденной канонической факторизации типа минус. Получены критерии в терминах
символа существования канонической вырожденной факторизации типа минус. Как и в классическом случае
оператора Теплица в пространствах суммируемых функций с винеровскими символами, нетеровость оператора
Теплица оказалась равносильной наличию гладкой вырожденной канонической факторизации типа минус его
символа. Устанавливается эквивалентность вырожденной канонической факторизуемости и аналогичной локальной
факторизуемости, что позволяет при исследовании вопросов обратимости пользоваться локализацией символа на
некоторых характерных дугах окружности. Получены соотношения, связывающие спектры некоторых операторов
Теплица в пространствах гладких и суммируемых функций. Дается описание резольвентного множества оператора
Теплица с гладким символом.
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1. Введение. Пусть 𝑁,𝑍, 𝑅,𝐶 – множества натуральных, целых, вещественных, комплексных чисел
соответственно, а

𝑍+ = { 𝑗 ∈ 𝑍 : 𝑗 ≥ 0} , 𝑍− = 𝑍\𝑍+, Γ = {𝑧 ∈ 𝐶 : |𝑧 | = 1} , 𝐷+ = {𝑧 ∈ 𝐶 : |𝑧 | < 1} , 𝐷− = {𝑧 ∈ 𝐶 : |𝑧 | > 1} .

Введем следующие множества функций, определенных на единичной окружности

𝐶𝑚 (Γ) =
{
𝜑 (𝜉) =

∑︁
𝑗∈𝑍

𝜑 𝑗𝜉
𝑗 , 𝜑 𝑗 ∈ 𝐶, 𝜉 ∈ Γ :

∑︁
𝑗∈𝑍

( | 𝑗 | + 1)2𝑚 ��𝜑 𝑗 ��2 < ∞
}
,𝑚 ∈ 𝑍+.

𝐶𝑚 (Γ) является гильбертовым пространством относительно поточечных линейных операций и нормы∑︁
𝑗

𝜑 𝑗𝜉
𝑗


𝑚

=

√︄∑︁
𝑗∈𝑍

( | 𝑗 | + 1)2𝑚 ��𝜑 𝑗 ��2.
При этом𝐶0 (Γ) = 𝐿2 (Γ) – гильбертово пространство измеримых суммируемых с квадратом на Γ-функций.
Пересечение

𝐶∞ (Γ) =
⋂
𝑚∈𝑍+

𝐶𝑚 (Γ)

является счетно-гильбертовым пространством функций, топология в котором задается при помощи
счетного набора норм ∥•∥𝑚 ,𝑚 ∈ 𝑍+. Формулами

𝑃±

(∑︁
𝑗∈𝑍

𝜑 𝑗𝜉
𝑗

)
=

∑︁
𝑗∈𝑍±

𝜑 𝑗𝜉
𝑗 ,

определим операторы проектирования 𝑃± и положим:

𝐶𝑚+ (Γ) = 𝑃+ (𝐶𝑚 (Γ)) ,𝐶∞
− (Γ) = 𝑃− (𝐶∞ (Γ)) ,𝐶𝑚− (Γ) = 𝐶 ⊕ 𝐶𝑚− (Γ) ,𝑚 ∈ 𝑍+

⋃
{∞} .

Для случая𝑚 = 0 будем использовать стандартные обозначения

𝐶0 (Γ) = 𝐿2 (Γ) , 𝐶0
± (Γ) = 𝐿±2 (Γ) .

Оператор
𝑇 (𝑎) =

��𝑃+𝑎 (𝜉)��
𝐼𝑚𝑃+ ,𝑇 (𝑎) : 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

называют оператором Теплица, а функцию 𝑎 (𝜉) называют символом этого оператора. В этой работе мы
будем предполагать, что 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ).

Оператору Теплица 𝑇 (𝑎) и родственным операторам посвящено большое число работ. Наиболее
полные результаты относительно этого оператора были получены в банаховых пространствах гель-
деровых и суммируемых функций. В этих пространствах для широкого класса символов построена
полная теория Нетера оператора 𝑇 (𝑎). Современное состояние теории оператора Теплица и подобных
операторов в случае банаховых пространств отражено в монографиях [1]-[4] и цитируемых там работах.
Оператор Теплица в случае счетно-нормированного пространства изучался в ряде исследований, многие
из которых цитируются в монографиях [4, 7, 8]. В этих работах были установлены критерии нетеровости и
обратимости. Однако критерий обратимости был получен в терминах, которые делали его практическое
применение весьма трудной задачей. Нами получен новый критерий обратимости оператора Теплица
в пространстве гладких функций, позволяющий дать описание спектра и резольвентного множества
рассматриваемого оператора. Приводятся утверждения о структуре этих множеств.

2. Вспомогательные результаты. Здесь мы формулируем некоторые вспомогательные понятия и
результаты, подробное изложение которых приведено в работах [4]-[6]. Введем следующие линейные
функционалы 𝜋𝑘 : 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶 , действующие по формуле

𝜋𝑘

(∑︁
𝑗∈𝑍+

𝜑 𝑗𝜉
𝑗

)
= 𝜑𝑘

и связанные с ними операторы проектирования

�̃�𝑘 : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ) , �̃�𝑘

(∑︁
𝑗∈𝑍+

𝜑 𝑗𝜉
𝑗

)
= 𝜑𝑘𝜉

𝑘 , 𝑘 ∈ 𝑍+.
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Оператору 𝐷 : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ) поставим в соответствие следующую матрицу:(
𝑑𝑘 𝑗

)
, 𝑑𝑘 𝑗 = 𝜋𝑘𝐷�̃� 𝑗 , (𝑘, 𝑗) ∈ 𝑍 2

+.

Лемма 1. Имеет место равенство 𝐷 =
∑
𝑘∈𝑍+ 𝜉

𝑘
∑
𝑗∈𝑍+ 𝑑𝑘 𝑗 , понимаемое в сильном смысле. Оператор

𝐷 : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ) ограничен тогда и только тогда, когда элементы матрицы
(
𝑑𝑘 𝑗

)
таковы, что для всех

(𝑘, 𝑗) ∈ 𝑍 2
+ по любому 𝑛 ∈ 𝑍+ найдутся 𝑐𝑛 > 0 и𝑚𝑛 ∈ 𝑍+ так, что��𝑑𝑘 𝑗 �� ≤ 𝑐𝑛 (𝑘 + 1)−𝑛 ( 𝑗 + 1)𝑚𝑛 .

Следствие. Для оператора Теплица

𝑇 (𝑎) : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ)

с символом
𝑎 (𝜉) =

∑︁
𝑗∈𝑍

𝑎 𝑗𝜉
𝑗 ∈ 𝐶∞ (Γ)

имеем 𝑑𝑘 𝑗 = 𝑎𝑘− 𝑗 , поэтому оператор 𝑇 (𝑎) с символом 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) ограничен в пространстве 𝐶∞
+ (Γ).

Однако иногда ограниченный оператор Теплица может быть определен и для некоторых, вообще
говоря, разрывных на Γ функций. Рассмотрим, например, функцию 𝑎− (𝜉), аналитическую в области 𝐷− .
Пусть 𝑎− (𝜉) = ∑

𝑗∈𝑍+ 𝑎 𝑗𝜉
− 𝑗 – разложение в ряд Лорана этой функции в окрестности бесконечно удаленной

точки. Оператор
𝑇 (𝑎−) : 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

ограничен тогда и только тогда, когда найдутся 𝑐0 > 0 и𝑚0 ∈ 𝑍+ так, что
��𝑎 𝑗 �� ≤ 𝑐0 ( 𝑗 + 1)𝑚0 . В частности,

символ
𝑎− (𝜉) =

(
𝜉−1 − 𝜇

)−1
= −

∑︁
𝑗∈𝑍+

𝜇− 𝑗−1𝜉− 𝑗

порождает ограниченный в пространстве 𝐶∞
+ (Γ) оператор Теплица при всех 𝜇 : |𝜇 | ≥ 1.

Лемма 2. Пусть 𝑎− (𝜉)- функция, аналитическая в области 𝐷− . Оператор Теплица 𝑇 (𝑎−), ограниченный
в пространстве 𝐶∞

+ (Γ), обратим тогда и только тогда, когда

𝑎− (𝜉0) ≠ 0,∀𝜉0 ∈ 𝐷−

и если
(𝑎− (𝜉))−1 =

∑︁
𝑙∈𝑍+

𝑏 𝑗𝜉
− 𝑗

– разложение функции (𝑎− (𝜉))−1 в ряд Лорана в окрестности точки 𝜉 = ∞, то найдутся 𝑐0 > 0 и𝑚0 ∈ 𝑍+
так, что

��𝑏 𝑗 �� ≤ 𝑐0 ( 𝑗 + 1)𝑚0 . При выполнении этих условий

(𝑇 (𝑎−))−1 = 𝑇
(
(𝑎−)−1) .

Следствие. Оператор

𝑇

(
𝑚∏
𝑗=1

(
𝜉−1 − 𝜇 𝑗

))
: 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

обратим тогда и только тогда, когда ��𝜇 𝑗 �� ≥ 1, 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚.

Рассмотрим функцию 𝑎+ (𝜉), аналитическую в области 𝐷+. Из леммы 1 вытекает, что порождаемый этой
функцией оператор Теплица

𝑇
(
𝑎+

)
: 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

ограничен тогда и только тогда, когда
𝑎+ (𝜉) ∈ 𝐶∞

+ (Γ) .

Лемма 3. Пусть функция 𝑎+ (𝜉) аналитическая в области 𝐷+. Оператор Теплица

𝑇
(
𝑎+

)
: 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

ограничен тогда и только тогда, когда обратим тогда и 𝑎+ (𝜉) ∈ 𝐶∞
+ (Γ). Для обратимости этого оператора

необходимо и достаточно, чтобы
𝑎+ (𝜉) ∈ 𝐺𝐶∞

+ (Γ) .
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При выполнении последнего условия (
𝑇

(
𝑎+

) )−1
= 𝑇

( (
𝑎+

)−1
)
.

Определение. Будем говорить, что функция 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) допускает каноническую гладкую вырож-
денную факторизацию типа минус, если имеет место равенство 𝑎 (𝜉) = 𝑎− (𝜉) · 𝑎+ (𝜉), причем компоненты
факторизации 𝑎± (𝜉) удовлетворяют условиям: 𝑎± (𝜉) ∈ 𝐶∞

± (Γ) и операторы Теплица

𝑇
(
𝑎±

)
: 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

обратимы.
Теорема 1. Оператор Теплица

𝑇 (𝑎) : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ) , 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ)

обратим тогда и только тогда, когда его символ допускает каноническую гладкую вырожденную факториза-
цию типа минус.

Пусть 𝑎(𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ,𝐶) и имеет на Γ конечное число нулей 𝑧𝑘 порядков 𝑛𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑠 соответственно.
Назовем число 𝑛 (𝑎) = ∑𝑠

𝑘=1 𝑛𝑘 суммарным числом нулей этой функции. Если 𝑛 (𝑎) < ∞, то может быть
введен функционал

𝜅𝑐 (𝑎) =
1
𝜋𝑖
𝑣 .𝑝.

∫
Γ

𝑎′ (𝜉)
𝑎 (𝜉) 𝑑𝜉 .

Функционал 𝜅𝑐 (𝑎) называют сингулярным индексом функции 𝑎 (𝜉).
Теорема 2. Функция 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) допускает гладкую вырожденную факторизацию типа минус тогда и

только тогда, когда она имеет на Γ не более чем конечное число нулей конечных порядков и при этом имеет
место равенство 𝜅𝑐 (𝑎) = −𝑛 (𝑎).

Следствие. Оператор Теплица
𝑇 (𝑎) : 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

с символом 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) обратим тогда и только тогда, когда выполнены условия:

1)𝑛 (𝑎) < ∞, 2)𝜅𝑐 (𝑎) = −𝑛 (𝑎) .

3. Локальная вырожденная факторизация.
Определение. Будем говорить, что функция 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) допускает локальную каноническую

вырожденную факторизацию типа минус на окружности Γ, если найдется конечное число дуг этой
окружности, удовлетворяющих следующим условиям: 1) дуги 𝛾𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 таковы, что

𝛾𝑘

⋂
𝛾𝑘+1 ≠ ∅, 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 − 1; 𝛾1

⋂
𝛾𝑚 ≠ ∅; Γ =

⋃
𝛾𝑘 ;

2) для каждой дуги 𝛾𝑘 найдутся области Δ+
𝑘
, Δ−

𝑘
, так, что дуга 𝛾𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 является частью границы

каждой из этих областей; 3) на любой дуге 𝛾𝑘 имеет место равенство

𝑎 (𝜉) = 𝑔−
𝑘
(𝜉) 𝑎−

𝑘
(𝜉) 𝑎+

𝑘
(𝜉) ,

где функции 𝑎±
𝑘
(𝜉) аналитически продолжимы в области Δ±

𝑘
и непрерывны на 𝛾𝑘 , функция

𝑔−
𝑘
(𝜉) ∈ 𝐶∞

− (Γ) ;

4) функции
𝑎±
𝑘
(𝜉) ≠ 0, 𝜉 ∈ Δ±

𝑘

⋃
Γ;

5) оператор
𝑇

(
𝑔−
𝑘

)
: 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

обратим.
Отметим, что при 𝑔−

𝑘
(𝜉) = 1 понятие локальной вырожденной факторизации типа минус совпадает

с понятием локальной канонической факторизации (см. [3, с. 102]). Ясно также, что если функция
𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) допускает локальную каноническую вырожденную факторизацию типа минус, то функция

𝑎0 (𝜉) =
𝑚∏
𝑘=1

(
𝑔−
𝑘
(𝜉)

)−1
𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ)

допускает локальную каноническую факторизацию.
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Замечание. Функция 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) не допускает локальной канонической факторизации в точке 𝜉0 ∈ Γ,
если для любой достаточно малой дуги окружности Δ, содержащей эту точку, найдутся функции

𝑎−Δ (𝜉) ∈ 𝐶∞
− (Γ) , 𝑎Δ (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ)

такие, что 1) имеют место соотношения

𝑎 (𝜉) = 𝑎−Δ (𝜉) 𝑎Δ (𝜉) , 𝜉 ∈ Δ;

2) оператор 𝑇
(
𝑎−Δ (𝜉)

)
необратим; 3) оператор 𝑇 (𝑎Δ (𝜉)) обратим.

Теорема 3. Оператор Теплица
𝑇 (𝑎) : 𝐶∞

+ (Γ) → 𝐶∞
+ (Γ)

с символом𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) обратимтогда итолькотогда, когда его символ допускает локальную каноническую
вырожденную факторизацию типа минус на окружности Γ.
Доказательство. Если оператор 𝑇 (𝑎) обратим, то согласно теореме 2, его символ имеет на Γ не более
чем конечное число нулей конечных кратностей и при этом имеет место равенство 𝜅𝑐 (𝑎) = 𝑛 (𝑎). Пусть
𝜉𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 – все нули функции 𝑎 (𝜉) кратностей 𝑛𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 соответственно. Тогда функция

𝑎0 (𝜉) =
𝑚∏
𝑘=1

(
1 − 𝜉𝑘𝜉−1)−𝑛𝑘 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ)

и 𝑎0 (𝜉) ≠ 0, 𝜉 ∈ Γ. Кроме того, простые вычисления показывают, что

𝑖𝑛𝑑
Γ
𝑎0 (𝜉) = 2𝜅𝑐 (𝑎0) = 2 (𝜅𝑐 (𝑎) + 𝑛 (𝑎)) = 0.

Как известно (см., например, [2]), тогда имеет место представление

𝑎0 (𝜉) == 𝑎−0 (𝜉) 𝑎+0 (𝜉) ,

где
𝑎±0 (𝜉) = exp

(
𝑃± ln𝑎0 (𝜉)

)
∈ 𝐺𝐶∞

± (Γ) .

Отсюда следует, что

𝑎 (𝜉) =
𝑚∏
𝑘=1

(
1 − 𝜉𝑘𝜉−1)𝑛𝑘 𝑎−0 (𝜉) 𝑎+0 (𝜉) .

Выберем на окружности Γ набор дуг 𝛾𝑘 , 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 так, чтобы они удовлетворяли условиям 1), 2)
из определения локальной канонической вырожденной факторизации типа минус. Тогда на дуге 𝛾𝑘
функция 𝑎 (𝜉) допускает представление

𝑎 (𝜉) =
(
1 − 𝜉𝑘𝜉−1)𝑛𝑘 𝑎−

𝑘
(𝜉) 𝑎+

𝑘
(𝜉) ,

где
𝑎−
𝑘
(𝜉) =

∏
𝑗≠𝑘

(
1 − 𝜉𝑘𝜉−1)𝑛 𝑗

𝑎−0 (𝜉) , 𝑎+
𝑘
(𝜉) = 𝑎+0 (𝜉) .

Выбрав в качестве областей Δ+
𝑘
, Δ−

𝑘
подходящие части областей 𝐷+, 𝐷− , получим, что функция 𝑎 (𝜉)

допускает локальную каноническую вырожденную факторизацию типа минус. Обратно, как было
отмечено выше, из локальной вырожденной факторизуемости функции 𝑎 (𝜉) вытекает локальная
факторизуемость функции функция 𝑎0 (𝜉).

Как известно (см., например, теорема 6.1, [3], стр. 102) имеет место представление

𝑎0 (𝜉) = 𝑎−0 (𝜉) 𝑎+0 (𝜉) .

В этом представлении функции 𝑎±0 (𝜉) аналитически продолжимы в области𝐷± соответственно, непрерыв-
ны на Γ и 𝑎±0 (𝜉) ≠ 0, 𝜉 ∈ 𝐷±. Это означает, что 𝑖𝑛𝑑

Γ
𝑎0 (𝜉) = 0, поэтому существует гладкая каноническая

факторизация функции 𝑎0 (𝜉). В силу единственности канонической факторизации функции 𝑎±0 (𝜉)
могут отличаться от функций exp (𝑃± ln𝑎0 (𝜉)) ∈ 𝐺𝐶∞

± (Γ) лишь скалярными множителями. Но тогда
представление

𝑎 (𝜉) = 𝑎− (𝜉) 𝑎+ (𝜉) ,

где

𝑎−0 (𝜉) =
𝑚∏
𝑘=1

(
1 − 𝜉𝑘𝜉−1)𝑛𝑘 𝑎−0 (𝜉) , 𝑎+ (𝜉) = 𝑎+0 (𝜉)
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есть каноническая гладкая вырожденная факторизация типа минус.
4. Спектр и резольвентное множество оператора Теплица. Рассмотрим оператор Теплица

𝑇 (𝑎) : 𝐿+2 (Γ) → 𝐿+2 (Γ) .

Ясно, что функция 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) порождает ограниченные операторы в пространствах 𝐿+2 (Γ) и 𝐶∞
+ (Γ).

Условимся эти операторы обозначать одним и тем же символом 𝑇 (𝑎), а для резольвентных множеств и
спектров использовать обозначения

𝜌2 (𝑇 (𝑎)) , 𝜎2 (𝑇 (𝑎))

в случае пространства 𝐿+2 (Γ) и 𝜌∞ (𝑇 (𝑎)), 𝜎∞ (𝑇 (𝑎)) в случае пространства 𝐶∞
+ (Γ) соответственно.

Теорема 4. Имеют место вложения

𝜌2 (𝑇 (𝑎)) ⊆ 𝜌∞ (𝑇 (𝑎)) , 𝜎2 (𝑇 (𝑎)) ⊇ 𝜎∞ (𝑇 (𝑎)) .

Доказательство. В самом деле, если 𝜆 ∈ 𝜌2 (𝑇 (𝑎)) , то 𝑖𝑛𝑑
Γ

(𝑎 (𝜉) − 𝜆) = 0. Это означает, что выполнены
условия 𝑛 (𝑎 (𝜉) − 𝜆) = 0 и

𝜅𝑐 (𝑎 (𝜉) − 𝜆) = 2𝑖𝑛𝑑
Γ

(𝑎 (𝜉) − 𝜆) = 0 = 𝑛 (𝑎 (𝜉) − 𝜆) .

Но тогда 𝜆 ∈ 𝜌∞ (𝑇 (𝑎)).
С геометрической точки зрения теорема 4 может быть истолкована следующим образом. Геометрически
образом окружности при отображении 𝜉 ↦→ 𝑎 (𝜉) является замкнутая гладкая кривая 𝑎 (Γ), которая может
иметь точки самопересечения. Эта кривая разбивает комплексную плоскость на компоненты связности,
обладающие тем свойством, что функция 𝑎 (𝜉) − 𝜆, 𝜉 ∈ Γ при выборе 𝜆 внутри каждой компоненты
не обращается в нуль. Это означает, что определен индекс: 𝑖𝑛𝑑

Γ
(𝑎 (𝜉) − 𝜆), принимающий постоянное

значение при изменении 𝜆 внутри каждой компоненты. Обозначим через K0 объединение тех компонент
связности, где 𝑖𝑛𝑑

Γ
(𝑎 (𝜉) − 𝜆) = 0. Из доказательства теоремы 4 следует, что имеют место соотношения

K0 = 𝜌2 (𝑇 (𝑎)) , K0 ⊆ 𝜌∞ (𝑇 (𝑎)) .

Вопрос о полном описании спектра и резольвентного множества оператора

𝑇 (𝑎) : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ)

с символом 𝑎 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) сводится к вопросу о принадлежности точек кривой 𝑎 (Γ).
Лемма 5. Точка 𝜆 = 0 является точкой резольвентного множества оператора

𝑇

( (
1 − 𝜉0𝜉

−1)𝑛) : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ) ,

но при этом возможны следующие ситуации 1) если 𝑛 = 1, 2, 3 точка 𝜆 = 0 является граничной точкой
множеств 𝜌∞ (𝑇 (𝑎)) и 𝜎∞ (𝑇 (𝑎)) , 2) если 𝑛 ≥ 4, то точка 𝜆 = 0 является изолированной точкой множества
𝜌∞ (𝑇 (𝑎)).
Доказательство. Обратимость рассматриваемого оператора является следствием леммы 3. Пусть 𝜆 → 0,
рассмотрим оператор

𝑇

( (
1 − 𝜉0𝜉

−1)𝑛) − 𝜆𝐼 = 𝑇 ( (
1 − 𝜉0𝜉

−1)𝑛 − 𝜆) .
Ясно, что его символ допускает представление

(
1 − 𝜉0𝜉

−1)𝑛 − 𝜆 = (−𝜉0)𝑛
𝑛∏
𝑗=1

(
𝜉−1 − 𝜉−1

𝑗 (𝜆)
)
,

где
𝜉 𝑗 (𝜆) −

(
1 − 𝜉0𝜉

−1)𝑛 − 𝜆 = 0.

Нетрудно видеть, что

𝜉−1
𝑗 (𝜆) = 𝜉−1

0

(
1 −

(
𝑛
√
𝜆

)
𝑗

)
,

где (
𝑛
√
𝜆

)
𝑗
=

𝑛
√︁
|𝜆 |

(
cos𝜑 𝑗 (𝜆) + 𝑖 sin𝜑 𝑗 (𝜆)

)
, 𝜑 𝑗 (𝜆) =

𝜑𝜆 + 2𝜋 ( 𝑗 − 1)
𝑛

,

𝜑𝜆 = arg 𝜆 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.
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В силу следствия к лемме 2 оператор
𝑇

( (
1 − 𝜉0𝜉

−1)𝑛 − 𝜆)
обратим тогда и только тогда, когда ��𝜉−1

𝑗 (𝜆)
�� ≥ 1, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Последние неравенства равносильны следующим

cos𝜑 𝑗 (𝜆) ≤
1
2

𝑛
√︁
|𝜆 |, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Ясно, что при достаточно больших 𝑛 имеем

𝜑1 (𝜆) =
𝜑𝜆

𝑛
≈ 0,

поэтому
cos𝜑1 (𝜆) ≈ cos 0 = 1.

Тогда
cos𝜑1 (𝜆) >

1
2
≥ 1

2
𝑛
√︁
|𝜆 |

и, следовательно, оператор
𝑇

( (
1 − 𝜉0𝜉

−1)𝑛 − 𝜆)
необратим при 𝜆 → 0, но 𝜆 ≠ 0. Непосредственно, легко проверить, что описанная ситуация реализуется
для всех 𝑛 ≥ 4. Аналогичным образом устанавливается, что при 𝑛 = 1, 2, 3 найдутся такие достаточно
близкие к 𝜆 = 0 числа, что выполнены неравенства cos𝜑 𝑗 (𝜆) ≤ 1

2
𝑛
√︁
|𝜆 | для всех 𝑗 и найдутся такие числа

𝜆 → 0, что хотя бы один из корней удовлетворяет условию
���𝜉−1
𝑗 (𝜆)

��� < 1.
Теорема 5. Пусть точка 𝜆 = 0 является точкой резольвентного множества оператора Теплица

𝑇 (𝑎) : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ) , 𝑎 (𝜉) =
𝑛∏
𝑘=1

(
1 − 𝜉𝑘𝜉−1)𝑛𝑘 𝑎0 (𝜉) ,

где
𝑎0 (𝜉) ∈ 𝐶∞ (Γ) ; 𝑎0 (𝜉) ≠ 0, 𝜉 ∈ Γ; 𝑖𝑛𝑑

Γ
𝑎0 (𝜉) = 0.

Тогда, если max
𝑘
𝑛𝑘 > 3, то точка 𝜆 = 0 является изолированной точкой резольвентного множества. Теорема

вытекает из теоремы 4 и леммы 5. Пусть 𝜉0 ∈ Γ, рассмотрим оператор

𝑇 (𝑎 (𝜉)) − 𝑎 (𝜉0) 𝐼 = 𝑇 (𝑎 (𝜉) − 𝑎 (𝜉0)) .

Будем говорить, что точка 𝜉0 ∈ Γ имеет конечную кратность относительно функции 𝑎 (𝜉), если функция
𝑎 (𝜉) − 𝑎 (𝜉0) имеет не более чем конечное число нулей конечных порядков, т.е. 𝑛 (𝑎 (𝜉) − 𝑎 (𝜉0)) < ∞.
Положим

𝐴 (𝜉0) =
{
𝜂 𝑗 ∈ Γ : 𝑎

(
𝜂 𝑗

)
= 𝑎 (𝜉0)

}
.

Точки из множества 𝐴 (𝜉0) назовем ассоциированным с точкой 𝜉0 относительно функции 𝑎 (𝜉).
Лемма 6. Если оператор

𝑇 (𝑎 (𝜉) − 𝑎 (𝜉0)) : 𝐶∞
+ (Γ) → 𝐶∞

+ (Γ)

обратим, то множество точек, ассоциированных с точкой 𝜉0 ∈ Γ, конечно и каждая из точек 𝜂 𝑗 ∈ 𝐴 (𝜉0)
имеет конечную кратность относительно функции 𝑎 (𝜉).

Рассматривая оператор𝑇 (𝑎 (𝜉) − 𝜆) при 𝜆 → 𝑎 (𝜉0) и применяя полученные в теоремах 2-5 результаты,
заключаем, что

𝜌∞ (𝑇 (𝑎)) = K0
⋃

K1,

где
K1 = {𝜆 = 𝑎 (𝜉0) : (𝑛 (𝑎 − 𝑎0) < ∞) Λ (𝜅𝑐 (𝑎 − 𝑎0) + 𝑛 (𝑎 − 𝑎0) = 0)} , 𝑎 = 𝑎 (𝜉) , 𝑎0 = 𝑎 (𝜉0) .

Отметим, что, вообще говоря, множество K1 может быть весьма разнообразным подмножеством образа
единичной окружности 𝑎 (Γ). В частности, если хотя бы одна из точек, ассоциированных с точкой 𝜉0,
имеет кратность не меньшую 4, то точка 𝑎 (𝜉0) ∈ K1 является изолированной точкой резольвентного
множества. Некоторые конкретные примеры спектров и резольвентных множеств операторов Теплица
приведены в работах [5, 6].
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