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1. Введение. Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для однородного одномерного
волнового уравнения (одно краевое условие – первого рода, а другое – третьего):

𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡) (0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0)
𝑢 (0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡) + 𝑘 𝑢 (𝑙, 𝑡) = 0 (𝑡 > 0)
𝑢 (𝑥, 0) = 𝜑 (𝑥), 𝑢𝑡 (𝑥, 0) = 0 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙)

, (1)
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в которой 𝑙 и 𝑘 – фиксированные положительные числа, 𝜑 ∈ 𝐶2 [0; 𝑙], причём 𝜑 (0) = 0,
𝜑 ′ (𝑙) + 𝑘 𝜑 (𝑙) = 0; решение 𝑢 (𝑥, 𝑡) ищется в классе вещественнозначных дважды непрерывно диф-
ференцируемых на (0; 𝑙) × (0;+∞) функций, у которых все производные второго порядка доопределяемы
по непрерывности на [0; 𝑙] × [0;+∞). Кроме того, будем предполагать, что 𝜑 ′′ (0) = 0 – иначе решение
задачи (1) из указанного класса функций не существует (см., например, в [9] Лекцию IV, § 2, стр. 54,
или [14]).

Выписывая решение (1) в форме Даламбера, придём к представлению:

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 1
2
(�̃� (𝑥 + 𝑡) + �̃� (𝑥 − 𝑡)) , (2)

в котором �̃� есть дважды непрерывно дифференцируемое продолжение 𝜑 с [0; 𝑙] на множество всех
вещественных чисел R, подчинённое условиям: �̃� (−𝑥) = −�̃� (𝑥) и (�̃� ′ + 𝑘 �̃�) (𝑙 + 𝑥) = −(�̃� ′ + 𝑘 �̃�) (𝑙 − 𝑥)
(𝑥 ∈ R) – конечно, если такое продолжение �̃� существует; последнее соотношение можно заменить (с
учётом первого) на (�̃� ′ + 𝑘 �̃�) (𝑥) = −(�̃� ′ − 𝑘 �̃�) (𝑥 − 2𝑙) (𝑥 ∈ R). Другими словами, �̃� в (2) – это нечётная
дважды непрерывно дифференцируемая функция, сужение которой на [−𝑙 ;+∞) является решением
начальной задачи

�̃� ′ (𝑥) + �̃� ′ (𝑥 − 2𝑙) + 𝑘 �̃� (𝑥) − 𝑘 �̃� (𝑥 − 2𝑙) = 0 (𝑥 ≥ 𝑙), (3)

�̃� (𝑥) =
{
−𝜑 (−𝑥), если − 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 0
𝜑 (𝑥), если 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 . (4)

Наша ближайшая цель – получить формулу, выражающую �̃� через 𝜑 с использованием лишь
конечного числа арифметических операций, элементарных функций, квадратур и таких операций над
независимым аргументом у 𝜑 , как умножение на число и взятие целой части. Такого рода формула
полезна при численном решении задачи (1), при исследовании соответствующей задачи управляемости
(см., например, [12]–[13]) и при анализе зависимости решения задачи от входящих в неё параметров.

Для достижения этой цели можно пытаться использовать различные методы решения задачи (3)–(4).
Использование преобразования Лапласа даёт представление �̃� в виде контурного интеграла, а вычисление
последнего посредством суммирования вычетов приводит к представлению �̃� в виде ряда (см., например,
в [1] теорему 5.5). Теорема смещения была бы эффективна, если бы начальное условие в (4) имело
специальный вид (по этому поводу см. там же, комментарий в конце § 4.7), но в нашем случае это не
так. Наконец, представление �̃� в виде действительного определённого интеграла (см., например, [1],
теорему 5.4) содержит фундаментальное решение, которое если и можно предъявить конструктивно,
то только через метод последовательного интегрирования (метод шагов). Именно по этим причинам
для достижения указанной цели мы останавливаемся на методе шагов, несмотря на его некоторую
трудоёмкость.

Чтобы дальнейшие выкладки были менее громоздкими, далее в (3)–(4) рассмотрим случай 𝑙 = 1, к
которому приводит замена 𝜑 (𝑦) = �̃� (𝑙𝑦) с последующим переобозначением 𝑙𝑘 снова через 𝑘 .

2. Решение задачи (3)–(4) последовательным интегрированием. Итак, пусть 𝑙 = 1. Прежде
всего отметим, что решение задачи (3)–(4) существует, единственно и принадлежит 𝐶2 [−1;+∞) – для
установления этого достаточно применить теорему 5.1 из [1] и учесть, что𝜑 ∈ 𝐶2 [0; 1] и𝜑 (0) = 0,𝜑 ′′ (0) = 0
и 𝜑 ′ (1) + 𝑘 𝜑 (1) = 0.

Пусть 𝑛 ∈ N, где N – множество всех натуральных чисел. Если мы умножим уравнение (3) на 𝑒𝑘𝑥 и
проинтегрируем от 2𝑛 − 1 до 𝑥 ∈ [2𝑛 − 1; 2𝑛 + 1), то для функции𝜓 (𝑥) = 𝑒𝑘𝑥 �̃� (𝑥) получим соотношение:

𝜓 (𝑥) = 𝜓 (2𝑛 − 1) +
𝑥∫

2𝑛−1

[
𝑘�̃� (𝑠 − 2)𝑒𝑘𝑠 − �̃� ′ (𝑠 − 2)𝑒𝑘𝑠

]
𝑑𝑠.

Интегрируя здесь последнее слагаемое по частям, получаем (через 𝐴 обозначено 𝑒2𝑘 ):

𝜓 (𝑥) = 𝜓 (2𝑛 − 1) −𝐴𝜓 (𝑥 − 2) +𝐴𝜓 (2𝑛 − 3) + 2𝑘𝐴
𝑥∫

2𝑛−1

𝜓 (𝑠 − 2) 𝑑𝑠 (5)

– для 𝑥 ∈ [2𝑛 − 1; 2𝑛 + 1), 𝑛 ∈ N.
Включение 𝑥 ∈ [2𝑛 − 1; 2𝑛 + 1) равносильно равенству 𝑛 = [(𝑥 + 1)/2] (здесь квадратные скобки

означают взятие целой части числа), поэтому далее мы будем считать, что в равенстве (5) 𝑥 ≥ 1, а
𝑛 = 𝑛(𝑥) def

= [(𝑥 + 1)/2].
Лемма 1. Существуют последовательность конечных наборов многочленов

{
{𝑅𝑛𝑖 (𝑥)}𝑛−1

𝑖=0
}∞
𝑛=1 (deg𝑅𝑛𝑖 = 𝑖)

и последовательность многочленов {𝑄𝑛 (𝑥)}∞𝑛=1 (deg𝑄𝑛 = 𝑛 − 1), такие, что

𝜓 (𝑥) = (−𝐴)𝑛𝜓 (𝑥 − 2𝑛) + (2𝑘𝐴)𝑛
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑅𝑛𝑖 (𝑥)
𝑥∫

2𝑛−1

𝑡𝑛−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2𝑛) 𝑑𝑡 +𝑄𝑛 (𝑥), 6
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где 𝑛 = 𝑛(𝑥) есть целая часть числа (𝑥 + 1)/2.
Доказательство проведём индукцией по 𝑛.

Справедливость (6) при 𝑛(𝑥) = 1 следует из справедливости (5) при 𝑛(𝑥) = 1, если положить 𝑅1
0 (𝑥) ≡ 1,

𝑄1 (𝑥) ≡ 0.
Допустим теперь, что представление (6) справедливо при 𝑛(𝑥) = 𝑚 (т. е. при 𝑥 ∈ [2𝑚 − 1; 2𝑚 + 1)),

где 𝑚 ∈ N. Тогда соотношение (5) при 𝑥 ∈ [2𝑚 + 1; 2𝑚 + 3) примет вид (подставляем вместо 𝜓 (𝑠 − 2)
её представление в виде (6), интегрируем по частям, выполняем подходящую замену переменной
интегрирования и перегруппировываем слагаемые):

𝜓 (𝑥) = (2𝑘𝐴)𝑚+1
−

1
2𝑘

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2)
𝑥∫

2𝑚+1

(𝑡 − 2)𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1))𝑑𝑡+

+
𝑚−1∑︁
𝑖=0

∫
𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2) 𝑑𝑥

𝑥∫
2𝑚+1

(𝑡 − 2)𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡−

−
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑥∫
2𝑚+1

∫
𝑅𝑚𝑖 (𝑡 − 2) 𝑑𝑡 (𝑡 − 2)𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡 +

(
− 1

2𝑘

)𝑚 𝑥∫
2𝑚+1

𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡
 +

+(2𝑘𝐴)𝑚
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑅𝑚𝑖 (2𝑚 + 1)
2𝑚+1∫

2𝑚−1

𝑡𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2𝑚) 𝑑𝑡 +𝑄𝑚 (2𝑚 + 1)−

−𝐴𝑄𝑚 (𝑥 − 2) +𝐴𝑄𝑚 (2𝑚 − 1) + 2𝑘𝐴
𝑥∫

2𝑚+1

𝑄𝑚 (𝑠 − 2) 𝑑𝑠,

где
∫

𝑅𝑚𝑖 (𝜏−2) 𝑑𝜏 – некоторая первообразная многочлена𝑅𝑚𝑖 (𝜏−2), которую далее мы будем считать обну-

ляющейся в точке 𝜏 = 2. Отсюда следует справедливость (6) при
𝑥 ∈ [2𝑚 + 1; 2𝑚 + 3) – достаточно многочлены 𝑅𝑚+1

𝑖 (𝑥) определить соотношением

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑅𝑚+1
𝑖 (𝑥)

𝑥∫
2𝑚+1

𝑡𝑚−𝑖𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡 =
(
− 1

2𝑘

) 𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2)
𝑥∫

2𝑚+1

(𝑡 − 2)𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡+

+
𝑚−1∑︁
𝑖=0

∫
𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2) 𝑑𝑥

𝑥∫
2𝑚+1

(𝑡 − 2)𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡−

−
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑥∫
2𝑚+1

(∫
𝑅𝑚𝑖 (𝑡 − 2) 𝑑𝑡 · (𝑡 − 2)𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1))

)
𝑑𝑡+

+
(
− 1

2𝑘

)𝑚 𝑥∫
2𝑚+1

𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡 (7)

и положить

𝑄𝑚+1 (𝑥) = (2𝑘𝐴)𝑚
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑅𝑚𝑖 (2𝑚 + 1)
2𝑚+1∫

2𝑚−1

𝑡𝑚−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2𝑚) 𝑑𝑡+

+𝑄𝑚 (2𝑚 + 1) −𝐴𝑄𝑚 (𝑥 − 2) +𝐴𝑄𝑚 (2𝑚 − 1) + (2𝑘𝐴)
𝑥∫

2𝑚+1

𝑄𝑚 (𝑠 − 2) 𝑑𝑠. (8)

То, что (7) позволяет определить многочлены 𝑅𝑚+1
𝑖 (𝑥) через многочлены 𝑅𝑚𝑖 (𝑥) (однозначность такого

определения мы не обсуждаем), можно усмотреть, преобразовав правую часть (7): раскрыв по формуле
бинома Ньютона степени (𝑡 − 2) и сгруппировав затем получившиеся слагаемые по множителям

𝑥∫
2𝑚+1

𝑡𝑚−𝑖𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡 .
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Лемма доказана.
Замечание. В дальнейшем мы будем, для определённости, полагать, что многочлен 𝑅𝑚+1

𝑖 (𝑥) опреде-
ляется из (7) через многочлены 𝑅𝑚𝑖 (𝑥) именно способом, указанным в конце доказательства леммы 1.

Лемма 2. Коэффициенты 𝑏𝑚, 𝑖𝑟 многочленов

𝑅𝑚𝑖 (𝑥) = 𝑏𝑚, 𝑖
𝑖
𝑥𝑖 + 𝑏𝑚, 𝑖

𝑖−1𝑥
𝑖−1 + . . . + 𝑏𝑚, 𝑖1 𝑥 + 𝑏𝑚, 𝑖0

вычисляются по формулам:

𝑏
𝑚, 𝑖
𝑖−𝑞 =

(−1)𝑚−𝑖−1𝐶
𝑞
𝑚

(𝑚 − 𝑖 − 1)!(𝑖 − 𝑞)!

(
− 1

2𝑘

)𝑞 (
𝑞 = 0,𝑚 − 1, 𝑖 = 𝑞,𝑚 − 1

)
, (9)

где 𝐶𝑞𝑚 – биномиальный коэффициент.
Доказательство. Выведем рекуррентные соотношения, связывающие коэффициенты 𝑏

𝑚+1, 𝑗
𝑝 с коэффи-

циентами 𝑏𝑚, 𝑖𝑟 . Выражение в правой части (7) после раскрытия степеней бинома 𝑡 − 2 (в том числе, и в

многочлене
∫

𝑅𝑚𝑖 (𝑡 − 2) 𝑑𝑡 ) и приведения подобных по
𝑥∫

2𝑚+1

𝑡𝑝𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡 примет вид:

(
− 1

2𝑘

) 𝑚−1∑︁
𝑝=0

𝑚−1−𝑝∑︁
𝑖=0

(−2)𝑚−𝑝−𝑖−1 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖−1𝑅
𝑚
𝑖 (𝑥 − 2)

𝑥∫
2𝑚+1

𝑡𝑝𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡+

+
𝑚−1∑︁
𝑝=0

𝑚−1−𝑝∑︁
𝑖=0

(−2)𝑚−𝑝−𝑖−1 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖−1

∫
𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2) 𝑑𝑥

𝑥∫
2𝑚+1

𝑡𝑝𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡−

−
𝑚−1∑︁
𝑝=0

𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑗=0

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖+𝑗
𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1

𝑥∫
2𝑚+1

𝑡𝑝𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡−

−
𝑚∑︁
𝑝=1

𝑚−1∑︁
𝑖=𝑚−𝑝

𝑖∑︁
𝑗=𝑝−(𝑚−𝑖 )

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖+𝑗
𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1

𝑥∫
2𝑚+1

𝑡𝑝𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡+

+
(
− 1

2𝑘

)𝑚 𝑥∫
2𝑚+1

𝜓 (𝑡 − 2(𝑚 + 1)) 𝑑𝑡 .

Теперь уже видно, что (7) будет выполнено, если, во-первых,

𝑅𝑚+1
0 (𝑥) = −

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑏
𝑚, 𝑖
𝑖

𝑖 + 1
,

а во-вторых, при 𝑝 = 1,𝑚 − 1

𝑅𝑚+1
𝑚−𝑝 (𝑥) =

(
− 1

2𝑘

) (𝑚−1)−𝑝∑︁
𝑖=0

(−2)𝑚−𝑖−1−𝑝 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖−1𝑅
𝑚
𝑖 (𝑥 − 2)+

+
(𝑚−1)−𝑝∑︁
𝑖=0

(
(−2)𝑚−𝑖−1−𝑝 𝐶

𝑝

𝑚−𝑖−1

∫
𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2) 𝑑𝑥

)
−

(𝑚−1)−𝑝∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑗=0

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖+𝑗
𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
−

−
𝑚−1∑︁
𝑖=𝑚−𝑝

𝑖∑︁
𝑗=𝑝−(𝑚−𝑖 )

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖+𝑗
𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
, (10)

и, в-третьих,

𝑅𝑚+1
𝑚 (𝑥) =

(
− 1

2𝑘

) 𝑚−1∑︁
𝑖=0

(−2)𝑚−𝑖−1 𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2) +
𝑚−1∑︁
𝑖=0

(−2)𝑚−𝑖−1
∫

𝑅𝑚𝑖 (𝑥 − 2) 𝑑𝑥 −

−
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑗=0

(−2)𝑚−𝑖+𝑗 𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
+

(
− 1

2𝑘

)𝑚
. (11)
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Раскрывая в этих соотношениях степени бинома 𝑥 −2 в 𝑅𝑚𝑖 (𝑥 −2) и группируя по степеням 𝑥 , получим
следующие рекуррентные соотношения, связывающие коэффициенты многочленов 𝑅𝑚+1

𝑗 (𝑥) и 𝑅𝑚𝑖 (𝑥):

𝑏
𝑚+1, 0
0 = −

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑏
𝑚, 𝑖
𝑖

𝑖 + 1
,

𝑏
𝑚+1, 𝑚−𝑝
0 =

(
− 1

2𝑘

) 𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑗=0

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝−1𝐶
𝑝

𝑚−𝑖−1𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

+
𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑗=0

(−2)𝑚−𝑝−𝑖+𝑗𝐶
𝑝

𝑚−𝑖−1

𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
−

−
𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑗=0

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝𝐶
𝑝

𝑚−𝑖+𝑗
𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
−

𝑚−1∑︁
𝑖=𝑚−𝑝

𝑖∑︁
𝑗=𝑝−(𝑚−𝑖 )

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝𝐶
𝑝

𝑚−𝑖+𝑗
𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
(𝑝 = 1,𝑚 − 1),

𝑏
𝑚+1, 𝑚−𝑝
𝑞 =

(
− 1

2𝑘

) 𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=𝑞

𝑖∑︁
𝑗=𝑞

(−2)𝑚−𝑖+𝑗−𝑝−1 𝐶
𝑞

𝑗
𝐶
𝑝

𝑚−𝑖−1 𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

+

+
𝑚−𝑝−1∑︁
𝑖=𝑞−1

𝑖∑︁
𝑗=𝑞−1

(−2)𝑚−𝑝−𝑖+𝑗−𝑞 𝐶
𝑞

𝑗+1 𝐶
𝑝

𝑚−𝑖−1

𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
, (𝑝 = 1,𝑚 − 1, 𝑞 = 1,𝑚 − 𝑝 − 1),

𝑏
𝑚+1, 𝑚−𝑝
𝑚−𝑝 =

𝑏
𝑚,𝑚−𝑝−1
𝑚−𝑝−1

𝑚 − 𝑝 (𝑝 = 1,𝑚 − 1),

𝑏
𝑚+1, 𝑚
0 =

(
− 1

2𝑘

)𝑚
+

(
− 1

2𝑘

) 𝑚−1∑︁
𝑝=1

(−2)𝑝
𝑝∑︁
𝑗=0
𝑏
𝑚,𝑚−1−𝑝+𝑗
𝑗

+
(
− 1

2𝑘

)
𝑏
𝑚,𝑚−1
0 ,

𝑏𝑚+1, 𝑚
𝑞 =

(
− 1

2𝑘

) 𝑚−1∑︁
𝑖=𝑞

𝑖∑︁
𝑗=𝑞

(−2)𝑚−1−𝑞−𝑖+𝑗 𝐶
𝑞

𝑗
𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

+
𝑚−1∑︁
𝑖=𝑞−1

𝑖∑︁
𝑗=𝑞−1

(−2)𝑚−𝑞−𝑖+𝑗 𝐶
𝑞

𝑗+1

𝑏
𝑚, 𝑖
𝑗

𝑗 + 1
(𝑞 = 1,𝑚 − 1),

𝑏𝑚+1, 𝑚
𝑚 =

𝑏
𝑚,𝑚−1
𝑚−1
𝑚

.

Непосредственно проверяется, что подстановка (9) в полученные рекуррентные соотношения обращает
их в верные равенства.

Лемма доказана.
Лемма 3. Многочлен 𝑄𝑛 (𝑥) представим в виде:

𝑄𝑛 (𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑗=1

(2𝑘𝐴) 𝑗
𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑅
𝑗

𝑖
(𝑥)

2𝑗+1∫
2𝑗−1

𝑡 𝑗−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2 𝑗) 𝑑𝑡 . (12)

Доказательство проведём индукцией по 𝑛. Справедливость (12) при 𝑛 = 1 очевидна, при 𝑛 = 2 – следует
из (8) (при𝑚 = 1), если учесть, что 𝑄1 (𝑥) ≡ 0 и 𝑅1

0 (𝑥) ≡ 1.
Пусть теперь представление (12) верно при 𝑛 =𝑚. Подставим представление многочлена𝑄𝑚 (𝑥) в виде

(12) в правую часть (8) и сгруппируем подобные слагаемые правой части в получившемся представлении
𝑄𝑚+1 (𝑥): сначала по степеням 𝑗 множителей (2𝑘𝐴) 𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚, а затем в каждой из𝑚 сумм при множителях
(2𝑘𝐴) 𝑗 – по множителям вида

2𝑗+1∫
2𝑗−1

𝑡 𝑗−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2 𝑗) 𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 𝑗 − 1.

В итоге получим:

𝑄𝑚+1 (𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(2𝑘𝐴) 𝑗
𝑗−1∑︁
𝑖=0

[
𝑅
𝑗

𝑖
(2𝑚 + 1) +

𝑖−1∑︁
𝑝=0

(−2)𝑖−𝑝−1 𝐶
𝑖−𝑝−1
𝑗−𝑝−2×

×


𝑥∫
2𝑚+1

𝑅
𝑗−1
𝑝 (𝑠 − 2) 𝑑𝑠 − 1

2𝑘
𝑅
𝑗−1
𝑝 (𝑥 − 2) + 1

2𝑘
𝑅
𝑗−1
𝑝 (2𝑚 − 1)




2𝑗+1∫
2𝑗−1

𝑡 𝑗−𝑖−1𝜓 (𝑡 − 2 𝑗) 𝑑𝑡 .

И остаётся показать, что
𝑅
𝑗

𝑖
(𝑥) = 𝑅 𝑗

𝑖
(2𝑚 + 1)+
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+
𝑖−1∑︁
𝑝=0

(−2)𝑖−𝑝−1 𝐶
𝑖−𝑝−1
𝑗−𝑝−2


𝑥∫

2𝑚+1

𝑅
𝑗−1
𝑝 (𝑠 − 2) 𝑑𝑠 − 1

2𝑘
𝑅
𝑗−1
𝑝 (𝑥 − 2) + 1

2𝑘
𝑅
𝑗−1
𝑝 (2𝑚 − 1)

 . (13)

Справедливость (13) при 𝑖 = 0 следует из того, что 𝑅 𝑗0 (𝑥) ≡ 𝑅
𝑗

0 (2𝑚 + 1) – так как deg𝑅 𝑗0 = 0. Если же
𝑖 = 1, 𝑗 − 2, то в силу (10) (если положить там𝑚 = 𝑗 − 1 и𝑚 − 𝑝 = 𝑖) выполнено равенство

𝑅
𝑗

𝑖
(𝑥) − 𝑅 𝑗

𝑖
(2𝑚 + 1) =

=

𝑖−1∑︁
𝑞=0

(−2)𝑖−𝑞−1 𝐶
𝑗−1−𝑖
𝑗−𝑞−2


(
− 1

2𝑘

)
·
(
𝑅
𝑗−1
𝑞 (𝑥 − 2) − 𝑅 𝑗−1

𝑞 (2𝑚 − 1)
)
+

𝑥∫
2𝑚+1

𝑅
𝑗−1
𝑞 (𝑠 − 2) 𝑑𝑠


 ,

что совпадает с (13), поскольку 𝐶 𝑗−1−𝑖
𝑗−𝑞−2 = 𝐶

𝑖−𝑞−1
𝑗−𝑞−2. Наконец, в силу (11)

𝑅
𝑗

𝑗−1 (𝑥) − 𝑅
𝑗

𝑗−1 (2𝑚 + 1) =

=

𝑗−2∑︁
𝑞=0

(−2) 𝑗−𝑞−2

(
− 1

2𝑘

)
·
(
𝑅
𝑗−1
𝑞 (𝑥 − 2) − 𝑅 𝑗−1

𝑞 (2𝑚 − 1)
)
+

𝑥∫
2𝑚+1

𝑅
𝑗−1
𝑞 (𝑠 − 2) 𝑑𝑠

 ,
что совпадает с (13) при 𝑖 = 𝑗 − 1.

Лемма доказана.
Замечание. Из леммы 2 получаем, что

𝑅
𝑗

𝑖
(𝑥) = (−1) 𝑗−1

( 𝑗 − 𝑖 − 1)!(2𝑘)𝑖 𝐿
𝑗−𝑖
𝑖

(2𝑘𝑥),

где

𝐿𝛼𝑛 (𝑦) =
𝑛∑︁
𝑞=0

Γ(𝛼 + 𝑛 + 1) (−𝑦)𝑞
Γ(𝛼 + 𝑞 + 1)𝑞!(𝑛 − 𝑞)!

есть обобщённый многочлен Лагерра, или Лагерра – Сонина, см. [2], [4], [7], [11].
Следует отметить, что эти многочлены 𝐿𝛼𝑛 были первоначально введены Э. Лагерром при 𝛼 = 0, а в

общем случае они были введены Н. Я. Сониным, см. [11], [10].
Собирая теперь воедино результаты лемм 1–3 и возвращаясь к случаю произвольного 𝑙 (см. последний

абзац пункта 1), приходим к следующему заключению.
Теорема 1. Функция �̃� из представления (2) решения задачи (1) есть дважды непрерывно дифференцируе-

мая нечётная функция, которая на отрезке [0; 𝑙] совпадает с 𝜑 , а на любом отрезке вида [(2𝑛 − 1)𝑙 ; (2𝑛 + 1)𝑙]
(𝑛 ∈ N) представима в виде конечной суммы:

�̃� (𝑥) = (−1)𝑛 𝜑1 (𝑥 − 2𝑛𝑙) + (−1)𝑛−1
𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑘)𝑖
(𝑖 − 1)!𝐿

𝑛−𝑖
𝑖 (2𝑘𝑥)

𝑥∫
(2𝑛−1)𝑙

𝑡𝑖−1 𝑒𝑘 (𝑡−𝑥 )𝜑1 (𝑡 − 2𝑛𝑙) 𝑑𝑡+

+
𝑛−1∑︁
𝑗=1

(−1) 𝑗−1
𝑗∑︁
𝑖=1

(2𝑘)𝑖
(𝑖 − 1)!𝐿

𝑗−𝑖
𝑖

(2𝑘𝑥)
(2𝑗+1)𝑙∫

(2𝑗−1)𝑙

𝑡𝑖−1 𝑒𝑘 (𝑡−𝑥 )𝜑1 (𝑡 − 2 𝑗𝑙) 𝑑𝑡, (14)

где 𝜑1 есть нечётное продолжение 𝜑 на [−𝑙 ; 𝑙].
3. Суммирование по синусам с частотами, равными собственным частотам колебаний в задаче

(1). Интересное следствие получается из результатов предыдущего пункта, если, вернувшись к задаче
(3)–(4), решить её с помощью преобразования Лапласа. А именно, применяя теорему 5.5 из [1], получим,
что решение задачи (3)–(4) представимо в виде ряда:

�̃� (𝑥) =
∞∑︁
𝑚=1

Res
[
𝑒𝑥𝑧𝑝 (𝑧)
ℎ(𝑧) ; 𝑖 𝑦𝑚

]
(𝑥 > −𝑙), (15)

где

𝑝 (𝑧) = −2𝜑 (𝑙)ch(𝑙𝑧) +
𝑙∫

−𝑙

(�̃� ′ (𝑥) + 𝑘 �̃� (𝑥)) 𝑒−𝑧𝑥 𝑑𝑥, ℎ(𝑧) = 𝑧 + 𝑧𝑒−2𝑙𝑧 + 𝑘 − 𝑘𝑒−2𝑙𝑧

(здесь 𝑖 – мнимая единица), а 𝑦𝑚 – корни уравнения 𝑦 = −𝑘 · tg(𝑙 𝑦), занумерованные в произвольном
порядке; при этом ряд (15) сходится равномерно на любом отрезке [𝑎;𝑏] ⊂ (−𝑙 ;+∞). Выражая 𝑝 только
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через 𝜑 (т. е. посредством интегрирования по частям избавляясь от присутствия 𝜑 ′ в выражении для 𝑝) и
вычисляя вычеты в (15), придём (беря во внимание также нечётность �̃�) к представлению функции �̃� в
виде ряда, сужение которого на [0; 𝑙] есть ряд Фурье функции 𝜑 по собственным функциям спектральной
задачи, порождаемой задачей (1):

�̃� (𝑥) =
∞∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚 sin(𝜔𝑚𝑥) (𝑥 ∈ R),

где

𝑏𝑚 =
2(𝑘2 + 𝜔2

𝑚)
𝑘 + 𝑙 (𝑘2 + 𝜔2

𝑚)
·

𝑙∫
0

𝜑 (𝑠) sin(𝜔𝑚𝑠) 𝑑𝑠 (𝑚 = 1,∞),

а {𝜔𝑚}∞𝑚=1 – возрастающая последовательность, составленная из всех положительных корней уравнения
𝜔 = −𝑘 · tg(𝑙𝜔).

Таким образом, с учётом теоремы 1, получаем следующее утверждение.
Теорема 2. Пусть 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐶2 [0, 𝑙] и 𝑓 (0) = 0 и 𝑓 ′′ (0) = 0. Пусть 𝑘 – положительное число, удовлетворя-

ющее равенству 𝑓 ′ (𝑙) + 𝑘 𝑓 (𝑙) = 0, а {𝑏𝑚}∞𝑚=1 – последовательность чисел, определяемая равенством

𝑏𝑚 =
2(𝑘2 + 𝜔2

𝑚)
𝑘 + 𝑙 (𝑘2 + 𝜔2

𝑚)
·

𝑙∫
0

𝑓 (𝑠) sin(𝜔𝑚𝑠) 𝑑𝑠 (𝑚 = 1,∞),

в котором {𝜔𝑚}∞𝑚=1 – возрастающая последовательность всех положительных корней уравнения 𝜔 =

−𝑘 · tg(𝑙𝜔). Тогда ряд
∞∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚 sin(𝜔𝑚𝑥) сходится равномерно на любом отрезке вещественной прямой, причём

его сумма 𝑠 (𝑥) есть дважды непрерывно дифференцируемая нечётная функция, совпадающая на [0; 𝑙] с 𝑓 (𝑥),
а при 𝑥 > 𝑙 определяемая равенством:

𝑠 (𝑥) = (−1)𝑛 𝑓1 (𝑥 − 2𝑛𝑙) + (−1)𝑛−1
𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑘)𝑖
(𝑖 − 1)!𝐿

𝑛−𝑖
𝑖 (2𝑘𝑥)

𝑥∫
(2𝑛−1)𝑙

𝑡𝑖−1 𝑒𝑘 (𝑡−𝑥 ) 𝑓1 (𝑡 − 2𝑛𝑙) 𝑑𝑡+

+
𝑛−1∑︁
𝑗=1

(−1) 𝑗−1
𝑗∑︁
𝑖=1

(2𝑘)𝑖
(𝑖 − 1)!𝐿

𝑗−𝑖
𝑖

(2𝑘𝑥)
(2𝑗+1)𝑙∫

(2𝑗−1)𝑙

𝑡𝑖−1 𝑒𝑘 (𝑡−𝑥 ) 𝑓1 (𝑡 − 2 𝑗𝑙) 𝑑𝑡,

где 𝑛 = 𝑛(𝑥) есть целая часть числа (𝑥 + 𝑙)/(2𝑙), а 𝑓1 – нечётное продолжение 𝑓 на [−𝑙 ; 𝑙].
4. Случай краевого условия 3-го рода на правом конце отрезка и краевого условия 2-го рода –

на левом конце.
Теорема 1′. Пусть 𝑢 (𝑥, 𝑡) – решение задачи (1’), получающейся из задачи (1) заменой условия 𝑢 (0, 𝑡) = 0

на условие 𝑢𝑥 (0, 𝑡) = 0 и соответствующей заменой требований 𝜑 (0) = 0 и 𝜑 ′′ (0) = 0 (на функцию 𝜑) на одно

требование: 𝜑 ′ (0) = 0. Тогда 𝑢 (𝑥, 𝑡) = 1
2
(𝜑 (𝑥 + 𝑡) +𝜑 (𝑥 − 𝑡)), где 𝜑 (𝑥) – дважды непрерывно дифференцируемая

чётная функция, совпадающая на [0; 𝑙] с 𝜑 (𝑥) и на любом отрезке вида [(2𝑛 − 1)𝑙 ; (2𝑛 + 1)𝑙] (𝑛 ∈ N)
представимая в виде конечной суммы:

𝜑 (𝑥) = (−1)𝑛 𝜑2 (𝑥 − 2𝑛𝑙) −
𝑛∑︁
𝑖=1

(2𝑘)𝑖
(𝑖 − 1)!𝐿

𝑛−𝑖
𝑖 (2𝑘𝑥)

𝑥∫
(2𝑛−1)𝑙

𝑡𝑖−1 𝑒𝑘 (𝑡−𝑥 )𝜑2 (𝑡 − 2𝑛𝑙) 𝑑𝑡−

−
𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝑗∑︁
𝑖=1

(2𝑘)𝑖
(𝑖 − 1)!𝐿

𝑗−𝑖
𝑖

(2𝑘𝑥)
(2𝑗+1)𝑙∫

(2𝑗−1)𝑙

𝑡𝑖−1 𝑒𝑘 (𝑡−𝑥 )𝜑2 (𝑡 − 2 𝑗𝑙) 𝑑𝑡, (14′)

где 𝜑2 есть чётное продолжение 𝜑 на [−𝑙 ; 𝑙].
Доказательство этой теоремы практически не отличается от доказательства теоремы 1, по причине чего
и не приводится здесь. Отметим лишь, что 𝜑 (𝑥) является решением уравнения

𝜑 ′ (𝑥) − 𝜑 ′ (𝑥 − 2𝑙) + 𝑘𝜑 (𝑥) + 𝑘𝜑 (𝑥 − 2𝑙) = 0. (3′)

Заодно отметим, что представление (14’) влечёт утверждение, аналогичное теореме 2.
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5. Случай условия присоединённой массы на правом конце отрезка и краевого условия 1-го
или 2-го рода – на левом конце. Рассмотрим задачи:

𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡) (0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0)
𝑢 (0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡) +𝑚𝑢𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡) = 0 (𝑡 > 0)
𝑢 (𝑥, 0) = 𝛼 (𝑥), 𝑢𝑡 (𝑥, 0) = 0 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙)

(16)

и 
𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡) (0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0)
𝑢𝑥 (0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥 (𝑙, 𝑡) +𝑚𝑢𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡) = 0 (𝑡 > 0)
𝑢 (𝑥, 0) = 𝛽 (𝑥), 𝑢𝑡 (𝑥, 0) = 0 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙)

, (16′)

в которых 𝑙 и 𝑚 – фиксированные положительные числа, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐶2 [0; 𝑙]; решение каждой из этих
задач ищется в том же классе функций, что и решение задачи (1). Относительно 𝛼 (𝑥) дополнительно
предполагается, что 𝛼 (0) = 0 и 𝛼 ′′ (0) = 0, а также, что 𝛼 ′ (𝑙) +𝑚𝛼 ′′ (𝑙) = 0, а относительно 𝛽 (𝑥) – что
𝛽 ′ (0) = 0 и 𝛽 ′ (𝑙) +𝑚 𝛽 ′′ (𝑙) = 0; эти условия необходимы и достаточны для существования решений задач
(16) и (16’) из указанного класса.

Выписывая решения задач (16) и (16’) в форме Даламбера:

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 1
2
(𝛾 (𝑥 + 𝑡) + 𝛾 (𝑥 − 𝑡)) , (17)

придём к тому, что в случае задачи (16) 𝛾 есть дважды непрерывно дифференцируемое нечётное
продолжение 𝛼 с [0; 𝑙] на R, подчинённое уравнению

𝛾 ′′ (𝑥) − 𝛾 ′′ (𝑥 − 2𝑙) + 1
𝑚
𝛾 ′ (𝑥) + 1

𝑚
𝛾 ′ (𝑥 − 2𝑙) = 0 (𝑥 ≥ 𝑙), (18)

а в случае задачи (16′) 𝛾 есть дважды непрерывно дифференцируемое чётное продолжение 𝛽 с [0; 𝑙] на R,
подчинённое уравнению

𝛾 ′′ (𝑥) + 𝛾 ′′ (𝑥 − 2𝑙) + 1
𝑚
𝛾 ′ (𝑥) − 1

𝑚
𝛾 ′ (𝑥 − 2𝑙) = 0 (𝑥 ≥ 𝑙). (18′)

Сравнив уравнения (18) и (18’) с уравнениями, соответственно, (3’) и (3), придём к следующим двум
теоремам.

Теорема 3. Пусть 𝐴𝑘 есть оператор, который всякой функции 𝜑 ∈ 𝐶2 [0; 𝑙] ставит в соответствие
определённую на R чётную функцию 𝜑 , совпадающую на [0; 𝑙] с 𝜑 и определяемую при 𝑥 ≥ 𝑙 равенством (14’).

Тогда решение задачи (16) представимо в виде (17), где 𝛾 (𝑥) =
𝑥∫

0

(𝐴1/𝑚𝛼
′) (𝑠) 𝑑𝑠 .

Теорема 3′. Пусть �̃�𝑘 есть оператор, который всякой функции 𝜑 ∈ 𝐶2 [0; 𝑙] ставит в соответствие
определённую на R нечётную функцию �̃� , совпадающую на [0; 𝑙] с 𝜑 и определяемую при 𝑥 ≥ 𝑙 равенством
(14). Тогда решение задачи (16′) представимо в виде (17), где

𝛾 (𝑥) = 𝛽 (0) +
𝑥∫

0

(�̃�1/𝑚𝛽
′) (𝑠) 𝑑𝑠.

6. Некоторые замечания и комментарии. 1) Выше мы ограничились рассмотрением положи-
тельных параметров 𝑘 и𝑚 (исходя из механической интерпретации задач (1), (1’), (16) и (16’)). Однако
нетрудно убедиться, что все приведённые нами доказательства теорем 1, 1′, 3 и 3′ справедливы и для
произвольных вещественных 𝑘 и 𝑚, отличных от 0. Более того, эти доказательства не теряют силу
и в случае комплекснозначных решений задач (1), (1’), (16) и (16’) и, соответственно, произвольных
ненулевых комплексных параметров 𝑘 и𝑚.

2) Мы ограничивались пока рассмотрением только нулевой начальной скорости. Если же, например, в
задаче (1) условие𝑢𝑡 (𝑥, 0) = 0 заменить на𝑢𝑡 (𝑥, 0) = Φ(𝑥), гдеΦ ∈ 𝐶1 [0; 𝑙], причёмΦ(0) = 0иΦ′ (𝑙)+𝑘Φ(𝑙) = 0
(последние два условия необходимы и достаточны для существования решения из рассматриваемого
нами класса), то решение представимо в виде

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
(
𝐶 (𝑡)𝜑

)
(𝑥) +

𝑡∫
0

(
𝐶 (𝜏)Φ

)
(𝑥) 𝑑𝜏,

где операторная функция 𝐶 (𝑡) определяется равенством(
𝐶 (𝑡)𝜓

)
(𝑥) = 1

2
[ (
�̃�𝑘𝜓

)
(𝑥 + 𝑡) +

(
�̃�𝑘𝜓

)
(𝑥 − 𝑡)

]
.
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Для остальных задач ((1′), (16) и (16′)) ситуация аналогична.
3) Мы ограничивались пока рассмотрением только однородного волнового уравнения. Но, как

известно, принцип Дюамеля (см., например, [14], [15]) позволяет выразить решение неоднородного
уравнения с нулевыми начальными данными через параметрическое семейство решений однородного
уравнения в виде интеграла по параметру.

4) Апостериори ясно, что доказательства теорем 1, 1’, 3 и 3’ можно строить, основываясь на известных
функциональных соотношениях для многочленов Лагерра (впрочем, необходимое соотношение здесь
одно:

(
𝐿𝛼𝑛 (𝑥)

) ′
= −𝐿𝛼+1

𝑛−1 (𝑥)), и такое доказательство менее громоздко. Однако такие доказательства–
проверки проигрывают с методической точки зрения приведённым нами доказательствам–выводам.

5) Представляет интерес обобщение полученных в данной работе результатов на случай 𝐵-гиперболи-
ческих уравнений, в которых вторые производные по времени (или даже одновременно по временной и
пространственным переменным) заменяются на дифференциальный оператор Бесселя

𝐵𝜈 𝑓 (𝑥) =
𝑑2 𝑓

𝑑𝑥2 + 2𝜈 + 1
𝑥

𝑑 𝑓

𝑑𝑥
.

Об уравнениях с операторами Бесселя см., например, [3], [8].
6) Насколько известно авторам, итоговые формулы (14) и (14’) в терминах многочленов Лагерра

впервые были получены в работах авторов [5]–[6]. При этом в работе [5] формулы были получены через
многочлены Лагерра, выраженные в виде сумм в неявном виде, без явного указания на эти многочлены, а
в работе [6] выражения через многочлены Лагерра приведены в явном виде. Впоследствии, аналогичные
формулы через многочлены Лагерра в подобных задачах использовались и другими авторами, но в более
поздних работах.
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