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1. Введение. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка, при сохранении знака
коэффициента при старшей производной, подробно изучены в классических курсах дифференциальных
уравнений. Однако изучение поведения решений вблизи точки вырождения указанного коэффициента
требует определенных усилий (см. [3, 4, 1]). В настоящей работе нас интересует возможность построения
точных асимптотик решений в окрестности точки вырождения при 𝑡 → 0+.

Рассмотрим вырождающееся при 𝑡 = 0 дифференциальное уравнение

(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) (1)

с действительными на отрезке [0, 1] коэффициентами и такими, что 𝑏 (0) ≠ 0, 𝑎(0) = 0, 𝑎(𝑡) > 0 при
𝑡 ∈ (0, 1], а также при некоторых предположениях о гладкости коэффициентов, позволяющих проводить
необходимые преобразования.
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В работах [1, 2] построены разложения решений уравнения (1) по асимптотическим рядам специально
выбранных функций. Приведем во введении некоторые из этих результатов, которые понадобятся для
наших дальнейших исследований.

Пусть 𝑑 (𝑡) — произвольная достаточно гладкая функция и такая, что 𝑑 (𝑡) ≠ 0 при 𝑡 ∈ (0, 1]. Для любых
точек 𝑡0, 𝑡 ∈ (0, 1] определим две функции 𝑣𝑘 (𝑡), 𝑘 = 1, 2 по формуле

𝑣𝑘 (𝑡, 𝑡0) =
1√︁
𝑑 (𝑡)

exp ©­«
𝑡0∫
𝑡

𝑏 (𝜏) − (−1)𝑘𝑑 (𝜏)
2𝑎(𝜏) 𝑑𝜏

ª®¬ , (2)

а также функции

ℎ(𝑡) = 1
4𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)

(
𝑑 ′ (𝑡)
𝑑 (𝑡)

)2
− 2

(
𝑎(𝑡)𝑑 ′ (𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+ 𝑑

2 (𝑡) − 𝑏2 (𝑡) + 4𝑎(𝑡)𝑐 (𝑡) − 2𝑎(𝑡)𝑏′ (𝑡)
𝑎(𝑡)

)
, (3)

𝑠 (𝑡) =
𝑡∫

0

ℎ(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑤 (𝑡, 𝑡0) =
𝑡0∫
𝑡

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏) 𝑑𝜏 . (4)

При 𝑓 (𝑡) ≡ 0 линейно независимые решения однородного уравнения (1) могут быть представлены в
виде 𝑢1 (𝑡) = Φ(𝑡)𝑣1 (𝑡), 𝑢2 (𝑡) = Ψ(𝑡)𝑣2 (𝑡).

Функция Φ(𝑡) — решение задачи

Φ(𝑡) = 1 + 𝐾1Φ(𝑡), Φ(0) = 1, (5)

где 𝐾1 — интегральный оператор

𝐾1𝜑 (𝑡) =
𝑡0∫

0

𝑘1 (𝑡, 𝜏)𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏

с ядром 𝑘1 (𝑡, 𝜏) = ℎ(𝜏) при 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 и 𝑘1 (𝑡, 𝜏) = ℎ(𝜏) exp (𝑤 (𝜏, 𝑡0) −𝑤 (𝑡, 𝑡0)) при 𝑡 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡0, функции
ℎ(𝑡), 𝑤 (𝑡, 𝑡0) введены в (3), (4).

Аналогично, функция Ψ(𝑡) — решение задачи

Ψ(𝑡) = 1 + 𝐾2Ψ(𝑡), Ψ(0) = 1, (6)

где 𝐾2 — интегральный оператор

𝐾2𝜓 (𝑡) =
𝑡∫

0

𝑘2 (𝑡, 𝜏)𝜓 (𝜏) 𝑑𝜏

с ядром 𝑘2 (𝑡, 𝜏) = −ℎ(𝜏) (1 − exp (𝑤 (𝑡, 𝑡0) −𝑤 (𝜏, 𝑡0))) при 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 .
В дальнейшем будем полагать 𝑏 (𝑡) = 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0, 𝑎(𝑡) = 𝑡𝑚𝑎0 (𝑡), 𝑚 ≥ 2, 𝑎0 (𝑡) > 0, что означает

случай сильного вырождения уравнения (1).
Пусть 𝑑 (𝑡) =

√︁
𝑏2 − 4𝑎(𝑡)𝑐 (𝑡). Выберем точку 𝑡0 > 0 так, чтобы для 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] выполнялись неравенства

𝑑 (𝑡) > 0. Такой выбор функции 𝑑 (𝑡) и точки 𝑡0 позволяет при 𝑡 → 0 записать асимптотические
представления

𝑎(𝑡) = 𝑡𝑚𝑂 (1), ℎ(𝑡) = 𝑡2𝑚−2𝑂 (1), 𝑑 (𝑡) = |𝑏 | (1 + 𝑡𝑚𝑂 (1)) , 𝑠 (𝑡) =
𝑡∫

0

ℎ(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑡2𝑚−1𝑂 (1), (7)

что в дальнейшем позволит использовать (7) при нахождении асимптотик решений.
2. Асимптотические свойства интегральных операторов 𝐾1 и 𝐾2. Будем предполагать в дальней-

шем, что функции 𝑎(𝑡) и 𝑓 (𝑡) имеют именно степенную асимптотику конечного порядка в точке 𝑡 = 0.
Лемма 1. Пусть 𝑎(𝑡), 𝑓 (𝑡), 𝑑 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑡0] для некоторого 𝑡0 ∈ (0, 1], 𝑎(0) = 𝑎′ (0) = 0 и на (0, 𝑡0]

𝑎(𝑡) > 0, 𝑓 (𝑡) ≠ 0, кроме того, 𝑑 (𝑡) > 0 на [0, 𝑡0]. Тогда справедливы представления

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝜉) exp
©­­«−

𝜉∫
𝑡

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑓 (𝑡) +

(
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
(1 + 𝑎′ (𝑡)𝑂 (1))

)
, (8)

𝑡∫
0

𝑓 (𝜉) exp
©­­«−

𝑡∫
𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑓 (𝑡) −

(
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
(1 + 𝑜 (1))

)
. (9)
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Доказательство. Дважды интегрируя по частям, получим представление

𝑡0∫
𝑡

𝑓 (𝜉) exp
©­­«−

𝜉∫
𝑡

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡) +

𝑡0∫
𝑡

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′
exp

©­­«−
𝑡∫

𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉−
−𝑎(𝑡0) 𝑓 (𝑡0)

𝑑 (𝑡0)
exp ©­«−

𝑡0∫
𝑡

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®¬ =
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡) +

𝑡0∫
𝑡

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′
exp

©­­«−
𝑡∫

𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 + 𝑜 (𝑡∞) =
=
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡) + 𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)

𝑑 (𝑡) +
𝑡0∫
𝑡

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′
exp

©­­«−
𝜉∫

𝑡

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 + 𝑜 (𝑡∞), (10)

где 𝑓 (𝑡) =
(
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
.

Рассмотрим далее отношение

𝑡0∫
𝑡

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)/𝑑 (𝜉)

) ′
exp

(
−

𝜉∫
𝑡

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)
𝑑𝜉

𝑓 (𝑡)𝑎(𝑡)𝑎′ (𝑡)/𝑑 (𝑡)
=

𝑡0∫
𝑡

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)/𝑑 (𝜉)

) ′
exp

(
𝑡0∫
𝜉

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)
𝑑𝜉

𝑓 (𝑡)𝑎(𝑡)𝑎′ (𝑡)/𝑑 (𝑡) exp

(
𝑡0∫
𝑡

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)
𝑑𝜉

и, поскольку функции 𝑎(𝑡) и 𝑓 (𝑡) имеют именно степенную асимптотику конечного порядка в точке
𝑡 = 0, то применяя правило Лопиталя к этому отношению, получим

lim
𝑡→0+

−
(
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/𝑑 (𝑡)

) ′(
𝑎(𝑡)𝑎′ (𝑡) 𝑓 (𝑡)/𝑑 (𝑡)

) ′
− 𝑎′ (𝑡) 𝑓 (𝑡)

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑂 (1). (11)

Таким образом, в силу доказанного равенства (11)

𝑡0∫
𝑡

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)/𝑑 (𝜉)

) ′
exp

©­­«−
𝜉∫

𝑡

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
ª®®¬𝑑𝜉 =

𝑓 (𝑡)𝑎(𝑡)𝑎′ (𝑡)
𝑑 (𝑡) 𝑂 (1),

что вместе с (10) устанавливает асимптотическое представление (8).
Докажем теперь представление (9). Как и при доказательстве (8), дважды интегрируя по частям,

получим
𝑡∫

0

𝑓 (𝜉) exp
©­­«−

𝑡∫
𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
𝑡∫

0

𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)
𝑑 (𝜉)

𝑑 (𝜉)
𝑎(𝜉) exp

©­­«−
𝑡∫

𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
=
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡) −

𝑡∫
0

𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′
𝑑 (𝜉)
𝑎(𝜉) exp

©­­«−
𝑡∫

𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
=
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡) − 𝑎(𝑡)

𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+

𝑡∫
0

(
𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉) 𝑓 (𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′) ′
exp

©­­«−
𝑡∫

𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉. (12)

Поскольку

lim
𝑡→0+

𝑡∫
0
𝑓 (𝜉) exp

(
−

𝑡∫
𝜉

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)
𝑑𝜉

𝑓 (𝑡)𝑎(𝑡)𝑎′ (𝑡)/𝑑 (𝑡)
= lim
𝑡→0+

𝑡∫
0
𝑓 (𝜉) exp

(
−

𝑡0∫
𝜉

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)
𝑑𝜉

𝑓 (𝑡)𝑎(𝑡)𝑎′ (𝑡)/𝑑 (𝑡) exp

(
−

𝑡0∫
𝑡

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)
𝑑𝜉

=
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= lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡) exp

(
−

𝑡0∫
𝑡

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)

𝑓 (𝑡) exp

(
−

𝑡0∫
𝑡

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
)
+

(
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/𝑑 (𝑡)

) ′
exp

(
−

𝑡0∫
𝑡

𝑑 (𝜏)/𝑎(𝜏)𝑑𝜏
) =

= lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡)

𝑓 (𝑡) +
(
𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)/𝑑 (𝑡)

) ′ = 1,

то
𝑡∫

0

𝑓 (𝜉) exp
©­­«−

𝑡∫
𝜉

𝑑 (𝜏)
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑓 (𝑡) − 𝑎(𝑡) 𝑓 (𝑡)

𝑑 (𝑡)

) ′
(1 + 𝑜 (1)

и из (12) вытекает представление (9). Лемма доказана.
Введем следующие обозначения:

𝐾10𝜑 (𝑡) =
𝑡∫

0

ℎ(𝜏)𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏, 𝐾11𝜑 (𝑡) =
𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜏)𝜑 (𝜏) exp (𝑤 (𝜏, 𝑡0) −𝑤 (𝑡, 𝑡0)) 𝑑𝜏, 𝑠 (𝑡) =
𝑡∫

0

ℎ(𝜏) 𝑑𝜏,

где функции ℎ(𝑡), 𝑤 (𝑡, 𝑡0) определены в (3), (4).
Интегрируя по частям, будем иметь

𝐾10𝜑 (𝑡) =
𝑡∫

0

ℎ(𝜏)𝜑 (𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑠 (𝑡)𝜑 (𝑡) −
𝑡∫

0

𝑠 (𝜏)𝜑 ′ (𝜏) 𝑑𝜏,

а, применяя лемму 1 при 𝜑 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑡0], получим

𝐾11𝜑 (𝑡) =
𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜏)𝜑 (𝜏) exp (𝑤 (𝜏, 𝑡0) −𝑤 (𝑡, 𝑡0)) 𝑑𝜏 =
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡)𝜑 (𝑡) +

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)𝜑 (𝑡)

) ′
(1 + 𝑎′ (𝑡)𝑂 (1))

)
. (13)

Поэтому для 𝐾1𝜑 (𝑡) справедливо асимптотическое представление

𝐾1𝜑 (𝑡) = 𝐾10𝜑 (𝑡) + 𝐾11𝜑 (𝑡) =

= 𝑠 (𝑡)𝜑 (𝑡) −
𝑡∫

0

𝑠 (𝜏)𝜑 ′ (𝜏) 𝑑𝜏 + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡)𝜑 (𝑡) +

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)𝜑 (𝑡)

) ′
(1 + 𝑎′ (𝑡)𝑂 (1))

)
. (14)

Продифференцировав (5) и применив (13), получим асимптотическое представление для производной

(𝐾1𝜑 (𝑡))′ =
𝑑 (𝑡)
𝑎(𝑡) exp(−𝑤 (𝑡, 𝑡0))

𝑡0∫
𝑡

ℎ(𝜏)𝜑 (𝜏) exp (𝑤 (𝜏, 𝑡0)) 𝑑𝜏 =
𝑑 (𝑡)
𝑎(𝑡)𝐾11𝜑 (𝑡) =

= ℎ(𝑡)𝜑 (𝑡) +
(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)𝜑 (𝑡)

) ′
(1 + 𝑎′ (𝑡)𝑂 (1)) = ℎ(𝑡)𝜑 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) . (15)

Аналогично применяя лемму 1 при𝜓 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑡0], получим

𝐾2𝜓 (𝑡) = −
𝑡∫

0

ℎ(𝜏) (1 − exp (𝑤 (𝑡, 𝑡0) −𝑤 (𝜏, 𝑡0)))𝜓 (𝜏) 𝑑𝜏 = 𝐾20𝜓 (𝑡) + 𝐾21𝜓 (𝑡) =

= −𝑠 (𝑡)𝜓 (𝑡) +
𝑡∫

0

𝑠 (𝜏)𝜓 ′ (𝜏) 𝑑𝜏 + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡)𝜓 (𝑡) −

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)𝜓 (𝑡)

) ′
(1 +𝑂 (1))

)
. (16)

Дифференцируя (6) и применяя лемму 1, с учетом асимптотических представлений (7), будем иметь

(𝐾2𝜓 (𝑡))′ = 𝑘2 (𝑡, 𝑡)𝜓 (𝑡) −
𝑑 (𝑡)
𝑎(𝑡)

𝑡∫
0

ℎ(𝜏) exp (𝑤 (𝑡, 𝑡0) −𝑤 (𝜏, 𝑡0))𝜓 (𝜏) 𝑑𝜏 =
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= −𝑑 (𝑡)
𝑎(𝑡)

𝑡∫
0

ℎ(𝜏) exp ©­«
𝑡∫

𝜏

𝑑 (𝜉)
𝑎(𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝜓 (𝜏) 𝑑𝜏 = −ℎ(𝑡)𝜓 (𝑡) +
(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)𝜓 (𝑡)

) ′
(1 + 𝑜 (1)) =

= −ℎ(𝑡)𝜓 (𝑡) (1 + 𝑜 (1)) . (17)

3. Первые асимптотики функций Φ(𝑡) и Ψ(𝑡). Результаты предыдущего пункта применим для
исследования асимптотики функций Φ(𝑡) и Ψ(𝑡). Отметим, что требования гладкости, накладываемые на
рассматриваемые функции, обусловлены методом и не являются точными.

Лемма 2. Пусть 𝑎(𝑡), 𝑐 (𝑡) ∈ 𝐶4 [0, 𝑡0], 𝑎(𝑡) = 𝑡𝑚𝑎0 (𝑡), 𝑚 ≥ 2, 𝑎0 (𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0], 𝑏 (𝑡) = 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и
𝑑 (𝑡) =

√︁
𝑏2 − 4𝑎(𝑡)𝑐 (𝑡) > 0. Тогда определяемые равенствами (5), (6) функции Φ(𝑡) и Ψ(𝑡) допускают при

𝑡 → 0+ асимптотические представления

Φ(𝑡) = 1 + 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡) +

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)

) ′)
+ 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1), (18)

Ψ(𝑡) = 1 − 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡) −

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)

) ′)
+ 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1), (19)

где функции ℎ(𝑡), 𝑠 (𝑡) определены в (3), (4).
Доказательство. Продифференцировав (5) и используя (15), получим

Φ′ (𝑡) = (𝐾1Φ(𝑡))′ = ℎ(𝑡)Φ(𝑡) +
(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)Φ(𝑡)

) ′
(1 + 𝑎′ (𝑡)𝑂 (1)) = ℎ(𝑡)Φ(𝑡) (1 + 𝑜 (1)). (20)

Учитывая равенства (5), (14), (20), будем иметь

Φ(𝑡) = 1 + 𝐾1Φ(𝑡) = 1 + 𝑠 (𝑡)Φ(𝑡) −
𝑡∫

0

𝑠 (𝜏)Φ′ (𝜏) 𝑑𝜏 + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡)Φ(𝑡) +

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)Φ(𝑡)

) ′)
(1 + 𝑎′ (𝑡)𝑂 (1)) =

= 1+𝑠 (𝑡)Φ(𝑡)− 1
2
𝑠2 (𝑡)Φ(𝑡) (1+𝑜 (1))+ 𝑎(𝑡)

𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)Φ(𝑡)+
(
𝑎(𝑡)Φ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+ ℎ(𝑡)Φ′ (𝑡)

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

)2
)
(1+𝑎′ (𝑡)𝑂 (1)),

поскольку
𝑡∫

0

𝑠 (𝜏)Φ′ (𝜏) 𝑑𝜏 =
𝑡∫

0

𝑠 (𝜏)ℎ(𝜏)Φ(𝜏) (1 + 𝑜 (1)) 𝑑𝜏 = 1
2
𝑠2 (𝑡)Φ(𝑡) (1 + 𝑜 (1)) .

При малых 𝑡 > 0 Φ′ (𝑡) = ℎ(𝑡)Φ(𝑡) (1 + 𝑜 (1)), поэтому справедливо соотношение

Φ(𝑡) = 1 + 𝑠 (𝑡)Φ(𝑡) + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)Φ(𝑡) +

𝑎(𝑡)Φ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+ 𝑠2 (𝑡)Φ(𝑡)𝑂 (1),

разрешая которое относительно Φ(𝑡), окончательно получим 1+𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡) +

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)

) ′)
+𝑠2 (𝑡)𝑂 (1),

что и доказывает асимптотическое представление (18).
Аналогично для Ψ(𝑡) из (6), (16), (17) выводим

Ψ′ (𝑡) = (𝐾2Ψ(𝑡))′ = −ℎ(𝑡)Ψ(𝑡) (1 + 𝑜 (1)),

Ψ(𝑡) = 1 + 𝐾2Ψ(𝑡) = 1 − 𝑠 (𝑡)Ψ(𝑡) −
𝑡∫

0

𝑠 (𝜏)ℎ(𝜏)Ψ(𝜏) (1 + 𝑜 (1)) 𝑑𝜏+

+𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡)Ψ(𝑡) −

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)Ψ(𝑡)

) ′)
(1 + 𝑜 (1)),

Ψ(𝑡 = 1 − 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡) −

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)

) ′)
+ 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1).

Тем самым и асимптотическое представление (19) также установлено. Лемма доказана.
4. Первые асимптотики решений однородного уравнения. Поведение решений однородного

уравнения
(𝑎(𝑡)𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑐 (𝑡)𝑢 (𝑡) = 0 (21)
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вблизи точки вырождения 𝑡 = 0 определяется в основном функциями 𝑣1 (𝑡, 𝑡0), 𝑣2 (𝑡, 𝑡0), заданными
равенствами (2) (подробнее см. [1]), которые представляются конкретными функциями и их асимптотики
могут быть получены стандартными методами или же с помощью известных пакетов математических
вычислений, например, Wolfram Mathematica. Асимптотические представления указанных во введении
решений

𝑢1 (𝑡) = Φ(𝑡)𝑣1 (𝑡, 𝑡0), 𝑢2 (𝑡) = Ψ(𝑡)𝑣2 (𝑡, 𝑡0) (22)

однородного уравнения (21) устанавливаются в следующей теореме, в которой требования к гладкости
коэффициентов завышены для упрощения формулировки.

Теорема 1. Пусть в уравнении (21) 𝑎(𝑡), 𝑐 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑡0], 𝑎(𝑡) = 𝑡𝑚𝑎0 (𝑡), 𝑚 ≥ 2, 𝑎0 (𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0],
𝑏 (𝑡) = 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝑑 (𝑡) =

√︁
𝑏2 − 4𝑎(𝑡)𝑐 (𝑡) > 0. Тогда существуют линейно независимые решения 𝑢1 (𝑡) и 𝑢2 (𝑡)

этого уравнения, допускающие при 𝑡 → 0+ следующие асимптотические разложения

𝑢1 (𝑡) = 𝑣1 (𝑡, 𝑡0)
(
1 + 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)

𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡) +

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)

) ′)
+ 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1)

)
, (23)

𝑢2 (𝑡) = 𝑣2 (𝑡, 𝑡0)
(
1 − 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)

𝑑 (𝑡)

(
ℎ(𝑡) −

(
𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)ℎ(𝑡)

) ′)
+ 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1)

)
, (24)

где функции ℎ(𝑡), 𝑠 (𝑡) определены в (3), (4). При этом для всех 𝑛 ≥ 0 и 𝑏 < 0

lim
𝑡→0+

𝑢1 (𝑡) = 𝑣1 (0, 𝑡0) ≠ 0, lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑛)
2 (𝑡) = 0, (25)

а для 𝑛 ≥ 0 и 𝑏 > 0
lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑛)
1 (𝑡) = +∞, lim

𝑡→0+
𝑢2 (𝑡) = 𝑣2 (0, 𝑡0) ≠ 0. (26)

Доказательство. Применяя лемму 2 к представлениям (22) получаем асимптотические разложения (23),
(24).

Свойства функций 𝑣1 (𝑡, 𝑡0), 𝑣2 (𝑡, 𝑡0) подробно описаны в статье [1]), в которой установлено, что при
𝑏 < 0 и 𝑛 ≥ 0 lim

𝑡→0+
𝑣1 (𝑡, 𝑡0) = 𝑣1 (0, 𝑡0) > 0, lim

𝑡→0+
𝑣
(𝑛)
2 (𝑡, 𝑡0) = 0, а при 𝑏 > 0 lim

𝑡→0+
𝑣
(𝑛)
1 (𝑡, 𝑡0) = +∞, lim

𝑡→0+
𝑣2 (𝑡, 𝑡0) =

𝑣2 (0, 𝑡0) ≠ 0, откуда и следует (25), (26). Теорема доказана.
5. Первые асимптотики решений неоднородного уравнения. Для неоднородного дифферен-

циального уравнения (1) с достаточно гладкими коэффициентами и правой частью в работах [1, 2]
установлено существование дважды непрерывно дифференцируемого решения 𝑢∗ (𝑡) этого уравнения,
которое может быть выражено через определяемые равенствами (5), (6) функции Φ(𝑡), Ψ(𝑡) следующим
образом:

𝑢∗ (𝑡) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡) + 𝐵(𝑡)Ψ(𝑡), (27)

где

𝐴(𝑡) = −
𝑡∫

0

Ψ(𝜉) 𝑓 (𝜉)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

exp
©­­«−

𝑡∫
𝜉

𝑏 + 𝑑 (𝜏)
2𝑎(𝜏) 𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉,
𝐵(𝑡) = −

𝑡0∫
𝑡

Φ(𝜉) 𝑓 (𝜉)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

exp
©­­«

𝜉∫
𝑡

𝑏 − 𝑑 (𝜏)
2𝑎(𝜏) 𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉.
При этом для 𝑏 < 0 lim𝑡→0+ 𝑢∗ (𝑡) = 0, а для 𝑏 > 0 lim𝑡→0+ 𝑢∗ (𝑡) = 𝑢∗ (0) ≠ 0.
Полученные в (18), (19) асимптотики функций Φ(𝑡), Ψ(𝑡) позволяют сформулировать следующую

теорему.
Теорема 2. Пусть относительно коэффициентов уравнения (1) выполнены условия теоремы 1. Тогда

при 𝑏 < 0 для любой функции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑡0] существует решение 𝑢∗ (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑡0] этого неоднородного
уравнения, которое в окрестности нуля является бесконечно малым и может быть записано в виде

𝑢∗ (𝑡) = 𝐴0 (𝑡)
(
1 + 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑑 (𝑡)

)
+ 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+

+𝐵0 (𝑡)
(
1 − 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑑 (𝑡)

)
− 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+ 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1), (28)

где

𝐴0 (𝑡) = −
𝑡∫

0

(
1 − 𝑠 (𝜉) + 𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)

𝑑 (𝜉) − 𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′)
exp

©­­«
𝑡∫

𝜉

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

= 𝑜 (1),
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𝐵0 (𝑡) = −
𝑡0∫
𝑡

(
1 + 𝑠 (𝜉) + 𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)

𝑑 (𝜉) + 𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′)
exp

©­­«
𝑡∫

𝜉

𝑑1 (𝜏)𝑑𝜏
𝑎(𝜏)

ª®®¬
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

= 𝑜 (1),

𝑑1 (𝑡) =
1
2
( |𝑏 | + 𝑑 (𝑡)).

Если 𝑏 > 0, то бесконечно малое в окрестности нуля решение 𝑢̃∗ (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑡0] неоднородного уравнения (1)
может быть записано в виде

𝑢̃∗ (𝑡) = 𝐴̃0 (𝑡)
(
1 + 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑑 (𝑡)

)
+ 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+

+𝐵̃0 (𝑡)
(
1 − 𝑠 (𝑡) + 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)

𝑑 (𝑡)

)
− 𝑎(𝑡)
𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′
+ 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1), (29)

где

𝐴̃0 (𝑡) = −
𝑡∫

0

(
1 − 𝑠 (𝜉) + 𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)

𝑑 (𝜉) − 𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′)
exp

©­­«
𝜉∫

𝑡

𝑑1 (𝜏)𝑑𝜏
𝑎(𝜏)

ª®®¬
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

= 𝑜 (1),

𝐵̃0 (𝑡) = −
𝑡0∫
𝑡

(
1 + 𝑠 (𝜉) + 𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)

𝑑 (𝜉) + 𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′)
exp

©­­«
𝑡∫

𝜉

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

= 𝑜 (1),

Доказательство.Прежде всего отметим, что функции𝐴0 (𝑡), 𝐴̃0 (𝑡), 𝐵0 (𝑡), 𝐵̃0 (𝑡) выражаются через заданные
функции и их асимптотика может быть получена, возможно и с использованием леммы 1, стандартными
методами. В соответствии с условием теоремы и формулами (28), (29) точность указанных асимптотик
должна быть порядка 𝑡4𝑚−2. Условия гладкости могут быть снижены и определяются лишь методом
построения асимптотик и их точностью.

Как уже отмечалось ранее, решение неоднородного уравнения (1) может быть записано в виде (27).
При 𝑏 < 0 преобразуем 𝐴(𝑡) и 𝐵(𝑡), используя полученные в лемме 2 асимптотики (18), (19). Будем иметь

𝐴(𝑡) = −
𝑡∫

0

Ψ(𝜉) 𝑓 (𝜉)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

exp
©­­«

𝑡∫
𝜉

𝑏 − 𝑑 (𝜏)
2𝑎(𝜏) 𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
𝑡∫

0

(
−1 + 𝑠 (𝜉) − 𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)

𝑑 (𝜉) + 𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′
− 𝑠2 (𝜉)𝑂 (1)

)
exp

©­­«
𝑡∫

𝜉

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

=

= 𝐴0 (𝑡) + 𝑠2 (𝑡)𝑜 (1), (30)

𝐵(𝑡) = −
𝑡0∫
𝑡

Φ(𝜉) 𝑓 (𝜉)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

exp
©­­«

𝜉∫
𝑡

𝑏 − 𝑑 (𝜏)
2𝑎(𝜏) 𝑑𝜏

ª®®¬𝑑𝜉 =
−

𝑡0∫
𝑡

(
1 + 𝑠 (𝜉) + 𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)

𝑑 (𝜉) + 𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′
+ 𝑠2 (𝜉)𝑂 (1)

)
exp

©­­«
𝑡∫

𝜉

𝑑1 (𝜏)𝑑𝜏
𝑎(𝜏)

ª®®¬
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

=

= 𝐵0 (𝑡) + 𝑠2 (𝑡)𝑂 (1), (31)

Подставляя представления (30), (31) в равенство (27), и вновь используя (18), (19), получим требуемую
асимптотику (28).

При 𝑏 > 0 введем для рассмотрения другое решение 𝑢̃∗ (𝑡) неоднородного уравнения (1) так, чтобы
𝑢̃∗ (0) = 0. Выберем его в виде

𝑢̃∗ (𝑡) = 𝑢∗ (𝑡) −𝐶 (𝑡0)𝑢2 (𝑡), (32)

где

𝐶 (𝑡) = −
𝑡∫

0

𝑓 (𝜉)Φ(𝜉)√︁
𝑑 (𝜉)

exp
©­­«−

𝑡0∫
𝜉

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬𝑑𝜉 .
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Поскольку

𝐵(𝑡)Ψ(𝑡) = −Ψ(𝑡)
𝑡∫

0

𝑓 (𝜉)Φ(𝜉)√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

exp
©­­«

𝜉∫
𝑡

𝑏 − 𝑑 (𝜏)𝑑𝜏
2𝑎(𝜏)

ª®®¬𝑑𝜉 =
= −𝑣2 (𝑡, 𝑡0)Ψ(𝑡)

𝑡∫
0

𝑓 (𝜉)Φ(𝜉)√︁
𝑑 (𝜉)

exp
©­­«−

𝜉∫
𝑡0

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬𝑑𝜉 =
= 𝑣2 (𝑡, 𝑡0)Ψ(𝑡)

©­­«
𝑡∫

0

𝑓 (𝜉)Φ(𝜉)√︁
𝑑 (𝜉)

exp
©­­«

𝜉∫
𝑡0

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬𝑑𝜉 −
𝑡0∫

0

𝑓 (𝜉)Φ(𝜉)√︁
𝑑 (𝜉)

exp
©­­«

𝜉∫
𝑡0

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬𝑑𝜉
ª®®¬ =

= 𝑣2 (𝑡, 𝑡0)Ψ(𝑡) (𝐶 (𝑡0) −𝐶 (𝑡)) = 𝑢2 (𝑡) (𝐶 (𝑡0) −𝐶 (𝑡)) ,
то из последнего равенства и следует 𝑢̃∗ (𝑡) = 𝑢∗ (𝑡) −𝐶 (𝑡0)𝑢2 (𝑡) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡) −𝐶 (𝑡)𝑢2 (𝑡), 𝑢̃∗ (0) = 0.

Определяемое равенством (32) решение 𝑢̃∗ (𝑡) запишем в виде

𝑢̃∗ (𝑡) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡) + 𝐵∗ (𝑡)Ψ(𝑡), (33)

где 𝐵∗ (𝑡) = −𝑣2 (𝑡, 𝑡0)𝐶 (𝑡), и аналогично предыдущему случаю преобразуем 𝐵∗ (𝑡), используя (18), (19).
Будем иметь

𝐵∗ (𝑡) =
1√︁
𝑑 (𝑡)

exp ©­«
𝑡0∫
𝑡

𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®¬
𝑡∫

0

𝑓 (𝜉)Φ(𝜉)√︁
𝑑 (𝜉)

exp
©­­«−

𝑡0∫
𝜉

𝑐 (𝜏) 𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬𝑑𝜉 =
=

𝑡∫
0

(
1 + 𝑠 (𝜉) + 𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)

𝑑 (𝜉) + 𝑎(𝜉)
𝑑 (𝜉)

(
𝑎(𝜉)ℎ(𝜉)
𝑑 (𝜉)

) ′
+ 𝑠2 (𝜉)𝑂 (1)

)
exp

©­­«
𝜉∫

𝑡

𝑐 (𝜏)𝑑𝜏
𝑑1 (𝜏)

ª®®¬
𝑓 (𝜉)𝑑𝜉√︁
𝑑 (𝑡)𝑑 (𝜉)

=

= 𝐵∗,0 (𝑡) + 𝑠2 (𝑡)𝑜 (1). (34)

Подставляя (30), (34) в (33) и вновь применяя (18), (19), устанавливаем утверждение теоремы при 𝑏 > 0.
Теорема доказана.

6. Пример построения степенной асимптотики. Покажем на примере возможность получения
степенной асимптотики. Пусть в уравнении (1)

𝑎(𝑡) = 𝑡𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑡0 = 1, 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 1], (35)

и, таким образом, получим уравнение

(𝑡𝑚𝑢′ (𝑡))′ + 𝑏𝑢′ (𝑡) + 𝑐𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡). (36)

Учитывая конкретный вид (35) коэффициентов уравнения (36), произведем необходимые для получе-
ния асимптотик вычисления. Имеем

ℎ(𝑡) = 1
4𝑑 (𝑡)

(
𝑎(𝑡)

(
𝑑 ′ (𝑡)
𝑑 (𝑡)

)2
− 2

(
𝑎(𝑡)𝑑 ′ (𝑡)
𝑑 (𝑡)

) ′)
=

1
𝑑5 (𝑡)

(
𝑐2𝑚−2𝑡

2𝑚−2 + 𝑐3𝑚−2𝑡
3𝑚−2) , (37)

где

𝑐2𝑚−2 =𝑚(2𝑚 − 1)𝑐𝑏2, 𝑐3𝑚−2 =𝑚(4 − 3𝑚)𝑐2, 𝑑 (𝑡) =
√︁
𝑏2 − 4𝑎(𝑡)𝑐 (𝑡) = |𝑏 |

√︂
1 − 4𝑐𝑡2

𝑏2 .

Воспользовавшись известной формулой

(1 − 𝑥)𝑝 = 1 +
𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖𝑝 (𝑝 − 1) · · · (𝑝 − 𝑖 + 1)
𝑖!

𝑥𝑖 +𝑂 (𝑥𝑛+1)

справедливой при |𝑥 | < 1, определим также

1√︁
𝑑 (𝑡)

=
1√︁
|𝑏 |

(
1 + 1

4
4𝑐
𝑏2 𝑡

𝑚 + 5
32

(
4𝑐
𝑏2

)2
𝑡2𝑚 + 5 · 9

43 · 6

(
4𝑐
𝑏2

)3
𝑡3𝑚

)
+

+ 1√︁
|𝑏 |

(
5 · 9 · 13

45 · 6

(
4𝑐
𝑏2

)4
𝑡4𝑚 +𝑂

((
4𝑐
𝑏2

)5
𝑡5𝑚

))
, (38)
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1
𝑑 (𝑡) =

1 + 𝑑11𝑡
𝑚

|𝑏 | + 𝑡2𝑚𝑂 (1), 𝑑11 =
2𝑐
𝑏2 ,

1
𝑑5 (𝑡) =

1 + 𝑑51𝑡
𝑚

|𝑏 |5 + 𝑡2𝑚𝑂 (1), 𝑑51 =
10𝑐
𝑏2 . (39)

Подставив (39) в (37), будем иметь

ℎ(𝑡) = 1
|𝑏 |5 (1 + 𝑑51𝑡

𝑚)
(
𝑐2𝑚−2𝑡

2𝑚−2 + 𝑐3𝑚−2𝑡
3𝑚−2) + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1) =

= ℎ1𝑡
2𝑚−2 + ℎ2𝑡

3𝑚−2 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1), (40)
где

ℎ1 =
𝑚(2𝑚 − 1)𝑐

|𝑏 |3 , ℎ2 =
𝑚(4 − 3𝑚)𝑏2𝑐2 + 10𝑐

|𝑏 |7
и, кроме того,

𝑠 (𝑡) =
𝑡∫

0

ℎ(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑠1𝑡
2𝑚−1 + 𝑠2𝑡

3𝑚−1 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1), 𝑠1 =
ℎ1

2𝑚 − 1
, 𝑠2 =

ℎ2

3𝑚 − 1
. (41)

Используя вычисленные асимптотики (38)–(41) в полученных ранее разложениях (18), (19) и (23), (24),
получим

Φ(𝑡) = 1 + 𝑠1𝑡
2𝑚−1 + ℎ1

|𝑏 | 𝑡
3𝑚−2 + 𝑠2𝑡

3𝑚−1 + (3𝑚 − 2)ℎ1

|𝑏 |2 𝑡4𝑚−3 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1),

Ψ(𝑡) = 1 − 𝑠1𝑡
2𝑚−1 + ℎ1

|𝑏 | 𝑡
3𝑚−2 − 𝑠2𝑡

3𝑚−1 + (3𝑚 − 2)ℎ1

|𝑏 |2 𝑡4𝑚−3 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1),

𝑢1 (𝑡) = 𝑣1 (𝑡, 𝑡0)Φ(𝑡) =

= 𝑣1 (𝑡, 𝑡0)
(
1 + 𝑠1𝑡

2𝑚−1 + ℎ1

|𝑏 | 𝑡
3𝑚−2 + 𝑠2𝑡

3𝑚−1 + (3𝑚 − 2)ℎ1

|𝑏 |2 𝑡4𝑚−3 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1)
)
, (42)

𝑢2 (𝑡) = 𝑣2 (𝑡, 𝑡0)Ψ(𝑡) =

= 𝑣1 (𝑡, 𝑡0)
(
1 − 𝑠1𝑡

2𝑚−1 + ℎ1

|𝑏 | 𝑡
3𝑚−2 − 𝑠2𝑡

3𝑚−1 + (3𝑚 − 2)ℎ1

|𝑏 |2 𝑡4𝑚−3 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1)
)
. (43)

Как уже отмечалось при доказательстве теоремы 1, при 𝑏 < 0 все производные в нуле функции 𝑣2 (𝑡, 𝑡0)
обращаются в нуль, поэтому нахождение степенной асимптотики имеет смысл лишь для 𝑢1 (𝑡), и если

𝑣1 (𝑡, 𝑡0) =
4𝑚−3∑︁
𝑗=0

𝑣
( 𝑗 )
1 (0, 𝑡0)
𝑗 !

𝑡 𝑗 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1),

то из (42) выводим

𝑢1 (𝑡) =
(
1 + 𝑠1𝑡

2𝑚−1 + ℎ1

|𝑏 | 𝑡
3𝑚−2 + 𝑠2𝑡

3𝑚−1 + (3𝑚 − 2)ℎ1

|𝑏 |2 𝑡4𝑚−3
)

×

×
4𝑚−3∑︁
𝑗=0

𝑣
( 𝑗 )
1 (0, 𝑡0)
𝑗 !

𝑡 𝑗 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1).

При 𝑏 > 0 функция 𝑣1 (𝑡, 𝑡0) неограниченна в нуле, поэтому нахождение степенной асимптотики
имеет смысл лишь для 𝑢2 (𝑡), и если

𝑣2 (𝑡, 𝑡0) =
4𝑚−3∑︁
𝑗=0

𝑣
( 𝑗 )
2 (0, 𝑡0)
𝑗 !

𝑡 𝑗 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1),

то из (43) следует

𝑢2 (𝑡) =
(
1 − 𝑠1𝑡

2𝑚−1 + ℎ1

|𝑏 | 𝑡
3𝑚−2 − 𝑠2𝑡

3𝑚−1 + (3𝑚 − 2)ℎ1

|𝑏 |2 𝑡4𝑚−3
)

×

×
4𝑚−3∑︁
𝑗=0

𝑣
( 𝑗 )
2 (0, 𝑡0)
𝑗 !

𝑡 𝑗 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1).

Для построения степенной асимптотики решений 𝑢∗ (𝑡) при 𝑏 < 0 и 𝑢̃∗ (𝑡) при 𝑏 > 0 неоднородного
уравнения (36) также можно в (28) и (29) воспользоваться формулами (37)–(41) и разложением

𝑓 (𝑡) =
4𝑚−3∑︁
𝑗=0

𝑓 ( 𝑗 ) (0)
𝑗 !

𝑡 𝑗 + 𝑡4𝑚−2𝑂 (1),

выполнить необходимые преобразования и результат проинтегрировать.
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