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1. Введение. В работе рассмотрена задача о периодических решениях следующего квазилинейного
уравнения

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑢𝑥𝑥 = 𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) + 𝑓 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 ∈ R; (1)

𝑢 (𝑥, 𝑡 +𝑇 ) = 𝑢 (𝑥, 𝑡); 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 ∈ R. (2)

Предполагается выполнение одного из следующих граничных условий:

𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢𝑥 (0, 𝑡) = 𝑢 (𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥 (𝜋, 𝑡) + ℎ𝑢𝑥 (𝜋, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ R. (3)

𝑢 (0, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥 (0, 𝑡) = 𝑢 (𝜋, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥 (𝜋, 𝑡) + ℎ𝑢𝑥 (𝜋, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ R. (4)

Константы 𝑎, ℎ и период времени 𝑇 удовлетворяют следующим условиям

𝑎 > 0, ℎ > 0, 𝑇 = 2𝜋
𝑏

𝑐
, 𝑏, 𝑐 ∈ N, (𝑏, 𝑐) = 1; (5)
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Уравнение Эйлера – Бернулли (1) является математической моделью, описывающей колебания
двутавровых балок [1, c. 440], балок, на которые действует сила растяжения вдоль горизонтальной оси, а
также проводов. В случае 𝑎 = 0, то есть при отсутствии растяжения или сжатия вдоль горизонтальной
оси, задача о периодических решениях для уравнения Эйлера – Бернулли рассмотрена в достаточно
большом количестве работ (например, [9]-[3]). В [13]-[5] исследовалась задача о периодических решениях
уравнения (1) при 𝑎 > 0, (при наличии растяжения вдоль горизонтальной оси) для различных граничных
условий. Случай шарнирно опертых концов изучался в работах [13, 4]. В статье [12] рассмотрен случай
жестко заделанных концов. В случае граничных условий (4) (соответствующие шарнирно опертому
левому концу и упруго закрепленному правому) в работе [5] доказано существование счетного числа
периодических решений, если нелинейное слагаемое имеет степенной рост и 𝑓 ≡ 0.

Целью данной работы является доказательство теоремы о существовании и единственности перио-
дического решения при выполнении одного из граничных условий (3), (4), соответствующих жестко
заделанному, шарнирно закрепленному и упруго закрепленному концам.

Будем говорить, что выполнено условие (𝐴), если при рассмотрении граничных условий (3) выполнено
неравенство

𝑏

(
𝑎 + 1

8
+ 2ℎ
𝜋

)
∉ N, (6)

а при выполнении граничных условий (4) выполнено неравенство

𝑏

(
1
2
𝑎 + ℎ

𝜋

)
∉ N. (7)

2. Асимптотика собственных значений задачи Штурма – Лиувилля. С краевыми задачами
(1),(2),(3); (1),(2),(4) связаны следующие задачи на собственные функции и собственные значения:

𝑋 ′′′′ − 𝑎𝑋 ′′ = 𝜆𝑋, 0 < 𝑥 < 𝜋 ; (8)

𝑋 (0) = 𝑋 ′ (0) = 0, 𝑋 (𝜋) = 𝑋 ′′ (𝜋) + ℎ𝑋 ′ (𝜋) = 0; (9)

𝑋 (0) = 𝑋 ′′ (0) = 0, 𝑋 (𝜋) = 𝑋 ′′ (𝜋) + ℎ𝑋 ′ (𝜋) = 0. (10)

Исследуем задачу (8),(9). Стандартно [12] доказывается, что собственные значения 𝜆 задачи (8),(9)
являются положительными. В случае, когда 𝜆 > 0, корнями характеристического многочлена уравнения
(8) являются числа ±𝑝𝑖,±𝑞, где

𝑝 =

√︃√︁
𝑎2/4 + 𝜆 − 𝑎/2, 𝑞 =

√︃√︁
𝑎2/4 + 𝜆 + 𝑎/2. (11)

Общее решение уравнения (8) можно представить в следующем виде

𝑋 = 𝐶1 cos(𝑝𝑥) +𝐶2 sin(𝑝𝑥) +𝐶3 ch(𝑞𝑥) +𝐶4 sh(𝑞𝑥). (12)

Подставив (12) в граничные условия (9), получим однородную систему линейных уравнений относи-
тельно 𝐶1,𝐶2,𝐶3,𝐶4. Cтандартно, приравняв определитель этой системы к нулю, получим уравнение для
собственных значений задачи (8),(9):

(𝑝2 + 𝑞2) ch(𝑞𝜋) · sin(𝑝𝜋) + ℎ · 𝑝
𝑞

sh(𝑞𝜋) · sin(𝑝𝜋) + 2𝑝ℎ−

−2𝑝ℎ ch(𝑞𝜋) · cos(𝑝𝜋) − 𝑝

𝑞
(𝑝2 + 𝑞2) sh(𝑞𝜋) · cos(𝑝𝜋) = 0. (13)

При исследовании данного уравнения применим теорему о нулях функции, имеющей данное асимпто-
тическое представление [2, c. 217]. Для этого перепишем уравнение (13) следующим образом:

𝐹 (𝑝) ≡ sin
(
𝑝𝜋 − 𝜋

4

)
− 1
𝑝

ℎ
√

2
cos(𝑝𝜋) + 𝑝ℎ

√
2𝑞(𝑝2 + 𝑞2)

th(𝑝𝜋) · sin(𝑝𝜋)+

+
√

2 cos(𝑝𝜋) 𝑝
2𝑞

(
𝑞

𝑝
− th(𝑞𝜋)

)
+
√

2𝑎ℎ cos(𝑝𝜋)
2𝑝 (𝑝2 + 𝑞2) = 0.

Если обозначить 𝐹0 (𝑝) = sin
(
𝑝𝜋 − 𝜋

4
)
, 𝐹1 (𝑝) = − ℎ√

2
cos(𝑝𝜋), то данное уравнение примет следующий вид:

𝐹0 (𝑝) +
1
𝑝
𝐹1 (𝑝) +𝑂

(
1
𝑝2

)
= 0. (14)
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Легко видеть, что функции 𝐹1 (𝑝), 𝐹 ′1 (𝑝), 𝐹 ′′0 (𝑝), 𝐹 ′′ (𝑝) являются ограниченными, а также что имеет место
неравенство |𝐹0 (𝑝) | + |𝐹 ′0 (𝑝) | ≥ 𝜋.

Таким образом, условия теоремы о нулях функции [2, c. 217] выполнены. Из этой теоремы вытекает
существование натурального числа 𝑛1, такого, что при 𝑛 ≥ 𝑛1 все корни 𝑝𝑛 уравнения (14) находятся
по одному на промежутках (𝑛 + 1/4, 𝑛 + 1). Кроме того, из формулы (78) [2, c. 218] выведем следующее
асимптотическое представление

𝑝𝑛 = 𝑛 + 1
4
− −ℎ cos(𝜋 (𝑛 + 1/4))
√

2(𝑛 + 1/4) cos(𝜋𝑛)
+𝑂

(
1
𝑛2

)
= 𝑛 + 1

4
+ ℎ

2𝜋
· 1
𝑛
+𝑂

(
1
𝑛2

)
.

Из (11) следует, что этим значениям 𝑝𝑛 соответствуют следующие собственные значения задачи (8),(9):

𝜆′𝑛 =

(
𝑛 + 1

4
+ ℎ

2𝜋
· 1
𝑛
+𝑂

(
1
𝑛2

))4
+ 𝑎

(
𝑛 + 1

4
+ ℎ

2𝜋
· 1
𝑛
+𝑂

(
1
𝑛2

))2
.

Пусть на промежутке (0, 𝑛1] задача (8), (9) имеет 𝑛2 ∈ Z+ ≡ N ∪ {0} собственных значений (на каждом
конечном промежутке задача (8), (9) имеет конечное число собственных значений [11, c. 78]). Обозначим
{𝜆1,𝑛}𝑛∈N множество собственных значений задачи (8)-(9), перенумерованное в порядке возрастания.
Тогда при 𝑛 ≥ 𝑛2 + 1 имеет место формула

𝜆1,𝑛 =

(
𝑛 + 1

4
+𝑚0 +

ℎ

2𝜋
· 1
𝑛
+𝑂

(
1
𝑛2

))4
+ 𝑎

(
𝑛 + 1

4
+𝑚0 +

ℎ

2𝜋
· 1
𝑛
+𝑂

(
1
𝑛2

))2
.

Здесь𝑚0 = 𝑛1 − 𝑛2 − 1. Вычислим предел:

lim
𝑛→∞

(
4
√︁
𝜆1,𝑛 − 𝑛 −𝑚0 −

1
4

)
𝑛 =

1
2

lim
𝑛→∞

(√︁
𝜆1,𝑛 −

(
𝑛 +𝑚0 +

1
4

)2
)
=

=
1
2

lim
𝑛→∞

𝜆1,𝑛 − (𝑛 +𝑚0 + 1/4)4

𝑛2 · 𝑛2√︁
𝜆1,𝑛 + (𝑛 +𝑚0 + 1/4)2 =

=
1
4

lim
𝑛→∞

𝜆1,𝑛 − (𝑛 +𝑚0 + 1/4)4

𝑛2 =
1
4
𝑎 + lim

𝑛→∞

(𝑛 +𝑚0 + 1/4)3
(
ℎ
2𝜋

1
𝑛
+𝑂

(
1
𝑛2

))
𝑛2

=
1
4
𝑎 + lim

𝑛→∞
𝑛

(
ℎ

2𝜋𝑛
+𝑂

(
1
𝑛2

))
=

1
4
𝑎 + ℎ

2𝜋
.

Данное соотношение позволяет получить более удобное для дальнейших вычислений выражение
собственных значений:

𝜆1,𝑛 =

(
𝑛 +𝑚0 +

1
4
+

(
1
4
𝑎 + ℎ

2𝜋

)
· 1
𝑛
+ 𝑜

(
1
𝑛

))4
. (15)

Заметим, что из общейформулы (7.2) (для дифференциального оператора четного порядка с переменными
коэффициентами) работы [11] вытекает следующее представление для собственных значений задачи
(8),(9):

𝜆1,𝑛 =

(
𝑛 +𝑚0 +

1
4
+𝑂

(
1
𝑛

))4
.

Таким образом, в (15) получен первый член асимптотики для слагаемого 𝑂
( 1
𝑛

)
.

Каждому собственному значению 𝜆𝑛 соответствует единственная с точностью до постоянного множи-
теля собственная функция

𝑋1,𝑛 (𝑥) = 𝐴𝑛 (
𝑝𝑛

𝑞𝑛
(sh(𝑞𝑛 (𝑥 − 𝜋))) + sh(𝑞𝑛𝜋) cos(𝑝𝑛𝑥) − sh(𝑞𝑛𝑥) cos(𝑝𝑛𝜋) + sin(𝑝𝑛 (𝑥 − 𝜋)))+

+ ch(𝑞𝑛𝑥) sin(𝑝𝑛𝜋) − ch(𝑞𝑛𝜋) sin(𝑝𝑛𝑥). (16)

Здесь 𝑛 = 𝑛 +𝑚0 . Множители 𝐴𝑛 удовлетворяют условию нормировки:∫ 𝜋

0
𝑋 2

1,𝑛𝑑𝑥 = 1.

Семейство функций {𝑋1,𝑛} образует полную и ортонормированную в гильбертовом пространстве 𝐿2 [0, 𝜋]
систему функций.
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Для множества {𝜆2,𝑛}𝑛∈N собственных значений задачи (8),(10) в [5] получена следующая асимптоти-
ческая формула

𝜆2,𝑛 =

(
𝑛 +𝑚1 +

(
1
4
𝑎 + ℎ

2𝜋

)
· 1
𝑛
+ 𝑜

(
1
𝑛

))4
. (17)

Здесь𝑚1 ∈ Z. Собственные функции, соответствующие этим собственным значениям, имеют вид

𝑋2,𝑛 = 𝐵𝑛

(
sin(𝑝𝑛𝑥) − sin(𝑝𝑛𝜋)

𝑠ℎ(𝑞𝑛𝑥)
𝑠ℎ(𝑞𝑛𝜋)

)
. (18)

Здесь 𝑝𝑛 = 𝑛 + 𝜏𝑛, 𝑞𝑛 =

√︃
𝑝

2
𝑛 + 𝑎, 𝑛 = 𝑛 +𝑚1, 𝜏𝑛 = ℎ

2𝜋 · 1
𝑛
+ 𝑜

( 1
𝑛

)
. Если множители 𝐵𝑛 выбрать, исходя из

условия нормировки | |𝑋2,𝑛 | |𝐿2 (Ω) = 1, то будет иметь представление

𝐵𝑛 =
©«
√︄
𝜋

2
+𝑂

(
1
𝑛

)ª®¬
−1

. (19)

Из формул (16), (18), (19) вытекает существование констант 𝐷1, 𝐷2, таких, что

|𝑋𝑖,𝑛 (𝑥) | ≤ 𝐷𝑖 , |𝑋 ′
𝑖,𝑛 (𝑥) | ≤ 𝐷𝑖𝑛, |𝑋 ′′

𝑖,𝑛 (𝑥) | ≤ 𝐷𝑖𝑛
2 ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋],∀𝑛 ∈ N. (19)

Здесь 𝑖 = 1, 2.
3. Периодическое решение квазилинейного уравнения. Обозначим Ω = [0, 𝜋] × R/(𝑇Z), (𝑢, 𝑣) =∫

Ω
𝑢 (𝑥, 𝑡)𝑣 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 , если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿2 (Ω), | |𝑢 | | = | |𝑢 | |𝐿2 (Ω) , 𝐻1 (Ω) = 𝑊 1

2 (Ω), 𝐻2 (Ω) = 𝑊 2
2 (Ω) пространства

Соболева,
𝑊1 = {𝑣 ∈ 𝐶∞ (Ω) | 𝑣 (0, 𝑡) = 𝑣𝑥 (0, 𝑡) = 𝑣 (𝜋, 𝑡) = 𝑣𝑥𝑥 (𝜋, 𝑡) + ℎ𝑣𝑥 (𝜋, 𝑡) = 0 ∀𝑡},

𝑊2 = {𝑣 ∈ 𝐶∞ (Ω) | 𝑣 (0, 𝑡) = 𝑣𝑥𝑥 (0, 𝑡) = 𝑣 (𝜋, 𝑡) = 𝑣𝑥𝑥 (𝜋, 𝑡) + ℎ𝑣𝑥 (𝜋, 𝑡) = 0 ∀𝑡}.

Определим линейные операторы 𝐿𝑖 : 𝐿2 (Ω) → 𝐿2 (Ω), 𝑖 = 1, 2 такие, что

𝐿𝑖𝑢 = 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑢𝑥𝑥 ∀𝑢 ∈𝑊𝑖

и область определения 𝐷 (𝐿𝑖 ) состоит из таких функций 𝑣 ∈ 𝐿2 (Ω), для которых существует ℎ ∈ 𝐿2 (Ω),
такая, что ∫

Ω
𝑣 (𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑢𝑥𝑥 )𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫
Ω
ℎ𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡

для любой функции 𝑢 ∈𝑊𝑖 и при этом 𝐿𝑖𝑣 = ℎ.
Операторы 𝐿𝑖 – самосопряженные, спектр которых является дискретным и совпадает с множеством

собственных значений
𝜎 (𝐿𝑖 ) = {𝜂𝑖,𝑛𝑘 ≡ 𝜆𝑖,𝑛 −

𝑐2

𝑏2𝑘
2 |𝑛 ∈ N, 𝑘 ∈ Z+}.

Множества функций {√︂
2
𝑇
𝑋𝑖,𝑛 cos( 𝑐

𝑏
𝑘𝑡),

√︂
2
𝑇
𝑋𝑖,𝑛 sin( 𝑐

𝑏
𝑡), 1

√
𝑇
𝑋𝑖,𝑛 : 𝑛, 𝑘 ∈ N

}
(20)

составляют полные, ортонормированные в 𝐿2 (Ω) системы собственных функций операторов 𝐿𝑖 , 𝑖 = 1, 2.
Будем предполагать, что нелинейное слагаемое 𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) непрерывно по всем переменным и удовле-

творяет следующему условию.
Для каждых из задач (1),(2),(3); (1),(2),(4) соответственно существуют константы 𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 (𝑖 = 1, 2), 𝑢0 > 0,

такие, что 𝛼𝑖 < 𝛽𝑖 и
𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢)

𝑢
∈ [𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 ] при |𝑢 | ≥ 𝑢0,∀(𝑥, 𝑡) ∈ Ω. (21)

Определение.Обобщенным решением задач (1), (2), (3); (1), (2), (4) соответственно называется функция
𝑢 ∈ 𝐻1 (Ω), такая, что∫

Ω
𝑢 (𝑣𝑡𝑡 + 𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑣𝑥𝑥 )𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫
Ω
(𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) + 𝑓 (𝑥, 𝑡))𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡 ∀𝑣 ∈𝑊𝑖 , 𝑖 = 1, 2.

Теорема. Предположим 𝑔 ∈ 𝐶1 (Ω × R), выполнены условия (5), (A), (21) и

[𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 ] ∩ 𝜎 (𝐿𝑖 ) = ∅, 𝑖 = 1, 2. (22)
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Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐻1 (Ω) задачи (1), (2), (3); (1), (2), (4) имеют обобщенное решение

𝑢𝑖 ∈ 𝐻2 (Ω) ∩𝐶1 (Ω) (23),

такое, что (𝑢𝑖 )𝑥𝑥 ∈ 𝐶 (Ω). Если дополнительно выполнено условие

𝑔′𝑢 (𝑥, 𝑡,𝑢) ∈ [𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 ] ∀𝑢, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ Ω, (24)

то это решение единственное.
Доказательство теоремы разобьем на следующие шаги:
1) Исследование операторов 𝐿𝑖 и их резольвенты;
2) Доказательство существования обобщенного решения;
3) Обоснование гладкости решения;
4) Доказательство утверждения о единственности.

Шаг 1). Покажем, что оператор 𝐿1 имеет конечномерное ядро (Конечномерность ядра оператора 𝐿2
при выполнении условия (7) доказана в работе [5]). Для этого достаточно доказать, что равенство

𝜂1,𝑛𝑘 = 0 (25)

может выполняться не более, чем для конечного числа пар (𝑛, 𝑘) ∈ N × Z+.
Из равенства (15) следует, что

𝜂1,𝑛𝑘 =
1
𝑏2 𝐹𝑛𝑘

(
𝑏

(
𝑛 +𝑚0 +

1
4
+

(
1
4
𝑎 + ℎ

2𝜋

)
· 1
𝑛
+ 𝑜

(
1
𝑛

))2
+ 𝑐𝑘

)
,

где 𝐹𝑛𝑘 = 𝑏

(
𝑛 +𝑚0 + 1

4 +
(

1
4𝑎 +

ℎ
2𝜋

)
· 1
𝑛
+ 𝑜

( 1
𝑛

) )2
− 𝑐𝑘. Поскольку

𝐹𝑛𝑘 =
1
2

(
𝑏 (𝑛 +𝑚0) (2𝑛 + 2𝑚0 + 1) − 2𝑐𝑘 + 𝑏

(
1
8
+ 𝑎 + 2ℎ

𝜋

)
+ 𝑜 (1)

)
,

то из условия (6) вытекает существование натурального числа 𝑛3, такого, что при 𝑛 ≥ 𝑛3 выполняется
неравенство

|𝐹𝑛𝑘 | ≥ 𝛾0 > 0. (26)

Здесь𝛾0 =
1
4 min𝑚∈Z |𝑏

(
1
8 + 𝑎 + 2ℎ

𝜋

)
−𝑚 |. Следовательно, при 𝑛 ≥ 𝑛3 равенство (25) не выполняется. Поэтому

dim ker𝐿1 < ∞.
Из (26) вытекает существование положительной константы 𝛾1, такой, что

𝜂1,𝑛𝑘 ≥ 𝛾1 (𝑛2 + 𝑘) при 𝜂1,𝑛𝑘 ≠ 0. (27)

Из неравенства (30) работы (9) также вытекает существование константы 𝛾2 > 0, такой, что

𝜂2,𝑛𝑘 ≥ 𝛾2 (𝑛2 + 𝑘) при 𝜂2,𝑛𝑘 ≠ 0. (28)

Докажем, что при 𝜇 ∉ 𝜎 (𝐿𝑖 ) операторы (𝐿𝑖 − 𝜇𝐼 )−1 : 𝐿2 (Ω) → 𝐿2 (Ω) являются вполне непрерывными. Для
этого достаточно проверить сходимость следующего ряда

𝐼𝑖 =

∞∑︁
𝑛=𝑛𝑖

∞∑︁
𝑘=0

1
(𝜂𝑖,𝑛𝑘 − 𝜇)2 .

Из неравенств (27), (28) вытекает существование положительной константы 𝐶1, такой, что
(
1 − 𝜇

𝜂1,𝑛𝑘

)2
≥

𝐶1 > 0 при 𝑛 ≥ 𝑛1. Отсюда следует неравенство

𝐼𝑖 ≤
1
𝐶1

∞∑︁
𝑛=𝑛𝑖

∞∑︁
𝑘=0

1
𝜂2
𝑖,𝑛𝑘

.

Сходимость ряда
∑∞
𝑛=𝑛𝑖

∑∞
𝑘=0

1
𝜂2
𝑖,𝑛𝑘

при 𝑖 = 2 доказана в [5]. При 𝑖 = 1 доказательство аналогично. Таким

образом ряд 𝐼𝑖 сходится и операторы (𝐿𝑖 − 𝜇𝐼 )−1 : 𝐿2 (Ω) → 𝐿2 (Ω) вполне непрерывны.
Шаг 2) Рассмотрим операторные уравнения

𝐿𝑖𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) + 𝑓 , 𝑢 ∈ 𝐷 (𝐿𝑖 ), 𝑖 = 1, 2. (29)
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Решения уравнения (29), принадлежащие 𝐻1 (Ω), являются обобщенными решениями задач (1),(2),(3);
(1), (2), (4) соответственно. Если обозначить 𝐹𝑖 (𝑢) = (𝐿𝑖 − 𝛼𝑖 𝐼 )−1 (𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) − 𝛼𝑖𝑢 + 𝑓 (𝑥, 𝑡)), то (29) будет
эквивалентно следующим уравнениям

𝑢 = 𝐹𝑖 (𝑢). (30)
Таким образом, доказательство существования решений уравнений (29) сведено к доказательству
существованиянеподвижной точки у операторов 𝐹𝑖 .Издоказанного выше вшаге 1) следует, что операторы
𝐹𝑖 : 𝐿2 (Ω) → 𝐿2 (Ω) являются вполне непрерывными. Чтобы показать существование неподвижных точек
у операторов 𝐹𝑖 , воспользуемся следствием из теоремы Шаудера о неподвижной точке [6, с. 416]. Для
этого докажем, что найдутся 𝑅𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2 такие, что

𝐹𝑖 (𝑢) ≠ 𝜆𝑢 ∀𝜆 > 1 ∀𝑢 ∈ 𝑆𝑅𝑖 ≡ {𝑢 ∈ 𝐿2 (Ω) | | |𝑢 | | = 𝑅𝑖 }. (31)

Предположим противное, то есть для произвольного числа 𝑅 > 0 найдутся числа 𝜆𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 2 и
𝑢𝑖 ∈ 𝑆𝑅, такие, что

𝐹𝑖 (𝑢𝑖 ) = 𝜆𝑖𝑢𝑖 . (32)
Обозначим 𝑣𝑖 = (𝐿𝑖 − 𝛼𝑖 𝐼 )−1 𝑓 . Из условия (22) вытекает существование чисел 𝜇𝑖,1, 𝜇𝑖,2 ∈ 𝜎 (𝐿𝑖 ) (𝑖 = 1, 2),

таких, что
[𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 ] ⊂ [𝜇𝑖,1, 𝜇𝑖,2]; (𝜇𝑖,1, 𝜇𝑖,2) ∩ 𝜎 (𝐿𝑖 ) = ∅. (33)

Из равенства (32) вытекает следующее соотношение:

𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 = 𝜆𝑖 (𝐿𝑖 − 𝛼𝑖 𝐼 ) (𝑢𝑖 −
1
𝜆𝑖
𝑣). (34)

Умножив равенство (34) на (𝑢𝑖 − 1
𝜆𝑖
𝑣𝑖 ) скалярно в 𝐿2 (Ω), из (21),(22), (33) выведем

(𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 ) (𝑢𝑖 −
1
𝜆𝑖
𝑣𝑖 ) = −𝜆𝑖 (𝐿𝑖 − 𝛼𝑖 𝐼 ) (𝑢𝑖 −

1
𝜆𝑖
𝑣𝑖 ) ≤

≤ 𝜆𝑖

𝜇𝑖,2 − 𝛼𝑖
| | (𝛼𝑖 𝐼 − 𝐿𝑖 ) (𝑢𝑖 −

1
𝜆𝑖
𝑣𝑖 ) | |2 =

1
𝜆𝑖

· 1
𝜇𝑖,2 − 𝛼𝑖

| |𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | |2 . (35)

Из условия (21) вытекает существование положительных констант 𝐶𝑖,1,𝐶𝑖,2, 𝑖 = 1, 2, таких, что

|𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) − 𝛼𝑖𝑢 | ≤ (𝛽𝑖 − 𝛼𝑖 ) |𝑢 | +𝐶𝑖,1, (𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) − 𝛼𝑖𝑢)𝑢 ≥ −𝐶𝑖,2 ∀(𝑥, 𝑡,𝑢) ∈ Ω × R.

Отсюда и (35) следует

1
𝜆𝑖

· 1
𝜇𝑖,2 − 𝛼𝑖

| |𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | |2 ≥ (𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 ) −
1
𝜆𝑖
(𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ) ≥

≥
∫
Ω
|𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | · |𝑢𝑖 |𝑑𝑥𝑑𝑡 − ||𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | | · | |𝑣𝑖 | | − 2|Ω |𝐶𝑖,2 ≥

≥ 1
𝛽𝑖 − 𝛼𝑖

∫
Ω
(𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 )2𝑑𝑥𝑑𝑡 − 1

𝛽𝑖 − 𝛼𝑖
𝐶𝑖,1

∫
Ω
|𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 |𝑑𝑥𝑑𝑡−

−||𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | | · | |𝑣𝑖 | | − 2|Ω |𝐶2 ≥ 1
𝛽𝑖 − 𝛼𝑖

| |𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | |2 −𝐶3 | |𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | | −𝐶4 .

Здесь и далее 𝐶3,𝐶4,𝐶5, ... есть положительные константы. Из данного неравенства выведем(
1

𝛽𝑖 − 𝛼𝑖
− 1
𝜇𝑖,2 − 𝛼𝑖

)
| |𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | |2 −𝐶3 | |𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | | −𝐶4 ≤ 0.

Отсюда и из (33) вытекает существование константы 𝐶5, такой, что | |𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝛼𝑖𝑢𝑖 | | ≤ 𝐶5 . Тогда из
равенства (34) получим оценки | | (𝐿𝑖 − 𝛼𝑖 𝐼 ) (𝑢𝑖 − 1

𝜆𝑖
𝑣𝑖 ) | | ≤ 𝐶5, | |𝑢𝑖 | | ≤ 𝐶6. Следовательно, если 𝑅 > 𝐶6,

уравнение (32) решений не имеет, что противоречит предположению. Условия теоремы Шаудера
выполнены. Из нее вытекает существование решений 𝑢𝑖 , 𝑖 = 1, 2 операторных уравнений (29).

Шаг 3) Представим решения 𝑢𝑖 в виде суммы 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖,1 + 𝑢𝑖,2, где 𝑢𝑖,1 ∈ 𝑅(𝐿𝑖 ), 𝑢𝑖,2 ∈ ker𝐿𝑖 . Обозначим
𝑤𝑖 = 𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) + 𝑓 ∈ 𝑅(𝐿𝑖 ). Из уравнений (29) выразим

𝑢𝑖,1 = 𝐿
−1
𝑖 𝑤𝑖 . (36)

Если разложить функции𝑤𝑖 , 𝑖 = 1, 2 в ряд Фурье по системе (20)

𝑤𝑖 =
∑︁

𝜂𝑖,𝑛𝑘≠0
𝑋𝑖,𝑛 (𝑥) (𝑎𝑖,𝑛𝑘 cos( 𝑐

𝑏
𝑘𝑡) + 𝑏𝑖,𝑛𝑘 sin( 𝑐

𝑏
𝑘𝑡)),
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то для 𝑢𝑖,1 будем иметь следующее представление в виде ряда Фурье:

𝑢𝑖,1 =
∑︁

𝜂𝑖,𝑛𝑘≠0

1
𝜂𝑖,𝑛𝑘

𝑋𝑖,𝑛 (𝑥) (𝑎𝑖,𝑛𝑘 cos( 𝑐
𝑏
𝑘𝑡) + 𝑏𝑖,𝑛𝑘 sin( 𝑐

𝑏
𝑘𝑡)). (37)

Из ограниченности последовательности { 𝑘
𝜂𝑖,𝑛𝑘

} следует включение (𝑢𝑖,1)𝑡 ∈ 𝐿2 (Ω). Используя неравенства
(19), (27) методом из леммы 1.2 работы [4] доказывается сходимость ряда∑︁

𝜂𝑖,𝑛𝑘≠0

𝑛

|𝜂𝑖,𝑛𝑘 |
( |𝑎𝑖,𝑛𝑘 | + |𝑏𝑖,𝑛𝑘 |.

Отсюда будем иметь (𝑢𝑖,1)𝑥 ∈ 𝐶 (Ω). 𝑢𝑖,1 ∈ 𝐻1 (Ω). Поскольку dim ker𝐿𝑖 < ∞, то 𝑢𝑖 ∈ 𝐻1 (Ω). Тогда из
условия теоремы получим включение𝑤𝑖 ∈ 𝐻 1 (Ω), из которого вытекает сходимость ряда∑︁

𝜂𝑖,𝑛𝑘≠0
𝑘2 (𝑎2

𝑖,𝑛𝑘
+ 𝑏2

𝑖,𝑛𝑘
). (38)

Из сходимости ряда (38) и ограниченности последовательности { 𝑘
𝜂𝑖,𝑛𝑘

} следуют включения (𝑢𝑖,1)𝑡𝑡 ∈
𝐿2 (Ω), (𝑢𝑖,1)𝑡𝑥 = (𝐿−1

𝑖 (𝑤𝑖 )𝑡 )𝑥 ∈ 𝐶 (Ω).
Из оценок (27) и из сходимости ряда 𝐼1 в работе [4, c. 695] вытекает сходимость ряда∑︁

𝜂𝑖,𝑛𝑘≠0

𝑛2

|𝜂𝑖,𝑛𝑘 |
(𝑎2
𝑖,𝑛𝑘

+ 𝑏2
𝑖,𝑛𝑘

).

Отсюда, (19) и из конечномерности ядра операторов 𝐿𝑖 , получим включения (𝑢𝑖,1)𝑥𝑥 ∈ 𝐶 (Ω), 𝑢𝑥𝑥 ∈
𝐶 (Ω), 𝑢 ∈ 𝐻 2 (Ω).

Шаг 4) Пусть функция 𝑔 удовлетворяет условию (24). Предположим, задачи (1),(2),(3); (1),(2),(4) имеют
решения 𝑢𝑖 , ℎ𝑖 . Если вычесть соответствующие равенства, то получим соотношение

(𝛼𝑖 𝐼 − 𝐿𝑖 ) (𝑢𝑖 − ℎ𝑖 ) + 𝑝 (𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝑝 (𝑥, 𝑡, ℎ𝑖 ) = 0.

Здесь 𝑝𝑖 (𝑥, 𝑡,𝑢) = 𝑔(𝑥, 𝑡,𝑢) − 𝛼𝑖𝑢. Из условия (24) следует неравенство

(𝑝 (𝑥, 𝑡,𝑢) − 𝑝 (𝑥, 𝑡, 𝑣)) (𝑢 − 𝑣) ≥ 1
𝛽𝑖 − 𝛼𝑖

(𝑝 (𝑥, 𝑡,𝑢) − 𝑝 (𝑥, 𝑡, 𝑣))2. (39)

Умножив (39) скалярно в 𝐿2 (Ω) на 𝑢𝑖 − ℎ𝑖 , получим следующие оценки:

0 = ((𝛼𝑖 𝐼 − 𝐿𝑖 ) (𝑢𝑖 − ℎ𝑖 ), 𝑢𝑖 − ℎ𝑖 ) + (𝑝 (𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝑝 (𝑥, 𝑡, ℎ𝑖 ), 𝑢𝑖 − ℎ𝑖 ) ≥

≥ − 1
𝜇𝑖,2 − 𝛼𝑖

| | (𝛼𝑖 𝐼 − 𝐿𝑖 ) (𝑢𝑖 − ℎ𝑖 ) | |2 +
1

𝛽𝑖 − 𝛼𝑖
| |𝑝 (𝑥, 𝑡,𝑢𝑖 ) − 𝑝 (𝑥, 𝑡, ℎ𝑖 ) | |2 =

=

(
1

𝛽𝑖 − 𝛼𝑖
− 1
𝜇𝑖,2 − 𝛼𝑖

)
| | (𝛼𝑖 𝐼 − 𝐿𝑖 ) (𝑢𝑖 − ℎ𝑖 ) | |2.

Поэтому (𝛼𝑖 𝐼 − 𝐿𝑖 ) (𝑢𝑖 − ℎ𝑖 ) = 0. Поскольку 𝛼𝑖 ∉ 𝜎 (𝐿𝑖 ), то отсюда следует 𝑢𝑖 − ℎ𝑖 = 0. Теорема доказана.
4. Заключение. Рассмотрено квазилинейное уравнение Эйлера-Бернулли колебаний балки и прово-

дов, подверженных растяжению вдоль горизонтальной оси. Граничные условия соответствуют случаям
упруго закрепленного, жестко заделанного и шарнирно опертого концов. Выведена асимптотическая
формула для собственных значений соответствующей задачи Штурма – Лиувилля для случая жестко
заделанного и упруго закрепленного концов. Доказана теорема о существовании и единственности
периодического решения при произвольной периодической правой части, если нелинейное слагаемое
удовлетворяет условию отсутствия резонанса на бесконечности.
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