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Аннотация. В настоящей работе классический метод направляющих функций М.А. Красносельского и А.И. Перова
распространяется на случай негладких интегральных направляющих функций для случайных функционально-
дифференциальных включений. В работе рассматривается периодическая задача для случайного функциональ-
но-дифференциального включения, правая часть которого является 𝑢-мультиотображением, удовлетворяющим
условиям типа подлинейного роста. Для решения поставленной задачи используется теория топологической
степени совпадения пары отображений, состоящей из линейного фредгольмова оператора нулевого индекса и
случайного многозначного отображения. В качестве примера рассматривается разрешимость периодичекой задачи
для случайного градиентного функционально-дифференциального включения.
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1. Введение.Метод направляющих функций берет свое начало с доклада М. А. Красносельского и
А. И. Перова в 1959 году. Разработанный метод представляет собой геометрический подход к решению
задачи о существовании периодических решений дифференциальных уравнений (см., например, [1, 2, 3]).

Данный подход получил широкое развитие. Так, к примеру, этими же авторами была решена задача
о существовании ограниченных решений дифференциальных уравнений.

Еще одна модификация метода направляющих функций связана с именем А. Фонда, который к
исследованию периодической задачи для функционально-дифференциальных уравнений применил
интегральную направляющую функцию (см., например, [4]).

В 60-80 гг XX века началось бурное развитие теории многозначных отображений. В связи с этим
метод направляющих функций был применен к нахождению периодических решений для уравнений с
многозначнойправойчастью. ВпервыеподобныерезультатыбылипредставленывкнигеЮ. Г. Борисовича,
Б. Д. Гельмана, А. Д. Мышкиса, В. В. Обуховского (см. [5]) и развиты затем в работах [6, 7, 8, 9, 10, 11].

Новое направление развития метода направляющих функций связано с использованием неглад-
ких направляющих потенциалов, обобщенный градиент которых является полунепрерывным сверху
многозначным отображением с выпуклыми компактными образами (см., например, [12]).

В настоящей работе развивается метод негладких направляющих функций для исследования случай-
ных функционально-дифференциальных включений.

2. Предварительные сведения.Напомним некоторые сведения из теории линейных фредгольмовых
операторов (см., например, [13]).

Пусть 𝐸1, 𝐸2 – баноховы пространства.
Определение 2.1. Линейный оператор 𝐿 : 𝐷𝑜𝑚 𝐿 ⊆ 𝐸1 → 𝐸2 называется линейным фредгольмовым

оператором нулевого индекса, если 𝐾𝑒𝑟 𝐿 и 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿 = 𝐸2/𝐼𝑚 𝐿 конечномерны и dim 𝐾𝑒𝑟 𝐿 = dim 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿.

Теорема 2.1. Пусть 𝐿 : 𝐷𝑜𝑚 𝐿 → 𝐸2 – линейный фредгольмов оператор нулевого индекса такой, что
𝐼𝑚 𝐿 ⊂ 𝐸2 – замкнутое множество. Тогда
𝑖) существуют линейные непрерывные операторы проектирования 𝑃 : 𝐸1 → 𝐸2, 𝑄 : 𝐸2 → 𝐸2 такие, что
𝐼𝑚 𝑃 = 𝐾𝑒𝑟 𝐿 и 𝐼𝑚 𝐿 = 𝐾𝑒𝑟 𝑄 ;
𝑖𝑖) канонический оператор проектирования Π : 𝐸2 → 𝐸2/𝐼𝑚 𝐿, заданный как Π(𝑦) = 𝑦 + 𝐼𝑚 𝐿, является
непрерывным линейным оператором;
𝑖𝑖𝑖) существует непрерывный линейный изоморфизм Λ : 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝐿 → 𝐾𝑒𝑟 𝐿;
𝑣𝑖) уравнение 𝐿(𝑥) = 𝑦,𝑦 ∈ 𝐸2 является эквивалентным уравнению (𝑖 − 𝑃)𝑥 = (Λ ◦ Π + 𝐾𝑃,𝑄 ) (𝑦), где 𝑖 –
тождественный оператор в 𝐸1, а оператор 𝐾𝑃,𝑄 : 𝐸2 → 𝐸1 задан соотношением 𝐾𝑃,𝑄 (𝑦) = 𝐾𝑃 (𝑦 −𝑄 (𝑦)) .

Приведем необходимые сведения из теории многозначных отображений (см., например, [5]).
Пусть (𝑋,𝑑𝑋 ) и (𝑌,𝑑𝑌 ) являются метрическими пространствами. Символами 𝑃 (𝑌 ), 𝐶 (𝑌 ), 𝐾 (𝑌 ) обозна-

чаются совокупности всех, соответственно, непустых, замкнутых, компактных подмножеств пространства
𝑌 . Если𝑌 – нормированное пространство, то символами𝐾𝑣 (𝑌 ) обозначаются совокупности всех непустых
выпуклых компактных подмножеств пространства 𝑌 .

Определение 2.2. Мультиотображение 𝐹 : 𝑋 → 𝑃 (𝑌 ) называется полунепрерывным сверху (пн.св.) в
точке 𝑥 ∈ 𝑋, если для любого открытого множества𝑉 ⊂ 𝑌 такого, что 𝐹 (𝑥) ⊂ 𝑉 , существует окрестность
𝑈 (𝑥) точки 𝑥 такая, что 𝐹 (𝑈 (𝑥)) ⊂ 𝑉 .

Определение 2.3. Множество 𝐴 ⊂ 𝑋 называется стягиваемым, если существует непрерывное
отображение (гомотопия) ℎ : 𝐴 × [0, 1] → 𝐴 такое, что ℎ(𝑥, 0) = 𝑥, ℎ(𝑥, 1) = 𝑥0 для всех 𝑥 ∈ 𝐴.

Определение 2.4. Множество 𝐴 ⊂ 𝑋 называется 𝑅𝛿 -множеством, если существует убывающая
последовательность {𝐴𝑛} компактных стягиваемых множеств таких, что

𝐴 =
⋂

{𝐴𝑛 : 𝑛 = 1, 2, ...}.

Определение 2.5. Полунепрерывное сверху мультиотображение 𝐺 : 𝑋 → 𝐾 (𝑌 ) называется J -
отображением или 𝐺 ∈ J (𝑋,𝑌 ), если для любого 𝑥 ∈ 𝑋 множество 𝐺 (𝑥) является 𝑅𝛿 -множеством.

Определение 2.6. 𝐽𝑐 -мультиотображением называется конечная композиция полунепрерывных сверху
мультиотображений с 𝑅𝛿 -значениями.

Пусть (Ω, Σ) – измеримое пространство, 𝑋,𝑌 – сепарабельные метрические пространства. Пусть
B(𝑋 ) – 𝜎-алгебра всех борелевских подмножеств пространства 𝑋 и Σ ⊗ B(𝑋 ) – наименьшая 𝜎-алгебра,
содержащая множества вида 𝐴 × 𝐵, где 𝐴 ∈ Σ, 𝐵 ∈ B(𝑋 )

Определение 2.7. Мультиотображение Φ : Ω × 𝑋 → 𝐶 (𝑌 ) будем называть случайным, если оно
измеримо относительно 𝜎-алгебры Σ ⊗ B(𝑋 ).

Определение 2.8. Случайное мультиотображение Φ : Ω × 𝑋 → 𝐶 (𝑌 ) называется 𝑢-случайным
мультиотображением, если для каждого 𝜔 ∈ Ω мультиотображение Φ(𝜔, ·) : 𝑋 → 𝐶 (𝑌 ) пн. св.

Пусть𝑈 – открытое ограниченное подмножество 𝐸1.
Определение 2.9. Мультиотображение 𝐹 ∈ 𝐽𝑐 (𝑈 , 𝐸2) называется 𝐿-компактным, если композиция

(Λ ◦ Π + 𝐾𝑃,𝑄 ) ◦ 𝐹 : 𝑈 → 𝐾 (𝐸1)

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2023, том 55, № 4
Applied Mathematics&Physics, 2023, Volume 55, No 4



348 О методе случайных негладких интегральных направляющих функций в периодической задаче . . .

является компактным мультиотображением.
Пусть 𝑌 – сепарабельное банахово пространство,𝑈 ⊂ 𝑌 – открытое ограниченное подмножество и

F : Ω ×𝑈 → 𝐾𝑣 (𝑌 ) – случайный компактный 𝑢-мультиоператор такой, что 𝑥 ∉ F (𝜔, 𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝜕𝑈
и для всех 𝜔 ∈ Ω, где 𝜕𝑈 обозначает границу множества 𝑈 . Тогда для каждого 𝜔 ∈ Ω топологическая
степень соответствующего многозначного векторного поля 𝑑𝑒𝑔

(
𝑖 − F (𝜔, ·),𝑈

)
корректно определена

(см., например, [5, 11]). Случайная топологическая степень многозначного векторного поля 𝑖 − F на𝑈
определяется следующим образом (см. [10]):

𝐷 (𝑖 − F ,𝑈 ) :=
{
𝑑𝑒𝑔

(
𝑖 − F (𝜔, ·),𝑈

)
| 𝜔 ∈ Ω

}
.

Полагаем, что случайная топологическая степень 𝐷 (𝑖 − F ,𝑈 ) ≠ 0, если топологическая степень 𝑑𝑒𝑔
(
𝑖 −

F (𝜔, ·),𝑈
)
≠ 0 для всех 𝜔 ∈ Ω.

Определение 2.10. (см. [10]). Если случайная топологическая степень 𝐷 (𝑖 − F ,𝑈 ) ≠ 0, то мультиопе-
ратор F имеет случайную неподвижную точку в𝑈 , т. е. существует измеримая функция 𝜉 : Ω → 𝑈 такая,
что 𝜉 (𝜔) ∈ F (𝜔, 𝜉 (𝜔)) для всех 𝜔 ∈ Ω.

Пусть 𝑋,𝑌 – сепарабельные банаховы пространства, 𝑈 ⊂ 𝑌 – открытое ограниченное подмножество,
𝐿 : 𝐷𝑜𝑚 𝐿 ⊆ 𝑋 → 𝑌 – линейный фредгольмов оператор нулевого индекса и случайный мультиоператор
F : Ω ×𝑈 → 𝐾𝑣 (𝑌 ) удовлетворяет условиям:

𝑖) для каждого 𝜔 ∈ Ω мультиотображение F (𝜔, ·) является 𝐿-компактным мультиотображением;
𝑖𝑖) для каждого 𝜔 ∈ Ω мультиотображение F (𝜔, ·) является 𝐽𝑐 -мультиотображением;
𝑖𝑖𝑖) для всех 𝑥 ∈ 𝜕𝑈 ∩ 𝐷𝑜𝑚 𝐿 и 𝜔 ∈ Ω 𝐿𝑥 ∉ F (𝜔, 𝑥).
Тогда для каждого 𝜔 ∈ Ω топологическая степень совпадения пары (𝐿, F (𝜔, ·)) определяется как (см.,

например, [14, 15])

deg(𝐿, F (𝜔, ·),𝑈 ) := deg(Φ(𝜔, ·),𝑈 ),

где

Φ(𝜔, 𝑥) = 𝑃 (𝑥) + (𝜙 ◦ Π + 𝐾𝑃,𝑄 ) ◦ F (𝜔, 𝑥).

Случайная топологическая степень сопадения пары (𝐿, F ) определяется следующим образом (см.,
например, [16]):

𝐷𝑒𝑔(𝐿, F ,𝑈 ) := {deg(𝐿, F (𝜔, ·),𝑈 ) | 𝜔 ∈ Ω}.

Говорят, что случайная топологическая степень сопадения 𝐷𝑒𝑔(𝐿, F ,𝑈 ) пары (𝐿, F ) отлична от нуля,
если топологическая степень совпадения deg(𝐿, F (𝜔, ·),𝑈 ) ≠ 0 для всех 𝜔 ∈ Ω.

Определенная таким образом случайная топологическая степень совпадения обладает всеми ос-
новными свойствами степени совпадения. В частности, справедлив следующий общий принцип (см.,
например, [16]).

Теорема 2.2. Если случайная топологическая степень совпадения 𝐷𝑒𝑔(𝐿, F ,𝑈 ) ≠ 0, то существует
случайная точка совпадения пары (𝐿, F ), т.е. измеримая функция 𝜉 : Ω → 𝑈 такая, что 𝐿𝜉 (𝜔) ∈ F (𝜔, 𝜉 (𝜔))
для всех 𝜔 ∈ Ω.

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение (см., например, [12, 16]).
Теорема 2.3 Пусть случайное мультиотображение F : Ω × 𝑈 → 𝐾 (𝐸2) является 𝑙-компактным

𝐽𝑐 -мультиотображением при каждом 𝜔 ∈ Ω и выполнены следующие условия:
𝑖) 𝐿𝑥 ∉ 𝜆F (𝜔, 𝑥) для каждого 𝜔 ∈ Ω, для всех 0 < 𝜆 < 1, 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚 𝐿 ∩ 𝜕𝑈 ;
𝑖𝑖) 0 ∉ ΠF (𝜔, 𝑥) для каждого 𝜔 ∈ Ω, для всех 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝐿 ∩ 𝜕𝑈 ;
𝑖𝑖𝑖) deg𝐾𝑒𝑟 𝐿 (ΛΠF (𝜔, ·) |

𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿
,𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿) ≠ 0 для каждого𝜔 ∈ Ω, где символ deg𝐾𝑒𝑟 𝐿 обозначаеттопологическую

степень 𝐽𝑐 -мультиотображения ΛΠF (𝜔, ·), вычисляемую в конечномерном пространстве 𝐾𝑒𝑟 𝐿, а 𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿 =

𝑈∩𝐾𝑒𝑟 𝐿. Тогда случайнаятопологическая степень совпадения𝐷𝑒𝑔(𝐿, F ,𝑈 ) ≠ 0 и, следовательно, существует
случайная точка совпадения пары (𝐿, F ).

Приведем некоторые сведения из негладкого анализа (см., например, [17]).
Определение 2.11. Пусть 𝑉 : R𝑛 → R - локально липшицева функция. Для каждого 𝑦0 ∈ R𝑛 и

𝜈 ∈ R𝑛 обобщенная производная Кларка по направлению 𝑉 0 (𝑦0;𝜈) функции 𝑉 в точке 𝑦0 по направлению 𝜈
определяется как

𝑉 0 (𝑦0;𝜈) = lim
𝑦 → 𝑦0, 𝑡 → 0

𝑉 (𝑦 + 𝑡𝜈) −𝑉 (𝑦)
𝑡

. (1)

Тогда обобщенный градиент Кларка 𝜕𝑉 (𝑥) функции 𝑉 в точке 𝑥0 определяется следующим образом:

𝜕𝑉 (𝑥0) =
{
𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜈⟩ ≤ 𝑉 0 (𝑥0;𝜈) для всех 𝜈 ∈ R𝑛

}
.
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Определение 2.12. Локально липшицева функция 𝑉 : R𝑛 → R называется регулярной, если для каждого
𝑥 ∈ R𝑛 и 𝜈 ∈ R𝑛 существует производная по направлению 𝑉 ′ (𝑥, 𝜈) и она совпадает с 𝑉 0 (𝑥, 𝜈).

Известно, что выпуклые функции являются регулярными.
Замечание 2.1. (см., например, [18])Пусть𝑉 : R→ R – регулярная функция, 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛−абсолютно

непрерывная функция. Тогда функция 𝑉 (𝑥 (𝑡)) также является абсолютно непрерывной и справедливо
следующее равенство:

𝑉 (𝑥 (𝑡)) −𝑉 (𝑥 (𝑎)) =
∫ 𝑡

𝑎

𝑉 0 (𝑥 (𝑠), 𝑥 ′ (𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] .

Определение 2.13.Отображение 𝑉 : Ω × R𝑛 → R называется случайным негладким потенциалом, если
выполняются следующие два условия:
(𝑖) для любого 𝜔 ∈ Ω функция 𝑉 (𝜔, ·) : R𝑛 → R является регулярной;
(𝑖𝑖) 𝑉 (·, 𝑧) : Ω → R измеримо для каждого 𝑥 ∈ R𝑛 .

Определение 2.14. Случайный негладкий потенциал𝑉 : Ω ×R𝑛 → R называется случайным негладким
невырожденным потенциалом, если существует𝑅0 > 0такое, что 0 ∉ 𝜕𝑉 (𝜔, 𝑥) для всех (𝜔, 𝑥) ∈ Ω×R𝑛 : |𝑥 | ≥
𝑅0.

Из определения 2.14 следует, что для фиксированного 𝜔 ∈ Ω топологическая степень
deg

(
𝜕𝑉 (𝜔, ·), 𝐵R𝑛 (0, 𝑅)

)
корректно определена для всех 𝑅 ≥ 𝑅0 и совпадает с deg

(
𝜕𝑉 (𝜔, ·), 𝐵R𝑛 (0, 𝑅0)

)
.

Под случайным топологическим индексом 𝐼𝑛𝑑 𝑉 случайного негладкого невырожденного потенциала
𝑉 понимается случайная топологическая степень 𝐷𝑒𝑔

(
𝜕𝑉 , 𝐵R𝑛 (0, 𝑅0)

)
.

3. Основной результат. Для 𝜏 > 0 обозначим символом C пространство 𝐶 ( [−𝜏, 0];R𝑛) непрерывных
функций 𝑥 : [−𝜏, 0] → R𝑛 с нормой ∥𝑥 ∥ = sup

𝑡 ∈[−𝜏,0]
∥𝑥 (𝑡)∥ и пусть 𝐼 = [0,𝑇 ], 𝑇 > 0. Для функции

𝑥 (·) ∈ 𝐶 ( [−𝜏,𝑇 ];R𝑛) и 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] символом 𝑥𝑡 ∈ C обозначается функция, заданная как 𝑥𝑡 (𝜃 ) = 𝑥 (𝑡 + 𝜃 ),
𝜃 ∈ [−𝜏, 0].

Будем рассматривать периодическую задачу для случайного функционально-дифференциального
включения следующего вида:

𝑥 ′ (𝜔, 𝑡) ∈ F
(
𝜔, 𝑡, 𝑥𝑡

)
, (2)

𝑥 (𝜔, 0) = 𝑥 (𝜔,𝑇 ), (3)

для всех 𝜔 ∈ Ω, где мультиотображение F : Ω × R × C → 𝐾𝑣 (R𝑛) удовлетворяет условиям:
(F𝑡 ) мультифункция F по второму аргументу 𝑇 -периодична:

F (𝜔, 𝑡, 𝜙) = F (𝜔, 𝑡 +𝑇, 𝜙) для всех 𝜔 ∈ Ω, п.в. 𝑡 ∈ 𝐼 , 𝜙 ∈ C

(очевидно, это условие позволяет рассматривать мультиотображение F заданным на Ω × 𝐼 × C).
(F 1) F : Ω × 𝐼 × C → 𝐾𝑣 (R𝑛) является случайным 𝑢-мультиоператором;
(F 2) существует отображение 𝑐 : Ω × 𝐼 → R такое, что 𝑐 (𝜔, ·) – локально интегрируемо на R для

каждого 𝜔 ∈ Ω, 𝑐 (·, 𝑡) – измеримо п.в. 𝑡 ∈ 𝐼 , и

∥F (𝜔, 𝑡, 𝜙)∥ := sup{|𝑧 | : 𝑧 ∈ F (𝜔, 𝑡, 𝜙)} ≤ 𝑐 (𝜔, 𝑡) (1 + |𝜙 |).

Под случайным решением задачи (2), (3) понимается функция 𝜉 : Ω × 𝐼 → R𝑛 такая, что
(i) оператор 𝜔 ∈ Ω → 𝜉 (𝜔, ·) ∈ 𝐶 ( [−𝜏,𝑇 ];R𝑛) измерим;
(ii) для каждого 𝜔 ∈ Ω абсолютно непрерывная функция 𝜉 (𝜔, ·) ∈ 𝐶 ( [−𝜏,𝑇 ];R𝑛) удовлетворяет (2), (3).
Из условий (F 1), (F 2) следует, что мультиоператор суперпозиции

PF : Ω ×𝐶 ( [−𝜏,𝑇 ],R𝑛) ⊸ 𝑃 (𝐿2 (𝐼 ,R𝑛)),

PF (𝜔, 𝑥𝑡 ) = {𝑓 ∈ 𝐿2 (𝐼 ,R𝑛) : 𝑓 (𝑠) ∈ F (𝜔, 𝑠, 𝑥𝑠 )} п.в. 𝑠 ∈ 𝐼

корректно определен. Кроме того, для каждого 𝜔 ∈ Ω мультиоператор PF (𝜔, ·) замкнут (см., например,
[5]).

Для изучения задачи (2), (3) мы будем использовать теорию случайной топологической степе-
ни совпадения пары отображений, состоящей из линейного фредгольмова оператора и случайного
мультиотображения, описанную выше.

Обозначим 𝐶𝑇 пространство непрерывных 𝑇 -периодических функций 𝑥 : R→ R𝑛 с нормой ∥𝑥 ∥𝐶 =

sup
𝑡 ∈[0,𝑇 ]

∥𝑥 (𝑡)∥. Через ∥𝑥 ∥2 обозначим норму функции 𝑥 в пространстве 𝐿2, ∥𝑥 ∥2 =

(
𝑇∫

0
∥𝑥 (𝑠)∥2 𝑑𝑠

) 1
2

.
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Определение 3.1. Случайный негладкий потенциал 𝑉 : Ω × R𝑛 → R называется случайной негладкой
строгой интегральной направляющей функцией для включения (2), если найдется 𝑁 > 0 такое, что для всех
𝜔 ∈ Ω и для всех 𝑥 ∈ 𝐶𝑇 с ∥𝑥 ∥2 ≥ 𝑁 имеем ∫ 𝑇

0

〈
𝜐 (𝑡), 𝑓 (𝑡)

〉
𝑑𝑡 > 0

для всех 𝜐 ∈ P𝜕𝑉 (𝜔, 𝑥), где P𝜕𝑉 (𝜔, 𝑥) =
{
𝜐 ∈ 𝐿2

𝑇
: 𝜐 (𝑡) ∈ 𝜕𝑉 (𝜔, 𝑥 (𝑡))

}
, 𝑓 (𝑡) ∈ F (𝜔, 𝑡, 𝑥𝑡 ) п.в. 𝑡 ∈ 𝐼 , символ

𝜕𝑉 (𝜔, 𝑥) обозначает обобщенный градиент Кларка функции 𝑉 в точке 𝑥 .
Справедливо следующее утверждение (см. [10]).
Лемма 3.1. Если 𝑉 : Ω × R𝑛 → R является случайной негладкой строгой интегральной направляющей

функцией для включения (2), то она является случайным негладким невырожденным потенциалом и,
следовательно, существует ее случайный топологический индекс 𝐼𝑛𝑑 𝑉 .

Сформулируем основной результат работы.
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (F𝑡 ), (F 1), (F 2). Если 𝑉 : Ω × R𝑛 → R является случайной

негладкой строгой интегральной направляющей функцией для включения (2)такой, что 𝐼𝑛𝑑 𝑉 ≠ 0, то задача
(2), (3) имеет случайное решение.
Доказательство. Для доказательства воспользуемся теоремой 2.3. Рассмотрим следующие операторы:

𝐿 : Dom𝐿 := {𝑥 ∈ 𝐶𝑇 : 𝑥 – абсолютно непрерывна} ⊂ 𝐶𝑇 → 𝐿1
𝑇 ,

𝐿(𝑥) = 𝑥 ′

и мультиоператор суперпозиции PF : Ω ×𝐶𝑇 ⊸ 𝑃 (𝐿1
𝑇
).

Заметим, что 𝐿 – линейный фредгольмов оператор нулевого индекса, 𝐾𝑒𝑟 𝐿 = R𝑛 . Канонический
оператор проектирования Π : 𝐿1

𝑇
→ R𝑛 может быть задан формулой

Π𝑓 =
1
𝑇

𝑇∫
0

𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Мультиоператоры Π ◦ PF и 𝐾𝑃,𝑄 ◦ PF компактны и пн.св (см., например, Proposition 1.17, [12]). Это
означает, что пара (𝐿,PF) – 𝐿-компактна и, следовательно, для нее может быть определена случайная
топологическая степень совпадения, описанная выше.

Отметим, что для произвольного фиксированного 𝜔 ∈ Ω решение 𝑥𝜔 ∈ dom 𝑙 включения 𝐿(𝑥) ∈
𝜆PF (𝜔, 𝑥𝑡 ), 𝜆 ∈ (0, 1), удовлетворяет задаче

𝑥 ′𝜔 (𝑡) = 𝜆𝑓𝜔 (𝑡) п.в. 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], (4)

𝑥𝜔 (0) = 𝑥𝜔 (𝑇 ), (5)

где 𝑓𝜔 ∈ PF (𝜔, 𝑥𝑡 ).
Применяя замечание 2.1. и определение обобщенного градиента, получаем∫ 𝑇

0
⟨𝑣 (𝑠), 𝑓𝜔 (𝑠)⟩ 𝑑𝑠 =

1
𝜆

∫ 𝑇

0
⟨𝑣 (𝑠), 𝑥 ′𝜔 (𝑠)⟩ 𝑑𝑠 ≤

≤ 1
𝜆

∫ 𝑇

0
𝑉 0 (𝑥𝜔 (𝑠), 𝑥 ′𝜔 (𝑠)) 𝑑𝑠 =

1
𝜆
(𝑉 (𝑥𝜔 (𝑇 )) −𝑉 (𝑥𝜔 (0))) = 0,

для каждого суммируемого сечения 𝑣 (𝑠) ∈ 𝜕𝑉 (𝜔, 𝑥 (𝑠)) . Следовательно,

∥𝑥𝜔 ∥2 < 𝑁 .

С другой стороны, из условия (F2) вытекает, что ∥𝑥 ′𝜔 ∥2 < 𝑀 , где 𝑀 > 0. Но тогда найдется и 𝑀 ′ > 0
такое, что

∥𝑥𝜔 ∥𝐶 < 𝑀 ′ .

В качестве𝑈 возьмем шар 𝐵𝑟 ⊂ 𝐶𝑇 с центром в 0 и радиуса 𝑟 = max{𝑁,𝑀 ′, 𝑁𝑇 −1/2}. Тогда имеем для
каждого фиксированного 𝜔 ∈ Ω

𝐿(𝑥) ∉ 𝜆PF (𝜔, 𝑥𝑡 )

для всех 𝑥 ∈ 𝜕𝑈 , 𝜆 ∈ (0, 1).
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Пусть теперь 𝑢 ∈ 𝜕𝑈 ∩ 𝐾𝑒𝑟 𝐿 произвольно. Поскольку ∥𝑢∥ ≥ 𝑁𝑇 −1/2, из определения случайной
негладкой строгой интегральной направляющей функции получаем, что∫ 𝑇

0
⟨𝑣 (𝑠), 𝑓𝜔 (𝑠)⟩ 𝑑𝑠 > 0

для каждого измеримого сечения 𝑣 (𝑠) ∈ 𝜕𝑉 (𝜔,𝑢) и 𝑓𝜔 (𝑠) ∈ F𝜔 (𝑠,𝑢), для всех 𝜔 ∈ Ω. Но для каждого 𝜔 ∈ Ω,
полагая 𝑣 (𝑠) ≡ 𝑣 , получаем ∫ 𝑇

0
⟨𝑣, 𝑓𝜔 (𝑠)⟩ 𝑑𝑠 = ⟨𝑣,

∫ 𝑇

0
𝑓𝜔 (𝑠) 𝑑𝑠⟩ = 𝑇 ⟨𝑣, 𝜋 𝑓𝜔 ⟩ > 0,

для каждого 𝑣 ∈ 𝜕𝑉 (𝜔,𝑢) и, таким образом,

⟨𝑣,𝑦⟩ > 0

для любого 𝑣 ∈ 𝜕𝑉 (𝜔,𝑢), 𝑦 ∈ ΠPF (𝜔,𝑢), 𝜔 ∈ Ω.
Это значит, что мультиполя 𝜕𝑉 (𝜔,𝑢) и ΠPF (𝜔,𝑢) гомотопны на 𝜕𝑈 ∩ 𝐾𝑒𝑟 𝐿 для любых 𝜔 ∈ Ω и,

следовательно,

deg𝐾𝑒𝑟 𝐿 (ΠPF
��
𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿

,𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿) = deg(𝜕𝑉 ,𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿) ≠ 0,

где𝑈𝐾𝑒𝑟 𝐿 = 𝑈 ∩ 𝐾𝑒𝑟 𝐿.
Таким образом, все условия теоремы 2.3. выполнены, и задача (2), (3) имеет решение.
Пример.
Рассмотрим периодическую задачу вида

𝑥 ′ (𝜔, 𝑡) ∈ 𝜕G(𝜔, 𝑥) + F (𝜔, 𝑡, 𝑥𝑡 ), (6)

𝑥 (𝜔, 0) = 𝑥 (𝜔,𝑇 ), (7)

где мультиотображение F удовлетворяет условиям (F𝑡 ), (F 1), (F 2), а 𝜕G – обобщенный градиент Кларка
случайного негладкого потенциала G : Ω × R𝑛 → R.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия:
1. найдутся константы 𝜀 > 0, 𝐾 > 0 и 𝛽 ≥ 1 такие, что

∥𝜕G(𝜔, 𝑥)∥ ≥ 𝜀∥𝑥 ∥𝛽 − 𝐾,

для всех 𝑥 ∈ R𝑛, 𝜔 ∈ Ω;

2. lim
∥𝑥 ∥2→+∞

∥PF (𝜔, 𝑥)∥2

∥𝑥 ∥𝛽2
< 𝜀𝑇 (1−𝛽 )/2 для всех 𝜔 ∈ Ω, для любой абсолютно непрерывной функции 𝑥 (𝜔, ·) ∈ 𝐶𝑇 ;

3. обобщенный градиент Кларка 𝜕G для достаточно больших 𝑁 > 0 имеет ненулевой случайный топологи-
ческий индекс:

𝐷𝑒𝑔 (𝜕G, 𝜕𝐵𝑁 ) ≠ 0.

Тогда задача (6), (7) имеет решение.
Доказательство. Покажем, что G является случайной негладкой строгой интегральной направляющей
функцией для включения (6). Отметим, что вложение 𝐿2𝛽 ⊂ 𝐿2 дает для любой абсолютно непрерывной
функции 𝑥 (𝜔, ·) ∈ 𝐶𝑇 оценку

∥𝜕G(𝜔, 𝑥)∥2 ≥ 𝜀∥𝑥 ∥𝛽2𝛽 − 𝐾
√
𝑇 ≥ 𝜀𝑇 (1−𝛽 )/2∥𝑥 ∥𝛽2 − 𝐾

√
𝑇 .

Зафиксируем произвольное 𝜔 ∈ Ω. Тогда для любых 𝑓𝜔 ∈ PF (𝜔, 𝑥), 𝑔𝜔 ∈ 𝜕G(𝜔, 𝑥) для достаточно
больших значений ∥𝑥 ∥2 имеем∫ 𝑇

0
⟨𝑔𝜔 (𝑠), 𝑔𝜔 (𝑠) + 𝑓𝜔 (𝑠)⟩ 𝑑𝑠 ≥ ∥𝑔𝜔 ∥2 (∥𝑔𝜔 ∥2 − ∥ 𝑓𝜔 ∥2) ≥

≥ ∥𝜕G(𝑔𝜔 , 𝑥)∥2 (∥𝜕G(𝑔𝜔 , 𝑥)∥2 − ∥PF (𝜔, 𝑥)∥2) ≥

≥ ∥𝜕G(𝑔𝜔 , 𝑥)∥2

(
𝜀𝑇 (1−𝛽 )/2 − 𝐾

√
𝑇

∥𝑥 ∥𝛽2
− ∥PF (𝜔, 𝑥)∥2

∥𝑥 ∥𝛽2

)
∥𝑥 ∥𝛽2 > 0.
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4. Заключение. В работе рассмотрена периодическая задача для случайного функционально-
дифференциального включения. Введено понятие случайной негладкой строгой интегральной направля-
ющей функции. Доказана теорема существования случайного решения для периодической задачи (2),
(3), где мультиотображение F удовлетворяет условиям (F𝑡 ), (F 1), (F 2) и для включения (3) существует
случайная негладкая строгая интегральная направляющая функция. В качестве примера реализации
данной теории рассматривается разрешимость периодической задачи для случайного градиентного
функционально-дифференциального включения.
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