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1. Введение. Опишем для замкнутости повествования общую задачу, рассмотренную в [1, 2], на
которую мы далее будем опираться. Пусть

X =

𝑥 = {𝑥𝜅 }∞𝜅=1 : ∥𝑥 ∥X =

( ∞∑︁
𝜅=1

𝜔𝜅 |𝑥𝜅 |2
)1/2 , 0 < 𝜔1 < 𝜔2 < · · · < 𝜔𝑁 < 𝜔𝑁+1 < 𝜔𝑁+2 < . . . .

Определим оператор Q : X → ℓ2 равенством

Q𝑥 = (𝜂1𝑥1, 𝜂2𝑥2, . . . ), 𝑥 = {𝑥𝜅 }∞𝜅=1 ∈ X.

Пусть 𝜇𝜅 = 𝜂2
𝜅 . Потребуем, чтобы lim

𝜅→∞
(𝜇𝜅/𝜔𝜅) = 0. Тогда Q𝑥 ∈ ℓ2 для всех 𝑥 = {𝑥𝜅 }∞𝜅=1 ∈ X.

Сформулируем задачу об оптимальном восстановлении оператора Q по приближенным значениям
первых 𝑁 компонент 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 [2]. Пусть

W = {𝑥 ∈ X : ∥𝑥 ∥X ⩽ 1}.

Предположим, что для каждого 𝑥 ∈ W известен такой вектор 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 ) ∈ R𝑁 , для которого

∥𝐼𝑁 𝑥 − 𝑦∥ℓ𝑁2 =

(
𝑁∑︁
𝜅=1

|𝑥𝜅 − 𝑦𝜅 |2
)1/2

⩽ 𝛿,

где 𝐼𝑁 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 ). Всякое отображение m : ℓ𝑁2 → ℓ2 считается методом восстановления. Погрешность
метода восстановления m определим равенством

𝑒 (Q,W, 𝐼𝑁 , 𝛿,m) = sup
𝑥∈W, 𝑦∈ℓ𝑁2 :∥𝐼𝑁 𝑥−𝑦 ∥ℓ𝑁2

⩽𝛿

|Q𝑥 −m (𝑦) |ℓ2 .

Погрешностью оптимального восстановления назовем величину

𝐸 (Q,W, 𝐼𝑁 , 𝛿) = inf
m: ℓ𝑁2 →ℓ2

𝑒 (Q,W, 𝐼𝑁 , 𝛿,m) . (1)

Метод, на котором достигается точная нижняя грань, определенная в равенстве (1), назовем оптимальным
методом восстановления оператора Q в классеW по информации 𝐼𝑁 , полученной с погрешностью 𝛿 в
норме пространства ℓ𝑁2 .

Пусть {𝑒𝜅 }∞𝜅=1 — стандартный базис в пространстве ℓ2, т.е. 𝑒𝜅 = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ),где «1» стоит на 𝜅-м
месте, все остальные компоненты равны нулю. Введем обозначения:

𝐴 = max
1⩽𝜅⩽𝑁

𝜇𝜅

𝜔𝜅
, 𝐵 = max

𝜅>𝑁

𝜇𝜅

𝜔𝜅
.

Пусть для некоторых чисел 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝑁 , 𝑞 > 𝑁 и 𝑝 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑁 выполнены равенства

𝐴 =
𝜇𝑝

𝜔𝑝
, 𝐵 =

𝜇𝑞

𝜔𝑞
, 𝜇𝑟 − 𝐵𝜔𝑟 = max

𝑝⩽𝜅⩽𝑁
(𝜇𝜅 − 𝐵𝜔𝜅). (2)

Эти числа определяются неоднозначно, так что для определенности будем считать, что 𝑝 — наибольшее,
а 𝑞 и 𝑟 — наименьшие из чисел, для которых выполнены соответствующие равенства (2). Пусть 𝑠𝜚+1 —
наибольшее из чисел, для которых 𝑠𝜚 < 𝑠𝜚+1 ⩽ 𝑟 и

𝜇𝑠𝜚+1 − 𝜇𝑠𝜚
𝜔𝑠𝜚+1 − 𝜔𝑠𝜚

= max
𝑠𝜚<𝜅⩽𝑟

𝜇𝜅 − 𝜇𝑠𝜚
𝜔𝜅 − 𝜔𝑠𝜚

, 𝜚 = 1, . . . , ℎ − 1, 𝑠0 = 𝑝, 𝑠ℎ = 𝑟 .

Пусть

𝐺𝜚 =

{
𝜅 ∈ N ∩ [1, 𝑁 ] :

𝜇𝜅

𝜔𝜅
>
𝜇𝑠𝜚+1 − 𝜇𝑠𝜚
𝜔𝑠𝜚+1 − 𝜔𝑠𝜚

}
,

𝐺ℎ =

{
𝜅 ∈ N ∩ [1, 𝑁 ] :

𝜇𝜅

𝜔𝜅
> 𝐵

}
.

Теорема VO [2].

1. При 𝐵 ⩾ 𝐴 для любого 𝛿 > 0 𝐸 (Q,W, 𝐼𝑁 , 𝛿) =
√︂
𝜇𝑞

𝜔𝑞
, метод m̂(𝑦) = 0 оптимальный.
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2. При 𝐵 < 𝐴, 1/√𝜔𝑠𝜚+1 ⩽ 𝛿 < 1/√𝜔𝑠𝜚 , 𝜚 = 1, . . . , ℎ − 1,

𝐸 (Q,W, 𝐼𝑁 , 𝛿) =

√︄
𝜇𝑠𝜚

𝜔𝑠𝜚+1𝛿
2 − 1

𝜔𝑠𝜚+1 − 𝜔𝑠𝜚
+ 𝜇𝑠𝜚+1

1 − 𝛿2𝜔𝑠𝜚

𝜔𝑠𝜚+1 − 𝜔𝑠𝜚
,

метод

m̂(𝑦) =
∑︁
𝜅∈𝐺𝜚

𝜂𝜅

(
1 +

𝜇𝑠𝜚+1 − 𝜇𝑠𝜚
𝜇𝑠𝜚𝜔𝑠𝜚+1 − 𝜇𝑠𝜚+1𝜔𝑠𝜚

𝜔𝜅

)−1
𝑦𝜅𝑒𝜅

оптимальный.
3. При 𝐵 < 𝐴, 𝛿 < 1/√𝜔𝑟

𝐸 (Q,W, 𝐼𝑁 , 𝛿) =
√︄
𝜇𝑟𝛿

2 + 𝜇𝑞
1 − 𝛿2𝜔𝑟

𝜔𝑞
,

метод

m̂(𝑦) =
∑︁
𝜅∈𝐺ℎ

𝜂𝜅

(
1 +

𝜇𝑞

𝜇𝑟𝜔𝑞 − 𝜇𝑞𝜔𝑟
𝜔𝜅

)−1
𝑦𝜅𝑒𝜅

оптимальный.
4. При 𝐵 < 𝐴, 𝛿 ⩾ 1/√𝜔𝑝

𝐸 (Q,W, 𝐼𝑁 , 𝛿) =
√︄
𝜇𝑝

𝜔𝑞
,

метод m̂(𝑦) = 0 оптимальный.
В работе [2] с помощью теоремыVO решена задача об оптимальном восстановлении в фиксированный

момент времени решения первой начально-краевой задачи для одномерного волнового уравнения
по известному конечному набору коэффициентов Фурье начальной функции. Ниже мы обсудим
возможности применения этой теоремы к аналогичной проблеме для сингуляных одномерных волновых
уравнений.

2. Одномерное волновое уравнение с двумя сингулярностями. В этом разделе нам понадобятся
минимальные сведения о весовых пространствах Киприянова и 𝑗–функциях Бесселя.

Символом C∞
𝑒𝑣 ( [0, 1]) обозначим пространство всех функций из пространства C∞ ( [0, 1]), удовлетворя-

ющих условию четности (гладкости четного продолжения)

𝑑𝜅𝑔

𝑑𝑥𝜅
(0) = 0, 𝜅 = 1, 3, 5, . . . .

Пусть 𝐿2,𝛾 (0, 1) = 𝐿𝛾2 (0, 1) означает замыкание пространства C∞
𝑒𝑣 ( [0, 1]) по норме

∥𝑔(·)∥𝐿𝛾2 (0,1) =

√√√√√ 1∫
0

𝑥𝛾 |𝑔(𝑥) |2 𝑑𝑥 .

Весовые пространства 𝐻𝑛𝛾 (0, 1) (пространства И. А. Киприянова – см. [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]) введем как
замыкание класса C∞

𝑒𝑣 ( [0, 1]) по норме

∥ 𝑓 ∥𝑛,𝛾 =

©­­­«
∑︁

0⩽𝑖1+2𝑖2⩽𝑛
𝑖1=0,1

1∫
0

𝑥𝛾 |𝐷𝑖1𝑥 𝐵𝑖2𝑥,𝛾 𝑓 (𝑥) |
2
𝑑𝑥

ª®®®¬
1
2

,

где 𝐵𝑥,𝛾 — оператор Бесселя, определенный формулой 𝐵𝑥,𝛾 𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝛾
𝑥
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 𝑥−𝛾
𝜕

𝜕𝑥

(
𝑥𝛾
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)
, 𝐷𝑥 = 𝑑

𝑑𝑥
.

𝑗–функция Бесселя порядка 𝜈 определяется формулой

𝑗𝜈 (𝑧) =
2𝜈Γ(𝜈 + 1)

𝑧𝜈
𝐽𝜈 (𝑧) = Γ(𝜈 + 1)

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚𝑧2𝑚

22𝑚𝑚!Γ(𝑚 + 𝜈 + 1) ,

где Γ(·) – гамма-функция Эйлера, 𝐽𝜈 (𝑧) =
∞∑
𝑚=0

(−1)𝑚𝑧2𝑚+𝜈

22𝑚+𝜈𝑚!Γ(𝑚 + 𝜈 + 1) – функция Бесселя первого рода
порядка 𝜈 .
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Потребность в 𝑗–функциях Бесселя возникает при решении задачи Штурма-Лиувилля следующего
вида (см. [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] )

𝐵𝑥,2𝜈+1 Φ = −𝜆Φ, 𝑥 ∈ [0, 1], (3)

𝑑Φ/𝑑𝑥 (0) = 0, Φ(1) = 0, (4)

которая имеет собственные функции 𝑗𝜈 (𝜖𝜅 𝑥), соответствующие собственным значениям 𝜖2
𝜅 , где {𝜖𝜅 },

𝜅 = 1, 2, . . . , — последовательность всех положительных нулей функции Бесселя 𝑗𝜈 (·), а значит и функции
𝐽𝜈 (·), пронумерованных в порядке возрастания.

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу для сингулярного волнового уравнения:

𝐵𝑡,𝜗 𝑢 = 𝐵𝑥,𝛾 𝑢, 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑡 > 0, (5)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(+0, 𝑡) = 0, 𝑢 (1, 𝑡) = 0, (6)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, +0) = 0, 𝑢 (𝑥, +0) = 𝜑 (𝑥), (7)

𝛾 > 0, 𝜗 > 0.
С помощью стандартной процедуры метода Фурье разделения переменных мы приходим к задаче

Штурма–Лиувилля (3)–(4), после чего легко получить представление решения задачи (5)–(7) в виде

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝜅=1

𝐴𝜅 𝑗𝜁 (𝜖𝜅𝑡) 𝑗𝜈 (𝜖𝜅𝑥), (8)

𝜈 = (𝛾 − 1)/2, 𝜁 = (𝜗 − 1)/2,

𝐴𝜅 =
𝜖2𝜈
𝜅

22𝜈−1Γ2 (𝜈 + 1) 𝐽 2
𝜈+1 (𝜖𝜅)

1∫
0

𝑥𝛾 𝜑 (𝑥) 𝑗𝜈 (𝜖𝜅𝑥) 𝑑𝑥, 𝜅 = 1, 2, . . . , (9)

суть коэффициенты разложения

𝜑 (𝑥) =
∞∑︁
𝜅=1

𝐴𝜅 𝑗𝜈 (𝜖𝜅𝑥) (10)

в ряд Фурье–Бесселя (см. [11, 12, 13]) функции 𝜑 (𝑥). От представлений (8), (9), (10) для дальнейшего
удобства перейдем к представлениям

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝜅=1

𝑎𝜅 𝑗𝜁 (𝜖𝜅𝑡) Λ𝜈,𝜅 (𝑥),

𝑎𝜅 =

1∫
0

𝑥𝛾 𝜑 (𝑥) Λ𝜈,𝜅 (𝑥) 𝑑𝑥,

𝜑 (𝑥) =
∞∑︁
𝜅=1

𝑎𝜅Λ𝜈,𝜅 (𝑥), (11)

Λ𝜈,𝜅 (𝑥) =
𝑗𝜈 (𝜖𝜅 𝑥)

∥ 𝑗𝜈 (𝜖𝜅 𝑥)∥𝐿𝛾2
=

𝜖𝜈𝜅

2(2𝜈−1)/2Γ(𝜈 + 1) 𝐽𝜈+1 (𝜖𝜅)
𝑗𝜈 (𝜖𝜅 𝑥).

Положим
𝑊 𝑛

2,𝛾 = {𝑔 ∈ 𝐻𝑛𝛾 (0, 1) : ∥𝐷𝑖1𝑥 𝐵𝑖2𝑥,𝛾𝑔(·)∥𝐿𝛾2 (0,1) ⩽ 1, 𝑖1 + 2𝑖2 = 𝑛, 𝑖1 = 0, 1},

считая при этом, что производная 𝐷
𝑖1
𝑥 𝐵

𝑖2
𝑥,𝛾𝑔(·) кусочно непрерывна при 𝑖1 + 2𝑖2 = 𝑛, 𝑖1 = 0, 1. Далее будем

считать 𝑛 четным. Это приводит нас к возможности применять равенство

𝐵
𝑛/2
𝑥,2𝜈+1 𝑗𝜈 (𝜖 𝑥) = −𝜖𝑛 𝑗𝜈 (𝜖 𝑥), 𝑛 = 2, 4, . . . , 𝜖 > 0.

Следуя [2], введем в рассмотрение «информационный» оператор 𝐹𝑁
𝛿
, который каждой функции

𝜑 ∈ 𝑊 𝑛
2,𝛾 ставит в соответствие некоторый вектор 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 ) приближенных значений первых 𝑁

коэффициентов в разложении (11) функции 𝜑 , удовлетворяющий условию

𝑁∑︁
𝜅=1

|𝑎𝜅 − 𝑦𝜅 |2 < 𝛿2, 𝛿 > 0
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и поставим задачу по этим данным восстановить решение задачи (5)–(7) в момент времени𝑇 > 0 в классе
𝑊 𝑛

2,𝛾 . Методом восстановления будем считать любой оператор m : R𝑁 → 𝐿2,𝛾 (0, 1), следуя [2]. Пусть

𝑈 (𝑚, 𝑁, 𝛿) = {(𝜑,𝑦) : 𝜑 ∈𝑊 𝑛
2,𝛾 , 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 ) ∈ R𝑁 ,

𝑁∑︁
𝜅=1

|𝐴𝜅 − 𝑦𝜅 |2 < 𝛿2}.

Величина
𝑒 (𝑇,𝑊 𝑛

2,𝛾 , 𝐹
𝑁
𝛿
,m) = sup

(𝜑,𝑦) ∈𝑈 (𝑚,𝑁,𝛿 )
∥ 𝑢 (·,𝑇 ) −m(𝑦) (·) ∥𝐿2,𝛾 (0,1)

называется погрешностью восстановления для метода m. Погрешностью оптимального восстановления
называется величина

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2,𝛾 , 𝐹

𝑁
𝛿
) = inf

𝑚:R𝑁→𝐿2,𝛾 (0,1)
𝑒 (𝑇,𝑊 𝑛

2,𝛾 , 𝐹
𝑁
𝛿
,m). (12)

Метод, на котором достигается введенная в (12) точная нижняя грань, называется оптимальным методом
восстановления.

Если 𝜑 (·) ∈𝑊 𝑛
2,𝛾 , то для разложения (11) в силу неравенства Бесселя для разложения Фурье–Бесселя

(см. [11]) будет выполнено неравенство

∞∑︁
𝜅=1

𝜖2𝑛
𝜅 𝑎2

𝜅 ⩽

1∫
0

𝑥𝛾 |𝐵𝑥,𝛾𝜑 (𝑥) |2 𝑑𝑥 ⩽ 1.

Это дает возможность положить
𝜔𝜅 = 𝜖2𝑛

𝜅 , 𝜇𝜅 = 𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑡),

𝐴 = max
1⩽𝜅⩽𝑁

𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑇 )
𝜖2𝑛
𝜅

=
𝑗2
𝜁
(𝜖𝑝𝑇 )
𝜖2𝑛
𝑝

, 𝐵 = max
𝜅>𝑁

𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑇 )
𝜖2𝑛
𝜅

=
𝑗2
𝜁
(𝜖𝑞𝑇 )
𝜖2𝑛
𝑞

.

Исходя из асимптотического представления 𝑗–функции Бесселя (см. [11])

𝑗𝜁 (𝜏) =
2𝜁 Γ(𝜁 + 1)

𝜏𝜁

√︂
2
𝜋𝜏

(
cos

(
𝜏 − (2𝜁 + 1) 𝜋

4

)
+𝑂

(
1
𝜏3/2

))
,

а также учитывая теоремы Шафхейтлина о расположении вещественных корней функций Бесселя,
можно убедиться в том, что

lim
𝜅→∞

𝜇𝜅

𝜔𝜅
= lim
𝜅→∞

𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑇 )
𝜖2𝑛
𝜅

= 0.

Число 𝑟 определяется из условия

𝑗2
𝜁
(𝜖𝑟𝑇 ) − 𝐵𝜖2𝑛

𝑟 = max
𝑝⩽𝜅⩽𝑁

(
𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑇 ) − 𝐵𝜖2𝑛

𝜅

)
.

Числа {𝑠𝜚 } определяются с помощью условия

𝑗2
𝜁
(𝜖𝑠𝜚+1𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝜖𝑠𝜚𝑇 )

𝜖2𝑛
𝑠𝜚+1 − 𝜖2𝑛

𝑠𝜚

= max
𝑠𝜚⩽𝜅⩽𝑟

𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝜖𝑠𝜚𝑇 )

𝜖2𝑛
𝜅 − 𝜖2𝑛

𝑠𝜚

, 𝜚 = 1, . . . , ℎ − 1, 𝑠0 = 𝑝, 𝑠ℎ = 𝑟 .

Далее

𝐺𝜚 =

{
𝜅 ∈ N ∩ [1, 𝑁 ] :

𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑇 )
𝜖2𝑛
𝜅

>
𝑗2
𝜁
(𝜖𝑠𝜚+1𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝜖𝑠𝜚𝑇 )

𝜖𝑠𝜚+1 − 𝜖𝑠𝜚

}
,

𝐺ℎ =

{
𝜅 ∈ N ∩ [1, 𝑁 ] :

𝑗2
𝜁
(𝜖𝜅𝑇 )
𝜖2𝑛
𝜅

> 𝐵

}
.

Учитывая изложенное, основываясь на теореме VO, мы приходим к следующему утверждению.
Теорема 1.
1. При 𝐵 ⩾ 𝐴 для любого 𝛿 > 0

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

𝑗2
𝜁
(𝜖𝑞𝑇 )
𝜖𝑛𝑞

,

метод 𝑢 (𝑥,𝑇 ) = 0 оптимальный.
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2. При 𝐵 < 𝐴, 𝜖−𝑛𝑠𝜚+1 ⩽ 𝛿 < 𝜖−𝑛𝑠𝜚 , 𝜚 = 1, . . . , ℎ − 1,

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

√√
𝑗2
𝜁
(𝜖𝑠𝜚𝑇 )

𝜖2𝑛
𝑠𝜚+1𝛿

2 − 1
𝜖2𝑛
𝑠𝜚+1 − 𝜖2𝑛

𝑠𝜚

+ 𝑗2
𝜁
(𝜖𝑠𝜚+1𝑇 )

1 − 𝛿2𝜖2𝑛
𝑠𝜚

𝜖2𝑛
𝑠𝜚+1 − 𝜖2𝑛

𝑠𝜚

,

метод

𝑢 (𝑥,𝑇 ) =
∑︁
𝜅∈𝐺𝜚

(
1 +

𝑗2
𝜁
(𝜖𝑠𝜚+1𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝜖𝑠𝜚𝑇 )

𝜖2𝑛
𝑠𝜚+1 𝑗

2
𝜁
(𝜖𝑠𝜚𝑇 ) − 𝜖2𝑛

𝑠𝜚 𝑗
2
𝜁
(𝜖𝑠𝜚+1𝑇 )

𝜖2𝑛
𝜅

)−1

𝑦𝜅 𝑗𝜁 (𝜖𝜅𝑇 )Λ𝜅 (𝑥)

оптимальный.
3. При 𝐵 < 𝐴, 𝛿 < 𝜖−𝑛𝑟

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

√︄
𝛿2 𝑗2

𝜁
(𝜖𝑟𝑇 ) + 𝑗2𝜁 (𝜖𝑞𝑇 )

1 − 𝛿2𝜖2𝑛
𝑟

𝜖2𝑛
𝑞

,

метод

𝑢 (𝑥,𝑇 ) =
∑︁
𝜅∈𝐺ℎ

(
1 +

𝑗2
𝜁
(𝜖𝑞𝑇 )

𝜖2𝑛
𝑞 𝑗2

𝜁
(𝜖𝑟𝑇 ) − 𝜖2𝑛

𝑟 𝑗2
𝜁
(𝜖𝑞𝑇 )

𝜖2𝑛
𝜅

)−1

𝑦𝜅 𝑗𝜁 (𝜅𝑇 )Λ𝜅 (𝑥)

оптимальный.
4. При 𝐵 < 𝐴, 𝛿 ⩾ 𝜖−𝑛𝑝

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

√√
𝑗2
𝜁
(𝜖𝑝𝑇 )
𝜖2𝑛
𝑝

,

метод 𝑢 (𝑥,𝑇 ) = 0 оптимальный.
3. Одномерное волновое уравнение с сингулярностью по времени. Рассмотрим следующую

начально-краевую задачу для волнового уравнения с сингулярностью по временной переменной:

𝐵𝑡,𝜗 𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 , 𝑥 ∈ (0, 𝜋), 𝑡 > 0, (13)

𝑢 (0, 𝑡) = 0, 𝑢 (𝜋, 𝑡) = 0, (14)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, +0) = 0, 𝑢 (𝑥, 0) = 𝜑 (𝑥), (15)

где 𝜗 > 0.
С помощью стандартной процедуры метода Фурье разделения переменных легко получить представ-

ление решения задачи (13)–(15) в виде

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝜅=1

𝑎𝜅 𝑗𝜁 (𝜅𝑡) sin(𝜅𝑥),

где 𝜁 = (𝜗 − 1)/2,

𝑎𝜅 =
2
𝜋

𝜋∫
0

𝜑 (𝑥) sin(𝜅𝑥) 𝑑𝑥,

— коэффициенты разложения в ряд Фурье

𝜑 (𝑥) =
∞∑︁
𝜅=1

𝑎𝜅 sin(𝜅𝑥) (16)

функции 𝜑 (𝑥).
Пусть, как и в [2],

𝑊 𝑛
2 = {𝑔 ∈ 𝐿2 (0, 𝜋) : 𝐷𝑛−1

𝑥 𝑔(·) абсолютно непрерывна на [0, 𝜋], ∥𝐷𝑛𝑥𝑔(·)∥𝐿2 (0,𝜋 ) ⩽ 1},

∥𝑔(·)∥𝐿2 (0,𝜋 ) =
©­« 2
𝜋

𝜋∫
0

|𝑔(𝑥) |2 𝑑𝑥ª®¬
1/2

.

Следуя, как и ранее, [2], введем в рассмотрение «информационный» оператор 𝐹𝑁
𝛿
, который каждой

функции 𝜑 ∈𝑊 𝑛
2 ставит в соответствие некоторый вектор 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 ), удовлетворяющий условию

𝑁∑︁
𝜅=1

|𝑎𝜅 − 𝑦𝜅 |2 < 𝛿2, 𝛿 > 0.
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Поставим задачу по этим данным восстановить решение задачи (13)–(15) в момент времени 𝑇 > 0 в
классе𝑊 𝑛

2 . Методом восстановления будем считать любой оператор m : R𝑁 → 𝐿2 (0, 1), следуя [2]. Пусть

𝑈 (𝑛, 𝑁, 𝛿) = {(𝜑,𝑦) : 𝜑 ∈𝑊 𝑛
2 , 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 ) ∈ R𝑁 ,

𝑁∑︁
𝜅=1

|𝑎𝜅 − 𝑦𝜅 |2 < 𝛿2}.

Величина
𝑒 (𝑇,𝑊 𝑛

2 , 𝐹
𝑁
𝛿
,m) = sup

(𝜑,𝑦) ∈𝑈 (𝑚,𝑁,𝛿 )
∥ 𝑢 (·,𝑇 ) −m(𝑦) (·) ∥𝐿2 (0,1)

называется погрешностью восстановления для метода m. Погрешностью оптимального восстановления
называется величина

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) = inf

𝑚:R𝑁→𝐿2 (0,1)
𝑒 (𝑇,𝑊 𝑛

2 , 𝐹
𝑁
𝛿
,m). (17)

Метод, на котором достигается введенная в (17) точная нижняя грань, называется оптимальным методом
восстановления.

В рассматриваемой задаче восстановления при 𝜑 (·) ∈ 𝑊 𝑛
2 можно положить, как и в [2], 𝜔𝜅 = 𝜅2𝑛 ,

поскольку
∞∑︁
𝜅=1

𝜅2𝑛𝑎2𝑛
𝜅 ⩽ 1.

При этом придется положить
𝜇𝜅 = 𝑗2

𝜁
(𝜅𝑇 ),

𝐴 = max
1⩽𝜅⩽𝑁

𝑗2
𝜁
(𝜅𝑇 )
𝜅2𝑛 =

𝑗2
𝜁
(𝑝𝑇 )
𝑝2𝑛 , 𝐵 = max

𝜅>𝑁

𝑗2
𝜁
(𝜅𝑇 )
𝜅2𝑛 =

𝑗2
𝜁
(𝑞𝑇 )
𝑞2𝑛 .

Нетрудно увидеть, что

lim
𝜅→∞

𝜇𝜅

𝜔𝜅
= lim
𝜅→∞

𝑗2
𝜁
(𝜅𝑇 )
𝜅2𝑛 = 0.

Число 𝑟 определяется из условия

𝑗2
𝜁
(𝑟𝑇 ) − 𝐵𝑟 2𝑛 = max

𝑝⩽𝜅⩽𝑁

(
𝑗2
𝜁
(𝜅𝑇 ) − 𝐵𝜅2𝑛

)
.

Числа {𝑠𝜚 } определяются с помощью условия

𝑗2
𝜁
(𝑠𝜚+1𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝑠𝜚𝑇 )

𝑠2𝑛
𝜚+1 − 𝑠2𝑛

𝜚

= max
𝑠𝜚⩽𝜅⩽𝑟

𝑗2
𝜁
(𝜅𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝑠𝜚𝑇 )

𝜅2𝑛 − 𝑠2𝑛
𝜚

, 𝜚 = 1, . . . , ℎ − 1, 𝑠0 = 𝑝, 𝑠ℎ = 𝑟 .

Далее

𝐺𝜚 =

{
𝜅 ∈ N ∩ [1, 𝑁 ] :

𝑗2
𝜁
(𝜅𝑇 )
𝜅2𝑛 >

𝑗2
𝜁
(𝑠𝜚+1𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝑠𝜚𝑇 )

𝑠𝜚+1 − 𝑠𝜚

}
,

𝐺ℎ =

{
𝜅 ∈ N ∩ [1, 𝑁 ] :

𝑗2
𝜁
(𝜅𝑇 )
𝜅2𝑛 > 𝐵

}
.

Следующее утверждение вытекает из теоремы VO.
Теорема 2.

1. При 𝐵 ⩾ 𝐴 для любого 𝛿 > 0 𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

𝑗2
𝜁
(𝑞𝑇 )
𝑞𝑛

, метод 𝑢 (𝑥,𝑇 ) = 0 оптимальный.

2. При 𝐵 < 𝐴, 𝑠−𝑛𝜚+1 ⩽ 𝛿 < 𝑠−𝑛𝜚 , 𝜚 = 1, . . . , ℎ − 1,

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

√√
𝑗2
𝜁
(𝑠𝜚𝑇 )

𝑠2𝑛
𝜚+1𝛿

2 − 1

𝑠2𝑛
𝜚+1 − 𝑠2𝑛

𝜚

+ 𝑗2
𝜁
(𝑠𝜚+1𝑇 )

1 − 𝛿2𝑠2𝑛
𝜚

𝑠2𝑛
𝜚+1 − 𝑠2𝑛

𝜚

,

метод

𝑢 (𝑥,𝑇 ) =
∑︁
𝜅∈𝐺𝜚

(
1 +

𝑗2
𝜁
(𝑠𝜚+1𝑇 ) − 𝑗2

𝜁
(𝑠𝜚𝑇 )

𝑠2𝑛
𝜚+1 𝑗

2
𝜁
(𝑠𝜚𝑇 ) − 𝑠2𝑛

𝜚 𝑗2
𝜁
(𝑠𝜚+1𝑇 )

𝜅2𝑛

)−1

𝑦𝜅 𝑗𝜁 (𝜅𝑇 ) sin(𝜅𝑥)

оптимальный.
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3. При 𝐵 < 𝐴, 𝛿 < 𝑟−𝑛

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

√︄
𝛿2 𝑗2

𝜁
(𝑟𝑇 ) + 𝑗2

𝜁
(𝑞𝑇 ) 1 − 𝛿2𝑟 2𝑛

𝑞2𝑛 ,

метод

𝑢 (𝑥,𝑇 ) =
∑︁
𝜅∈𝐺ℎ

(
1 +

𝑗2
𝜁
(𝑞𝑇 )

𝑞2𝑛 𝑗2
𝜁
(𝑟𝑇 ) − 𝑟 2𝑛 𝑗2

𝜁
(𝑞𝑇 )

𝜅2𝑛

)−1

𝑦𝜅 𝑗𝜁 (𝜅𝑇 ) sin(𝜅𝑥)

оптимальный.
4. При 𝐵 < 𝐴, 𝛿 ⩾ 𝑝−𝑛

𝐸 (𝑇,𝑊 𝑛
2 , 𝐹

𝑁
𝛿
) =

√︄
𝑗2
𝜁
(𝑝𝑇 )
𝑝2𝑛 ,

метод 𝑢 (𝑥,𝑇 ) = 0 оптимальный.
4. Заключение.Мыубедились в возможности перенесения результатов, связанных с восстановлением

решения первой начально–краевой задачи для одномерного волнового уравнения на случай, когда
по двум переменным или по одной (временной) вместо второй производной действует оператор
Бесселя. Свойства собственных функций задачи Штурма – Лиувилля, порожденной оператором Бесселя
( 𝑗− функций Бесселя), обеспечивают такую возможность, то есть обеспечивают применение теоремы VO,
представленной в [2].
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