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Аннотация. Многомерные гиперболо-эллиптические уравнения описывают важные физические, астрономические
и геометрические процессы. Известно, что колебания упругих мембран в пространстве по принципу Гамильтона
можно моделировать многомерным волновым уравнением. Полагая, что в положении изгиба мембрана находится в
равновесии, из принципа Гамильтона также получаем многомерное уравнение Лапласа. Так, колебания упругих
мембран в пространстве можно моделировать в качестве многомерного уравнения Лавреньтева – Бицадзе. Теория
краевых задач для гиперболо-эллиптических уравнений на плоскости хорошо изучена, а их многомерные ана-
логи интенсивно исследуются. Двумерные спектральные задачи для уравнений гиперболо-эллиптического типа
достаточно хорошо изучены, однако их многомерные аналоги исследованы мало. В данной работе рассматривается
спектральная смешанная задача для многомерного уравнения Лаврентьева – Бицадзе и устанавливается ее критерий
однозначной разрешимости. Найдены собственные значения и соответствующие им собственные функции этой
задачи.
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Abstract.Multidimensional hyperbolic-elliptic equations describe important physical, astronomical, and geometric processes. It
is known that vibrations of elastic membranes in space according to Hamilton’s principle can be modeled by a multidimensional
wave equation. Assuming that the membrane is in equilibrium in the bending position, we also obtain the multidimensional
Laplace equation fromHamilton’s principle. Thus, vibrations of elasticmembranes in space can bemodeled as amultidimensional
Lavrent’ev-Bitsadze equation. The theory of boundary value problems for hyperbolic-elliptic equations on a plane is well-
explored, and their multidimensional analogues are intensively analyzed. Two-dimensional spectral problems for equations of
hyperbolic-elliptic type have been well researched, but their multidimensional analogues have been relatively under-studied.
In this paper, we consider the spectral mixed problem for the multidimensional Lavrent’ev-Bitsadze equation and establish a
criterion for its unique solvability. We also determine the eigenvalues and the corresponding eigenfunctions of this problem.
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1. Введение.Многомерные гиперболо-эллиптические уравнения описывают важные физические,
астрономические и геометрические процессы. Известно, что колебания упругих мембран в пространстве

© Алдашев С. А., 2025

http://orcid.org/0000-0002-8223-6900
http://orcid.org/0000-0002-8223-6900


6 Критерий однозначной разрешимости спектральной смешанной задачи для многомерного . . .

моделируются уравнениями в частных производных. Если прогибмембраны считать функцией𝑢 (𝑥, 𝑡), 𝑥 =

(𝑥1, ..., 𝑥𝑚),𝑚 ≥ 2, то по принципу Гамильтона приходим к многомерному гиперболическому уравнению.
Полагая, что в положении изгиба мембрана находится в равновесии, из принципа Гамильтона также

получаем многомерное уравнение Лапласа.
Следовательно, колебания упругих мембран в пространстве можно моделировать в качестве много-

мерного уравнения Лаврентьева – Бицадзе [1, 2].
Теория краевых задач для гиперболо-эллиптических уравнений на плоскости хорошо изучена, а их

многомерные аналоги интенсивно исследуются (см. например, монографии [2, 3] и приведенную в них
библиографию).

Двумерные спектральные задачи для уравнений гиперболо-эллиптического типа изучены в [4, 5, 6, 7,
8, 9], однако, насколько известно автору, их многомерные аналоги мало исследованы [10, 11, 12, 13].

В данной работе рассматривается спектральная смешанная задача для многомерного уравнения
Лаврентьева – Бицадзе и устанавливается ее критерий однозначной разрешимости. Найдены собственные
значения и соответствующие им собственные функции этой задачи.

2. Постановка задачи и результат. Пусть Ω𝛼− конечная область евклидова пространства 𝐸𝑚+1 точек
(𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡), ограниченная при 𝑡 > 0 сферической поверхностью 𝜎 : |𝑥 |2 + 𝑡2 = 1, а при 𝑡 < 0 цилиндром
Γ = {(𝑥, 𝑡) : |𝑥 | = 1} и плоскостью 𝑡 = 𝛼 < 0, где |𝑥 | – длина вектора 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑚) .

Обозначим через Ω+ и Ω−
𝛼 части области Ω𝛼 , лежащие в полупространствах 𝑡 > 0 и 𝑡 < 0, через 𝑆 –

общую часть границ Ω+, Ω−
𝛼 , представляющих собой множество {𝑡 = 0, 0 < |𝑥 | < 1} точек из 𝐸𝑚 .

Пусть, далее, Γ𝛼 есть часть цилиндра Γ, ограничивающая область Ω−
𝛼 .

В области Ω𝛼 рассмотрим многомерное уравнение Лаврентьева – Бицадзе со спектральным действи-
тельным параметром 𝜇:

Δ𝑥𝑢 + (𝑠𝑔𝑛𝑡)𝑢𝑡𝑡 = 𝜇𝑢, (1)

где Δ𝑥 – оператор Лапласа по переменным 𝑥1, ..., 𝑥𝑚 ,𝑚 ≥ 2.
Рассмотрим спектральную смешанную задачу.
Задача 1.Найти решение уравнения (1) в области Ω𝛼 при 𝑡 ≠ 0 из класса𝐶 (Ω𝛼 ) ∩𝐶1 (Ω𝛼 ) ∩𝐶2 (Ω+∪Ω−

𝛼 ),
удовлетворяющее краевому условию

𝑢

���
𝜎
= 0, 𝑢

���
Γ𝛼

= 0. (2)

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат 𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡 к сферическим

𝑟, 𝜃1, ..., 𝜃𝑚−1, 𝑡, 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃1 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃𝑖 ≤ 𝜋, 𝑖 = 2, ..., 𝑚 − 1, 𝜃 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑚−1).

Пусть
{
𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 )

}
− система линейно независимых сферических функций порядка 𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘𝑛,

(𝑚 − 2)!𝑛!𝑘𝑛 = (𝑛 +𝑚 − 3)!(2𝑛 +𝑚 − 2).
Справедлива следующая теорема.
Теорема. Задача 1 однозначно разрешима тогда и только тогда, когда 𝜇 ≠ −𝛾2

𝑠 .
Следствие. Задача 1 имеет собственные значения 𝜇 = −𝛾2

𝑠 и соответствующие им собственные функции.
Здесь 𝛾𝑠− положительные нули функции Бесселя первого рода 𝐽𝑠 (𝑧) целого порядка 𝑠 ≥ 𝑚+1

2 .

3. Доказательство теоремы. Искомое решение задачи 1 в сферических координатах в области Ω+

будем искать в виде

𝑢 (𝑟, 𝜃, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡)𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), (3)

где 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) – функции, подлежащие определению.
Тогда, как показано в [13], функция (3) представляется следующим образом

𝑢𝜇 (𝑟, 𝜃, 𝑡) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 , 𝑠 = 0, 1, ...

∞∑
𝑛=1

𝑘𝑛∑
𝑘=1

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙 𝐽𝑠 (
√︁
−𝜇 (𝑟 2 + 𝑡2)) (𝑟 2 + 𝑡2) 𝑛2 +

(𝑚−3)
4 𝑟 2−𝑚−𝑛

[
𝐹

(
−𝑛

2
+ 3 −𝑚

4
+ 𝑠

2
, −𝑛

2
+ 3 −𝑚

4
− 𝑠

2
,

1
2

;
𝑡2

𝑟 2 + 𝑡2

)
−

−
2Γ

(
1 + 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
− 𝑠

2

)
Γ

(
1 + 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
+ 𝑠

2

)
Γ

(
1
2
+ 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
− 𝑠

2

)
Γ

(
1
2
+ 𝑛

2
+ 𝑚 − 3

4
+ 𝑠

2

) 𝑡 (𝑟 2 + 𝑡2)− 1
2

𝐹

(
−𝑛

2
+ 5 −𝑚

4
+ 𝑠

2
, −𝑛

2
+ 5 −𝑚

4
− 𝑠

2
,

3
2

;
𝑡2

𝑟 2 + 𝑡2

)]
𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 . (4)
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При этом она принадлежит классу

𝐶 (Ω̄+) ∩𝐶1 (Ω+ ∪ 𝑆) ∩𝐶2 (Ω+), если 𝑝 ≥ 𝑚 + 1
2

, 𝑙 >
3𝑚
2
,

где 𝐹 (𝛼, 𝛽,𝛾, 𝑧) − гипергеометрическая функция Гаусса, а Γ(𝑧) – гамма-функция.
Из (4) при 𝑡 −→ +0 будет иметь

𝑢𝜇 (𝑟, 𝜃, 0) = 𝜏𝜇 (𝑟, 𝜃 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑛=1

𝑘𝑛∑
𝑘=1

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙𝑟 (1−𝑚)/2 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 )𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .
(5)

𝑢𝜇𝑡 (𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈𝜇 (𝑟, 𝜃 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑛=1

𝑘𝑛∑
𝑘=1

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙𝑟−(3+𝑚)/2 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 )𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .

Таким образом, из (5) следует, что задача 1 сводится к смешанной задаче в области Ω−
𝛼 для гипербо-

лического уравнения
Δ𝑥𝑢 − 𝑢𝑡𝑡 = 𝜇𝑢, (6)

с условием
𝑢
��
𝑆
= 𝜏𝜇 (𝑟, 𝜃 ), 𝑢𝑡

��
𝑆
= 𝜈𝜇 (𝑟, 𝜃 ), 𝑢

��
Γ𝛼

= 0. (7)

Пусть𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) = 𝑟
(1−𝑚)

2 𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡), а𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ), 𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) –коэффициентыразложенияряда (3)функции𝜏𝜇 (𝑟, 𝜃 ), 𝜈𝜇 (𝑟, 𝜃 )
по сферическим функциям

𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), 𝜆𝑛 = 𝑛(𝑛 +𝑚 − 2), 𝜆𝑛 =
[(𝑚 − 1) (3 −𝑚) − 4𝜆𝑛]

4
.

Решение задачи (6), (7) будем искать в виде (3). Подставляя (3) в (6), получим

𝑢𝑘𝑛𝑟𝑟 − 𝑢𝑘𝑛𝑡𝑡 +
𝜆𝑛

𝑟 2 𝑢
𝑘
𝑛 − 𝜇𝑢𝑘𝑛 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, ... . (8)

При этом краевые условия (7) имеют вид

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 0) = 𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−𝑙 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .

𝑢𝑘𝑛𝑡 (𝑟, 0) = 𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =


0, 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 ,

∞∑
𝑠=𝑝

𝑛−1𝑟−1 𝐽𝑠 (
√−𝜇𝑟 ), 𝜇 = −𝛾2

𝑠 .
(9)

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝛼) = 0. (10)

Решение задачи (8) – (10) будем искать в виде

𝑢𝑘𝑛 (𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑙=1

𝑅𝑙 (𝑟 )𝑇𝑙 (𝑡), (11)

при этом пусть

𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =
∞∑︁
𝑙=1

𝑎𝑘
𝑛,𝑙
𝑅𝑙 (𝑟 ), 𝜈𝑘𝜇,𝑛 =

∞∑︁
𝑙=1

𝑏𝑘
𝑛,𝑙
𝑅𝑙 (𝑟 ). (12)

Подставляя (11) в (8) – (10), с учетом (12), получим

𝑅𝑙𝑟𝑟 +
𝜆𝑛

𝑟 2 𝑅𝑙 + (𝛾 − 𝜇)𝑅𝑙 = 0, 0 < 𝑟 < 1, 𝑅𝑠 (1) = 0, |𝑅𝑠 (0) | < ∞. (13)

𝑇𝑙𝑡𝑡 + 𝛾𝑇𝑙 (𝑡) = 0, 𝛼 < 𝑡 < 0, 𝑇𝑙 (0) = 𝑎𝑘𝑒,𝑛, 𝑇𝑙,𝑡 (0) = 𝑏𝑘𝑙,𝑛 . (14)

Ограниченным решением задачи (13) является функция [14]

𝑅𝑙 (𝑟 ) =
√
𝑟 𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝑟 ), 0 < 𝑟 < 1, (15)

𝜈 = 𝑛 + 𝑚−2
2 , 𝜇𝑙,𝑛 – нули функции Бесселя 𝐽𝜈 (𝑧), 𝛾 = 𝜇 + 𝜇2

𝑙,𝑛
.
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Подставляя (15) в (12), получим ряды

𝑟−
1
2 𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =

∞∑︁
𝑙=1

𝑎𝑘
𝑙,𝑛
𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝑟 ), 𝑟−

1
2𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝑟 ) =

∞∑︁
𝑙=1

𝑏𝑘
𝑙,𝑛
𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝑟 ), 0 < 𝑟 < 1,

которые являются рядами Фурье – Бесселя [15], если

𝑎𝑘
𝑙,𝑛

= 2
[
𝐽𝜈+1 (𝜇𝑙,𝑛)

]−2
∫ 1

0

√︁
𝜉𝜏𝑘𝜇,𝑛 (𝜉) 𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉,

𝑏𝑘
𝑙,𝑛

= 2
[
𝐽𝜈+1 (𝜇𝑙,𝑛)

]−2
∫ 1

0

√︁
𝜉𝜈𝑘𝜇,𝑛 (𝜉) 𝐽𝜈 (𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉, (16)

где 𝜇𝑙,𝑛 – положительные нули функции Бесселя 𝐽𝜈 (𝑧), расположенные в порядке возрастания их
величины.

Далее, произведя замену 𝑉𝑙 (𝑡) = 𝑇𝑙 (𝑡) − 𝑎𝑘𝑙,𝑛 − 𝑡𝑏
𝑘
𝑙,𝑛
, задачу (14) приведем к следующей задаче:

𝑉𝑙𝑡𝑡 + 𝛾𝑉𝑙 (𝑡) = 𝑔𝑘𝑙,𝑛 (𝑡), 𝑉𝑙 (0) = 0, 𝑉𝑙𝑡 (0) = 0, (17)

𝑔𝑘
𝑙,𝑛
(𝑡) = −𝛾 (𝑎𝑘

𝑙,𝑛
+ 𝑡𝑏𝑘

𝑙,𝑛
). (18)

Задача (17), (18) сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода относительно 𝑉𝑙 (𝑡) [2]

𝑉𝑙 (𝑡) + 𝛾
∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝜉)𝑉𝑙 (𝜉)𝑑𝜉 =

∫ 𝑡

0
(𝑡 − 𝜉)𝑔𝑘

𝑙,𝑛
(𝜉)𝑑𝜉, (19)

которое имеет решение, и притом единственное.
Следовательно, из (11), (15), (19) следует, что решением задачи (6), (7) в области Ω−

𝛼 является функция

𝑢 (𝑟, 𝜃, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑙=1

√
𝑟

[
𝑎𝑘
𝑙,𝑛

+ 𝑡𝑏𝑘
𝑙,𝑛

+𝑉𝑙 (𝑡)
]
𝐽𝑛+𝑚−2

2
(𝜇𝑙,𝑛𝑟 )𝑌𝑘𝑛,𝑚 (𝜃 ), (20)

где 𝑎𝑘
𝑙,𝑛
, 𝑏𝑘

𝑙,𝑛
определяются из (16).

Аналогично, как в [16], можно показать, что решение (20) принадлежит классу

𝐶 (Ω̄−
𝛼 ) ∩𝐶1 (Ω−

𝛼 ∪ 𝑆) ∩𝐶2 (Ω−
𝛼 ).

Таким образом, решение задачи 1 записывается в виде (4) и (20), при этом из класса

𝐶 (Ω̄𝛼 ) ∩𝐶1 (Ω𝛼 ) ∩𝐶2 (Ω+ ∪ Ω−
𝛼 ).

При 𝜇 ≠ −𝛾2
𝑠 из представления решении (4), (20), а также из формул (9), (16) вытекает, что решение

задачи 1 тривиальное.
Пусть теперь решение задачи 1 𝑢 (𝑟, 𝜃, 𝑡) ≡ 0. Покажем, что 𝜇 ≠ −𝛾2

𝑠 .

Предположим противное, т. е. 𝜇 = −𝛾2
𝑠 . Если 𝜇 = −𝛾2

𝑠 , то из видов решений (4), (20) следует, что задача
1 имеет ненулевые решения. Приходим к противоречию.

Теорема установлена. Ее следствие вытекает из вышеприведенных фактов.
Отметим, что доказанная теорема анонсирована в [17].
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