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Аннотация. В работе рассматривается один из классов операторов преобразования. Операторы преобразования –
это известный раздел теории дифференциальных уравнений, в его рамках были получены заметные результаты
для этой теории. В данной работе рассматривается круг задач для операторов преобразования Векуа – Эрдейи –
Лаундеса. Эти операторы преобразования, которые были введены в работах указанных математиков, позволяют
сплетать дифференциальные операторы различной природы со спектральным параметром с аналогичными
дифференциальными операторами без спектральных параметров. В частности, на этом пути устанавливаются и
явные формулы соответствия между решениями этих двух классов дифференциальных уравнений. Для иллюстрации
метода он применяется к некоторым конкретным дифференциальным уравнениям.
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Abstract. In the paper we study an important class of transmutations. Transmutation theory is a well-known field of differential
equations, by its methods many remarkable results on differential equations were received. We consider an important class
of transmutations - Vekua-Erdelyi-Lowndes operators. These transmutations, which were introduced and studied by above
mentioned mathematicians, transmute differential operators of different nature with a spectral parameter to similar operators
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1. Введение. В этой статье мы развиваемматематическийметод, состоящий в сведении более сложных
задач к более простым и уже решённым. Для этого используется метод операторов преобразования, см. [1, 2,
3, 4]. Этот метод впервые возник в работах Дельсарта и Лионса и затем был развит в работах математиков
русской школы В. А. Марченко, Б. М. Левитана и других, достаточно подробный исторический обзор
см. в [2].
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Кратко напомним основные положения теории операторов преобразования. Пусть дана пара операто-
ров (𝐴, 𝐵). Говорят, что ненулевой оператор преобразования 𝑇 преобразует (сплетает) операторы (𝐴, 𝐵),
если выполняется на подходящих функциях следующее соотношение

𝑇 𝐴 = 𝐵𝑇 . (1)

В конкретных ситуациях оператор преобразования 𝑇 часто является интегральным с некоторым ядром,
и во многих задачах он может быть найден в явном виде. Важным моментом также является выбор
подходящего пространства функций, для которого выполняется равенство (1).

В данной статье мы рассматриваем специальный класс операторов преобразования, который сплетает
операторы𝐴 + 𝜆1 и𝐴 + 𝜆2, где𝐴 является оператором, действующим в паре пространств 𝑆1, 𝑆2, постоянные
𝜆1, 𝜆2 ∈ C. Кратко, мы рассматриваем операторы преобразования, которые переводят некоторый диффе-
ренциальный оператор со спектральным параметром в тот же оператор, но без спектрального параметра.
Такие операторы впервые вводились в разных ситуациях в работах А. Эрдейи [5, 6, 7, 8], И. Н. Векуа [9]
и Дж. С. Лаундеса [10, 11, 12]. Поэтому в работе [13] этот класс было предложено называть: операторы
преобразования Векуа – Эрдейи – Лаундеса, или сокращённо операторы ВЭЛ. Эти операторы подробнее
рассматривались в [4, 14].

В этой работе с использованием операторов преобразования ВЭЛ устанавливаются формулы связи
между решениями задачи Коши для уравнений вида 𝑤𝑡𝑡 = 𝐴𝑤 и решений подобных уравнений
со спектральным параметром 𝑤𝑡𝑡 ± 𝑐2𝑤 = 𝐴𝑤 , где 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡), 𝑐 ∈ R, 𝐴 есть линейный оператор,
действующий по переменной 𝑥 ∈ R𝑛 . Этот класс задач включает, например, телеграфное уравнение,
уравнение Гельмгольца, уравнение Буссинеска и ряд других.

Отметим, что в [2] подробно изложена теория операторов преобразования для дифференциальных
уравнений с сингулярными коэффициентами, включая операторы Бесселя. Также в [15] изучены
композиции операторов преобразования типа ВЭЛ для дифференциальных операторов высоких порядков,
в частности, для итерированных операторов Бесселя. Оператор преобразования, ассоциированный с
группой 𝑆3, который отображает обычный Лапласиан в инвариантный дифференциальный оператор
второго порядка на Римановом симметричном пространстве, был построен в [16].

2. Операторы преобразования в форме интегральных операторов Вольтерра второго рода.
В этом разделе мы построим операторы преобразования 𝑆±𝑐 со сплетающим свойством

𝑆±𝑐 𝐷
2=

(
𝐷2±𝑐2) 𝑆±𝑐 .

Теорема 2.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶2. Тогда существует оператор преобразования, удовлетворяющий тождеству

𝑆±𝑐 𝐷
2 𝑓 =

(
𝐷2 ± 𝑐2) 𝑆±𝑐 𝑓 , (2)

где 𝐷 = 𝑑
𝑑𝑡
, и имеющий форму интегрального оператора Вольтерра второго рода

(𝑆±𝑐 𝑓 ) (𝑡) = 𝑓 (𝑡) +
𝑡∫

−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏, (3)

с ядром

𝐾± (𝑡, 𝜏) = 𝑐
√
𝑡 + 𝜏

2
√
𝑡 − 𝜏


−𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
;

𝐼1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
.

При этом ядро 𝐾± (𝑡, 𝜏) является гладким по обеим переменным.
Доказательство. Подстановка в формулу (2) приводит к соотношению

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 ′′ (𝜏) 𝑑𝑡 = 𝑑2

𝑑𝑡2

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 ± 𝑐2 ©­«𝑓 (𝑡) +
𝑡∫

−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏ª®¬ .
Так как

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 ′′ (𝜏) 𝑑𝜏 = 𝐾± (𝑡, 𝑡) 𝑓 ′ (𝑡) − 𝐾± (𝑡,−𝑡) 𝑓 ′ (−𝑡) − 𝐾±
𝜏 (𝑡, 𝜏) |𝜏=𝑡 𝑓 (𝑡)+

+𝐾±
𝜏 (𝑡, 𝜏) |𝜏=−𝑡 𝑓 (−𝑡) +

𝑡∫
−𝑡

𝐾±
𝜏𝜏 (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏
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и
𝑑2

𝑑𝑡2

𝑡∫
−𝑡

𝐾± (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 =

=

𝑡∫
−𝑡

𝐾±
𝑡𝑡 (𝑡, 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 + 𝐾±

𝑡 (𝑡, 𝜏) |𝜏=𝑡 𝑓 (𝑡) − 𝐾±
𝑡 (𝑡, 𝜏) |𝜏=−𝑡 𝑓 (−𝑡)+

+𝐾
± (𝑡, 𝑡)
𝑑𝑡

𝑓 (𝑡) + 𝐾± (𝑡, 𝑡) 𝑓 ′ (𝑡) − 𝐾± (𝑡,−𝑡)
𝑑𝑡

𝑓 (−𝑡) − 𝐾± (𝑡,−𝑡) 𝑓 ′ (−𝑡),

то получаем
𝐾±
𝜏𝜏 (𝑡, 𝜏) = 𝐾±

𝑡𝑡 (𝑡, 𝜏) ± 𝑐2𝐾± (𝑡, 𝜏), (4)

𝑑𝐾± (𝑡, 𝑡)
𝑑𝑡

+ lim
𝜏→𝑡

(
𝐾±
𝑡 (𝑡, 𝜏) + 𝐾±

𝜏 (𝑡, 𝜏)
)
= ∓𝑐2, (5)

𝑑𝐾± (𝑡,−𝑡)
𝑑𝑡

+ lim
𝜏→−𝑡

(
𝐾±
𝑡 (𝑡, 𝜏) + 𝐾±

𝜏 (𝑡, 𝜏)
)
= 0. (6)

Пусть 𝐾± (𝑡, 𝜏) ∈ 𝐶1 (Ω), Ω ∩ {(𝑡, 𝜏) | 𝑡 = 𝜏} ≠ ∅. Тогда для (𝑡, 𝑥) ∈ Ω выполняется равенство

𝑑

𝑑𝑡
𝐾± (𝑡, 𝑡) = lim

𝜏→𝑡

(
𝜕𝐾± (𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡
+ 𝜕𝐾± (𝑡, 𝜏)

𝜕𝜏

)
.

Таким образом условия (5) и (6) принимают вид

𝑑𝐾± (𝑡, 𝑡)
𝑑𝑡

= ∓𝑐
2

2
(7)

и
𝐾± (𝑡,−𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . (8)

Введём новые переменные

𝑢 =
𝑡 + 𝜏

2
, 𝑣 =

𝑡 − 𝜏
2

. (9)

Используя обозначения 𝐻± (𝑢, 𝑣) = 𝐾± (𝑢 + 𝑣,𝑢 − 𝑣) = 𝐾± (𝑡, 𝜏) получаем задачу

𝐻±
𝑢,𝑣 (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐2𝐻± (𝑢, 𝑣), (10)

𝐻± (𝑢, 0) = ∓𝑐
2

2
𝑢. (11)

Для получения ядер, удовлетворяющих (10)–(11), используем формулу

𝐻± (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐
2

2
𝑢 ∓ 𝑐2

𝑢∫
0

𝑑𝛼

𝑣∫
0

𝐻± (𝛼, 𝛽) 𝑑𝛽. (12)

Итерации определяются по формулам

𝐻±
0 (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐

2

2
𝑢,

𝐻±
𝑛+1 (𝑢, 𝑣) = ∓𝑐2

𝑢∫
0

𝑑𝛼

𝑣∫
0

𝐻±
𝑛 (𝛼, 𝛽) 𝑑𝛽.

Из первых итераций получаем

𝐻±
1 (𝑢, 𝑣) =

1
2

(
∓𝑐2)2 𝑢2

2!
𝑣,

𝐻±
2 (𝑢, 𝑣) =

1
2

(
∓𝑐2)3 𝑢3

3!
𝑣2

2!
и

𝐻±
𝑛 (𝑢, 𝑣) =

1
2

(
∓𝑐2)𝑛+1

𝑛!(𝑛 + 1)!𝑢
𝑛+1𝑣𝑛 .

ISSN 2687-0959
Прикладная математика&Физика, 2024, том 56, № 1
Applied Mathematics&Physics, 2024, Volume 56, No 1



30 Приложения операторов преобразования типа Векуа – Эрдейи – Лаундеса . . .

Теперь используем формулы для функций Бесселя первого рода и модифицированных функций
Бесселя первого рода для𝑚 ∈ N ∪ {0} (see [17]):

𝐽𝑚 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
22𝑛+𝑚𝑛!(𝑚 + 𝑛)!𝑥

2𝑛+𝑚, 𝐼𝑚 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

1
22𝑛+𝑚𝑛!(𝑚 + 𝑛)!𝑥

2𝑛+𝑚

Суммируя ряд Неймана, получаем

𝐻± (𝑢, 𝑣) = 1
2

∞∑︁
𝑛=0

(
∓𝑐2)𝑛+1

𝑛!(𝑛 + 1)!𝑢
𝑛+1𝑣𝑛 =

𝑐
√
𝑢

2
√
𝑣

{
−𝐽1 (2𝑐

√
𝑢𝑣);

𝐼1 (2𝑐
√
𝑢𝑣) .

Используя асимптотические формулы для 0 < 𝑥 ≪
√
𝛼 + 1 вида

𝐽𝛼 (𝑥) →
1

Γ(𝛼 + 1)

(𝑥
2

)𝛼
и соотношение 𝐼𝛼 (𝑥) = 𝑖−𝛼 𝐽𝛼 (𝑖𝑥), получаем, что соотношение (11) является верным.

Возвращаясь к переменным 𝑥 и 𝑡 , получаем

𝐾± (𝑡, 𝜏) = 𝑐
√
𝑡 + 𝜏

2
√
𝑡 − 𝜏


−𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
;

𝐼1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
.

Нетрудно видеть, что 𝐾± (𝑡,−𝑡) = 0 и условие (8) выполнено. Теорема 2.1. полностью доказана.
3. Приложения операторов преобразования Векуа – Эрдейи – Лаундеса к задачам Коши.
В этом разделе мы получим результаты, основанные на основной идее операторов преобразования:

получить явное решение более сложной задачи из более простой.
Теорема 3.1. Пусть 𝐴 – линейный оператор, действующий по переменным 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 , а𝑤

есть решение задачи
𝑤𝑡𝑡 = 𝐴𝑤, 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡), (13)

𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥). (14)

Тогда функция
𝑤𝑐 = 𝑆+𝑤,

где

(𝑆+)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) − 𝑐

2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏

есть решение другой задачи
𝑤𝑐
𝑡𝑡 + 𝑐2𝑤𝑐 = 𝐴𝑤𝑐 , 𝑤𝑐 = 𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡), (15)

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥). (16)

Доказательство. Нетрудно заметить, что 𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑤 (𝑥, 0), поэтому если 𝑤 удовлетворяет первому
условию в (14), тогда𝑤𝑐 удовлетворяет первому условию в (16) и наоборот.

Рассмотрим

𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡) −

𝑐

2
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡) −

𝑐

2
×

×
(
lim
𝜏→𝑡

(√
𝑡+𝜏

√
𝑡−𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2−𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏)

)
− lim

𝜏→−𝑡

(√
𝑡+𝜏

√
𝑡−𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2−𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏)

)
+

+
𝑡∫

−𝑡

𝜕

𝜕𝑡

√
𝑡+𝜏

√
𝑡−𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2−𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏ª®¬=

=𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡)−
𝑐2

2
©­«𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡)+

𝑡∫
−𝑡

(
𝑡 𝐽0 (𝑐

√
𝑡2−𝜏2)

𝑡−𝜏 −
√
𝑡+𝜏

𝑐 (𝑡−𝜏)3/2 𝐽1 (𝑐
√
𝑡2−𝜏2)

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏ª®¬ .

Таким образом , устремляя к пределу 𝑡 → 0, получаем𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑤𝑡 (𝑥, 0).
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Покажем, что если𝑤 удовлетворяет уравнению (13), тогда𝑤𝑐 удовлетворяет уравнению (15). Действи-
тельно,

(𝐷2
𝑡 + 𝑐2)𝑤𝑐 = (𝐷2

𝑡 + 𝑐2)𝑆+𝑤 = 𝑆+𝐷
2
𝑡𝑤 = 𝑆+𝐴𝑤 = 𝐴𝑆𝑤 = 𝐴𝑤𝑐 ,

поэтому (𝐷2
𝑡 + 𝑐2)𝑤𝑐 = 𝐴𝑤𝑐 , и, следовательно,𝑤𝑐 удовлетворяет (15). Теорема 3.1. доказана.

Аналогично, получается
Теорема 3.2. Пусть𝐴 является линейным оператором, действующим по переменным 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈

R𝑛 , а функция𝑤 является решением задачи

𝑤𝑡𝑡 = 𝐴𝑤, 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡),

𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).
Тогда функция

𝑤𝑐 = 𝑆−𝑤,

где

(𝑆−)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) + 𝑐
2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐼1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏

является решением другой задачи

𝑤𝑐
𝑡𝑡 − 𝑐2𝑤𝑐 = 𝐴𝑤𝑐 , 𝑤𝑐 = 𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡),

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

Пример 3.1. Рассмотрим одномерное волновое уравнение следующего вида

𝑤𝑡𝑡 = 𝑎
2𝑤𝑥𝑥

с начальными условиями
𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

Его решение даётся по формуле Д’Аламбера, см. [18, стр. 64]:

𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑡)
2

+ 1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Тогда по теореме 3.1 получаем, что

𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡) = (𝑆+)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) − 𝑐

2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 =

=
𝑓 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑡)

2
− 𝑐

4

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
(𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝜏)) 𝑑𝜏+

+ 1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)𝑑𝑠 − 𝑐

4𝑎

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
𝑥+𝑎𝜏∫

𝑥−𝑎𝜏

𝑔(𝑠)𝑑𝑠ª®¬ 𝑑𝜏 (17)

является решением телеграфного уравнения

𝑤𝑐
𝑡𝑡 = 𝑎

2𝑤𝑐
𝑥𝑥 − 𝑐2𝑤𝑐 .

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

Преобразуем второе слагаемое в (17)

𝑐

4

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
(𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝜏)) 𝑑𝜏 =

=
𝑐

4

𝑡∫
−𝑡

𝑡 + 𝜏
√
𝑡2 − 𝜏2

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
[𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝜏)] 𝑑𝜏 =
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=
𝑐𝑡

2

𝑡∫
−𝑡

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
√
𝑡2 − 𝜏2

𝑓 (𝑥 − 𝑎𝜏) 𝑑𝜏 = {𝑥 + 𝑎𝜏 = 𝑠} =

=
𝑐𝑡

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽1

(
𝑐

√︃
𝑡2 −

(
𝑥−𝑠
𝑎

)2
)

√︃
𝑡2 −

(
𝑥−𝑠
𝑎

)2
𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠.

Кроме того, в выражении

∫
𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
√
𝑡2 − 𝜏2

𝑑𝜏 =
1
𝑐

(
𝐽0 (𝑐

√
𝑡2 − 𝜏2) − 1

)
+𝐶

мы преобразуем третье и четвёртое слагаемые в (17):

(𝑆+)𝑡
1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)𝑑𝑠 =

=
1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝑔(𝑠)d𝑠 − 𝑐

4𝑎

𝑡∫
−𝑡

𝑡 + 𝜏
√
𝑡2 − 𝜏2

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
𝑥+𝑎𝜏∫

𝑥−𝑎𝜏

𝑔(𝑠)𝑑𝑠ª®¬𝑑𝜏 =
=

1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽0

(
𝑐

√︂
𝑡2 − (𝑥 − 𝑠)2

𝑎2

)
𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Окончательно, мы получаем известную формулу, см. [19, стр. 302]

𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑡)
2

− 𝑐𝑡

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽1

(
𝑐

√︃
𝑡2 − (𝑥−𝑠 )2

𝑎2

)
√︃
𝑡2 − (𝑥−𝑠 )2

𝑎2

𝑓 (𝑠)d𝑠+

+ 1
2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫
𝑥−𝑎𝑡

𝐽0

(
𝑐

√︂
𝑡2 − (𝑥 − 𝑠)2

𝑎2

)
𝑔(𝑠)𝑑𝑠.

Пример 3.2. Рассмотрим уравнение, которое встречается при изучении трансверсальных колебаний
эластичного стержня

𝑤𝑡𝑡 = −𝑎2𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 , 𝑤 = 𝑤 (𝑥, 𝑡) . (18)

Добавим условие по переменной 𝑥 ∈ R

𝑤 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑡 (𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑔′′ (𝑥). (19)

Получаем задачу Коши для уравнения Буссинеска (см. [19, стр. 617]

𝑤 (𝑥, 𝑡) = 1
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝑓 (𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) + sin(𝑝2))𝑑𝑝+

+ 1
𝑎
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝑔(𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) − sin(𝑝2))𝑑𝑝.

Как следствие нашей теоремы 3.1 получаем, что

𝑤𝑐 (𝑥, 𝑡) = (𝑆+)𝑡𝑤 (𝑥, 𝑡) = 𝑤 (𝑥, 𝑡) − 𝑐

2

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

)
𝑤 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 =

=
1

√
2𝜋

∞∫
−∞

𝑓 (𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) + sin(𝑝2))𝑑𝑝+
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+ 1
𝑎
√

2𝜋

∞∫
−∞

𝑔(𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝑡) (cos(𝑝2) − sin(𝑝2))𝑑𝑝−

− 𝑐

2
√

2𝜋

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
∞∫

−∞

𝑓 (𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝜏) (cos(𝑝2) + sin(𝑝2))𝑑𝑝ª®¬ 𝑑𝜏−

− 𝑐

2𝑎
√

2𝜋

𝑡∫
−𝑡

√
𝑡 + 𝜏

√
𝑡 − 𝜏

𝐽1

(
𝑐
√
𝑡2 − 𝜏2

) ©­«
∞∫

−∞

𝑔(𝑥 − 2𝑝
√
𝑎𝜏) (cos(𝑝2) − sin(𝑝2))𝑑𝑝ª®¬ 𝑑𝜏

есть решение задачи Коши для возмущённого уравнения типа Буссинеска со спектральным параметром.

𝑤𝑐
𝑡𝑡 = −𝑎2𝑤𝑐

𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑐2𝑤𝑐 .

𝑤𝑐 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥), 𝑤𝑐
𝑡 (𝑥, 0) = 𝑎𝑔′′ (𝑥).

4. Заключение. Мы используем метод теории операторов преобразования для связи возмущённых
уравнений с невозмущёнными. Этот метод также может быть применён для вывода похожих формул для
других уравнений или областей. Следует отметить, что метод существенно использует интегрирование
по частям, при котором внеинтегральные члены должны сократиться. Рассмотрены в качестве примеров
явные формулы для решений задачи Коши для уравнения Гельмгольца и уравнения Буссинеска со
спектральным параметром.
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