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Аннотация. В статье рассматривается двухточечная краевая задача для нелинейного обыкновенного дифферен-
циального уравнения четвертого порядка, описывающая деформацию состояния равновесия балки, один конец
которой жестко закреплен, а второй подвижный, на шарнире. В случае подлинейного роста правой части уравнения
с помощью теоремы Лере – Шаудера устанавливается существование положительного решения рассматриваемой
задачи. Для доказательства единственности положительного решения используются полученные в работе априорные
оценки решения и ее производных.
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1. Введение. В настоящей статье исследуется краевая задача

𝑥 (4) (𝑡) = −𝑓 (𝑡, 𝑥 (𝑡)), 0 < 𝑡 < 1, (1)
𝑥 (0) = 0, (2)
𝑥 ′ (1) = 0, 𝑥 ′′ (1) = 0, 𝑥 ′′′ (1) = 0, (3)

где 𝑓 : [0, 1] × R+ → R+ – непрерывная функция. Задача (1)–(3) моделирует деформацию состояния
равновесия упругой балки, у которой один конец жестко закреплен, а другой – подвижный. В механике
такая задача называется уравнением консольной балки (см., например, [1, 2]), где производные функции
деформации 𝑥 (𝑡) имеют следующий физический смысл : 𝑥 (4) – жесткость плотности нагрузки, 𝑥 ′′′ –
жесткость поперечной силы, 𝑥 ′′ – жесткость изгибающего момента и 𝑥 ′ – наклон.

Целью данной работы является получение достаточных условий существования и единственности
положительных решений краевой задачи (1)–(2). Среди близких к настоящей статье задач отметим
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[3, 4, 5, 6, 7], в основе которых лежат теоремы о неподвижной точке оператора. Полученные результаты
дополняют исследования автора в этом направлении [8, 9].

2. Основные результаты. Для удобства выкладок введем следующие сокращения пространств:
обозначим через R+ пространство всех неотрицательных действительных чисел, через C соответственно
пространство C[0, 1] с нормой ∥𝑥 ∥C = max𝑡 ∈[0,1] |𝑥 (𝑡) |, C𝑚 – пространство C𝑚 [0, 1] с нормой ∥𝑥 ∥C𝑚 =

max
{
∥𝑥 ∥C, ∥𝑥 ′∥C, . . . , ∥𝑥 (𝑚) ∥C

}
, L2 – пространство L2 (0, 1) с нормой ∥𝑥 ∥L2 =

(∫ 1

0
𝑥 (𝑠) 𝑑𝑠

) 1
2

и черезW𝑚 –

пространство Соболева с нормой ∥𝑥 ∥W𝑚 =

(∑𝑚
𝑖=0 ∥𝑥 (𝑖 ) ∥2

L2

) 1
2

.

Вместе с задачей (1)–(3) рассмотрим линейную задачу

𝑥 (4) (𝑡) = −ℎ(𝑡), 0 < 𝑡 < 1, (4)
𝑥 (0) = 0, (5)
𝑥 ′ (1) = 0, 𝑥 ′′ (1) = 0, 𝑥 ′′′ (1) = 0, (6)

где ℎ ∈ L2 – неотрицательная на [0, 1] функция.
Лемма 2.1. Для каждого ℎ ∈ L2 существует единственное положительное решение 𝑥 ∈ W4 задачи (4)–(6),

такое что
∥𝑥 (𝑖−1) ∥L2 ≤ 1

√
2
∥𝑥 (𝑖 ) ∥L2 , 𝑖 = 1, . . . , 4. (7)

Доказательство. Легко проверить, что для любого ℎ ∈ L2 функция

𝑥 (𝑡) =
∫ 1

0
𝐺 (𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠) 𝑑𝑠, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, (8)

где

𝐺 (𝑡, 𝑠) = 1
6

{
3𝑠𝑡 (𝑠 − 𝑡) + 𝑡3, если 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠;
𝑠3, если 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 1,

(9)

функция Грина оператора − 𝑑
4

𝑑𝑡4 с краевыми условиями (5), (6), принадлежитW4 и является единственным
положительным решением линейной задачи (4)–(6).

С учетом граничного условия (5) имеем

𝑥 (𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑥 ′ (𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1] .

Следовательно, в силу неравенства Гельдера

|𝑥 (𝑡) | ≤
∫ 𝑡

0
|𝑥 ′ (𝑠) | 𝑑𝑠 ≤ 𝑡 1

2

(∫ 𝑡

0
|𝑥 ′ (𝑠) |2 𝑑𝑠

) 1
2

≤ 𝑡 1
2 ∥𝑥 ′∥L2 , 𝑡 ∈ [0, 1],

откуда следует, что ∥𝑥 ∥L2 ≤ 1√
2
∥𝑥 ′∥L2 . Аналогично, из соотношений

𝑥 ′ (𝑡) = −
∫ 1

𝑡

𝑥 ′′ (𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ′′ (𝑡) = −
∫ 1

𝑡

𝑥 ′′′ (𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ′′′ (𝑡) = −
∫ 1

𝑡

𝑥 (4) (𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 1],

соответственно получим ∥𝑥 ′∥L2 ≤ 1√
2
∥𝑥 ′′∥L2 , ∥𝑥 ′′∥L2 ≤ 1√

2
∥𝑥 ′′′∥L2 и ∥𝑥 ′′′∥L2 ≤ 1√

2
∥𝑥 (4) ∥L2 .

Как легко видеть для ℎ ∈ C функция
𝑥 = 𝐺ℎ ∈ C4,

где𝐺 – оператор Грина с ядром (9), является классическим положительным решением задачи (4)–(6). В
силу компактности вложения СоболеваW4 ↩→ C3, оператор 𝐺 : C→ C3 является вполне непрерывным
оператором.

Определим отображение 𝐹 : C3 → C равенством

(𝐹𝑥) (𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑥 (𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 1] .

Ввиду непрерывности 𝑓 , непрерывен и оператор 𝐹 . Определим суперпозицию отображений равенством

𝐴 = 𝐺 ◦ 𝐹 . (10)
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Из полной непрерывности 𝐺 : C → C3 следует полная непрерывность оператора 𝐴 : C3 → C3. В силу
определения оператора 𝐺 положительное решение краевой задачи (4)–(6) эквивалентно неподвижной
точке оператора 𝐴.

Теорема 2.1. Предположим, что существуют числа 0 ≤ 𝑎 < 4 и 𝑏 > 0, такие что

𝑓 (𝑡, 𝑦0) ≤ 𝑎𝑦0 + 𝑏, (11)

для всех (𝑡, 𝑦0) ∈ [0, 1] ×R+. Тогда краевая задача (1)–(3) имеет по крайней мере одно положительное решение.
Доказательство.Пусть𝐴 : C3 → C3 – вполне непрерывный оператор, определяемыйформулой (10). Тогда
положительное решение задачи (1)–(3) эквивалентно неподвижной точке оператора 𝐴. Воспользуемся
теоремой Лере – Шаудера для доказательства наличия у оператора 𝐴 неподвижной точки. С этой целью
рассмотрим гомотопное семейство операторных уравнений

𝑥 = _𝐴𝑥, 0 ≤ _ ≤ 1. (12)

Покажем, что множество положительных решений (12) ограничено в C3.
Пусть 𝑥 ∈ C3 – положительное решение уравнения (12) для _ ∈ [0, 1]. Введя обозначение ℎ = _𝐹 (𝑥),

получим 𝑥 = _𝐴𝑥 = _𝐺 (𝐹 (𝑥)) = 𝐺 (_𝐹 (𝑥)) = 𝐺ℎ. В силу определения 𝐺 выражение 𝑥 = 𝐺ℎ определяет
единственное положительное решение линейной граничной задачи (4)–(6). Следовательно 𝑥 ∈ C4

удовлетворяет задаче

𝑥 (4) (𝑡) = −_𝑓 (𝑡, 𝑥 (𝑡)), 0 < 𝑡 < 1, (13)
𝑥 (0) = 0, (14)
𝑥 ′ (1) = 0, 𝑥 ′′ (0) = 0, 𝑥 ′′′ (1) = 0. (15)

Умножая уравнение (13) на −𝑥 ′′ (𝑡), воспользовавшись (11), получим

−𝑥 (4) (𝑡)𝑥 ′′ (𝑡) = _𝑓 (𝑡, 𝑥 (𝑡))𝑥 ′′ (𝑡) ≤ _(𝑎𝑥 (𝑡)𝑥 ′′ (𝑡) + 𝑏𝑥 ′′ (𝑡)) ≤ 𝑎𝑥 (𝑡)𝑥 ′′ (𝑡) + 𝑏𝑥 ′′ (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

где 0 ≤ 𝑎 < 4 и 𝑏 > 0 – произвольные числа. Интегрируя теперь это неравенство на [0, 1] с учетом
граничных условий (14), (15) и применяя неравенство Гельдера к правой части соответственно получим

∥𝑥 ′′′∥2
L2

≤ 𝑎∥𝑥 ∥L2 ∥𝑥 ′′∥L2 + 𝑏∥𝑥 ′′∥L2 .

В силу леммы 2.1 имеем

∥𝑥 ′′′∥2
L2

≤ 𝑎

4
∥𝑥 ′′′∥2

L2
+ 𝑏
√

2
∥𝑥 ′′′∥L2 .

Отсюда следует, что

∥𝑥 ′′′∥L2 ≤ 𝑀0, где 𝑀0 =
4𝑏

√
2(4 − 𝑎)

.

На основании этой оценки и леммы 2.1 имеем

∥𝑥 ∥W3 ≤
( 3∑︁
𝑖=0

∥𝑥 (𝑖 ) ∥2
L2

) 1
2

≤
(

1
8
+ 1

4
+ 1

2
+ 1

) 1
2

∥𝑥 ′′′∥L2 =

√︂
15
8
𝑀0.

Следовательно, в силу ограниченности вложения СоболеваW3 ↩→ C2

∥𝑥 ∥C2 ≤ C∥𝑥 ∥W3 ≤ C
√︂

15
8
𝑀0 =: 𝑀1, (16)

где C – постоянная вложения СоболеваW3 ↩→ C2.

Несложно показать, что max𝑡 ∈[0,1] 𝐺 (𝑡, 𝑠) = 𝑠3

6
, 𝑠 ∈ [0, 1]. Тогда на основании (12) имеем

∥𝑥 ∥C = _ max
𝑡 ∈[0,1]

∫ 1

0
𝐺 (𝑡, 𝑠) 𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠)) 𝑑𝑠 ≤

∫ 1

0

𝑠3

6
(𝑎𝑥 (𝑠) + 𝑏) 𝑑𝑠 ≤ 𝑎

24
∥𝑥 ∥C +

𝑏

24
.

Откуда

∥𝑥 ∥C ≤ 𝑏

24 − 𝑎 =: 𝑀2 . (17)

Проинтегрировав уравнение (13) на [0, 1] с учетом граничного условия 𝑥 ′′′ (1) = 0, получим

𝑥 ′′′ (𝑡) = _
∫ 1

𝑡

𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠)) 𝑑𝑠.
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Воспользовавшись (11) и (17), имеем

∥𝑥 ′′′∥C = _

∫ 1

0
𝑓 (𝑠, 𝑥 (𝑠)) 𝑑𝑠 ≤

∫ 1

0
(𝑎𝑥 (𝑠) + 𝑏) 𝑑𝑠 ≤ 𝑎∥𝑥 ∥C + 𝑏 ≤ 𝑎𝑀2 + 𝑏 =: 𝑀3. (18)

Окончательно из (16) и (18) заключаем, что

∥𝑥 ∥C3 = max {∥𝑥 ∥C2 , ∥𝑥 ′′′∥C} = max{𝑀1, 𝑀3} =: 𝑀.

Это означает, что множество положительных решений (12) ограничено в C3. Согласно теореме Лере –
Шаудера оператор 𝐴 имеет неподвижную точку в C3, что равносильно существованию по меньшей мере
одного положительного решения задачи (1)–(3).

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Кроме того, предположим, что существует число
0 ≤ 𝛼 < 4 такое, что

|𝑓 (𝑡, 𝑦1) − 𝑓 (𝑡, 𝑦2) | ≤ 𝛼 |𝑦1 − 𝑦2 |, (19)

для всех (𝑡, 𝑦1, 𝑦2) ∈ [0, 1] × R+ × R+. Тогда краевая задача (1)–(3) имеет по крайней мере одно положительное
решение.
Доказательство. Пусть 𝑥1, 𝑥2 ∈ C4 – два различных положительных решения задачи (1)–(3). Положим
𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 и ℎ = 𝐹 (𝑥2) − 𝐹 (𝑥1). Имеем 𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 = 𝐴𝑥2 −𝐴𝑥1 = 𝐺 (𝐹 (𝑥2)) −𝐺 (𝐹 (𝑥1)) = 𝐺ℎ. Следовательно,
𝑥 является решением линейной задачи (4)–(6) и удовлетворяет уравнению

𝑥 (4) (𝑡) = −[𝐹 (𝑥2) (𝑡) − 𝐹 (𝑥1) (𝑡)], 𝑡 ∈ [0, 1] .

Умножая это уравнение на −𝑥 ′′ (𝑡) = −(𝑥 ′′2 (𝑡) − 𝑥 ′′1 (𝑡)), воспользовавшись условием (19) получим

− 𝑥 (4) (𝑡)𝑥 ′′ (𝑡) = [𝐹 (𝑥2) (𝑡) − 𝐹 (𝑥1) (𝑡)] (𝑥 ′′2 (𝑡) − 𝑥 ′′1 (𝑡))
≤ 𝛼 (𝑥2 (𝑡) − 𝑥1 (𝑡)) (𝑥 ′′2 (𝑡) − 𝑥 ′′1 (𝑡)) = 𝛼𝑥 (𝑡)𝑥 ′′ (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1] .

Интегрируя это неравенство на [0, 1] и используя лемму 2.1, получим

∥𝑥 ′′′∥2
L2

≤ 𝛼 ∥𝑥 ∥L2 ∥𝑥 ′′∥L2 ≤ 𝛼

4
∥𝑥 ′′′∥2

L2
.

Поскольку 𝛼 < 4, из этого неравенства следует, что ∥𝑥 ′′′∥L2 = 0. В то же время из леммы 2.1 вытекает,
что ∥𝑥 ∥L2 ≤ 1

2
√

2
∥𝑥 ′′′∥L2 , откуда ∥𝑥 ∥L2 = 0. Следовательно 𝑥1 = 𝑥2. Это означает, что краевая задача (1)–(3)

имеет только одно положительное решение.
3. Пример. Рассмотрим краевую задачу

𝑥 (4) (𝑡) = −2
√︁
𝑥 (𝑡) + 𝛽, 0 < 𝑡 < 1, (20)

𝑥 (0) = 0, (21)
𝑥 ′ (1) = 0, 𝑥 ′′ (1) = 0, 𝑥 ′′′ (1) = 0, (22)

где 𝛽 > 1
16 .

Проверим, что соответствующая нелинейная составляющая 𝑓 (𝑡, 𝑦0) = 2
√︁
𝑦0 + 𝛽 удовлетворяет условиям

теоремы 2.1. Взяв 𝑎 = 1 и 𝑏 = 𝛽 + 1, для каждого (𝑡, 𝑦0) ∈ [0, 1] × R+ имеем

𝑓 (𝑡, 𝑦0) = 2
√︁
𝑦0 + 𝛽 ≤ 𝑦0 + 𝛽 + 1.

Следовательно, 𝑓 удовлетворяет условию (11) и в силу теоремы 2.1 краевая задача (20)–(22) имеет по
крайней мере одно положительное решение.

Очевидно, функция 𝑓 непрерывно дифференцируема на отрезке [0, 1]. Тогда, как следует из формулы
конечных приращений, она удовлетворяет условию (19) с постоянной

𝛼 = max
(𝑡,𝑦0 ) ∈ [0,1]×R+

|𝑓 ′𝑥 (𝑡, 𝑦0) | = max
𝑦0∈R+

1√︁
𝑦0 + 𝛽

=
1√︁
𝛽
.

С учетом ограничений на 𝛽 легко видеть, что 𝛼 ∈ (0, 4). Следовательно в силу теоремы 2.2 краевая задача
(20)–(22) имеет единственное положительное решение.

4. Заключение. В работе рассмотрена краевая задача (1)–(3), моделирующая деформацию состояния
равновесия консольной балки. В подлинейном случае с помощью теоремы Лере – Шаудера доказано
существование хотя бы одного положительного решения рассматриваемой задачи. Кроме того, при вы-
полнении условия (19) показано, что данная задача имеет только единственное положительное решение.
Приведен соответствующий пример, иллюстрирующий выполнение условий теорем существования и
единственности положительного решения задачи (1)–(3).
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