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Аннотация. В статье исследуется неявная дифференциальная управляемая система, описываемая не разрешенными
относительно производной дифференциальными уравнениями первого порядка. Получены условия существования
и оценки решений в виде теорем о дифференциальных неравенствах типа теоремыЧаплыгина. Используются методы
теории многозначных отображений в частично упорядоченных пространствах и ранее полученные автором резуль-
таты о неявных дифференциальных включениях. В первой части работы приводится утверждение о разрешимости в
частично упорядоченном пространстве операторного включения, порождаемого многозначным отображением двух
аргументов, по одному из которых оно накрывающее, а по другому — антитонное. Утверждение имеет вид теоремы
сравнения с решением соответствующего операторного неравенства. Во второй части работы рассматривается краевая
задача для системы неявных дифференциальных включений. Приводятся условия разрешимости (в классе абсолютно
непрерывных функций), оценки решений, условия существования решения с наименьшей производной. В третьей
основной части с использованием приведенных во второй части результатов исследуется двухточечная краевая
задача для неявной дифференциальной управляемой системы. Траектория предполагается абсолютно непрерывной,
управление — измеримым. Получены условия разрешимости, оценки решений, условия существования решения с
наименьшим управлением и с траекторией, имеющей наименьшую производную.
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Abstract. In this article we study an implicit differential control system described by first order differential equations not
solved with respect to the derivative. Existence conditions and solution estimates in the form of theorems on differential
inequalities of Chaplygin’s theorem type are obtained. Methods of the theory of multivalued mappings in partially ordered
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of solutions, and conditions for the existence of a solution with the smallest derivative are given. In the third main part,
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1. Введение. Неявные, то есть не разрешенные относительно старшей производной, уравнения широ-
ко используются в различных разделах математики и в приложениях. В частности, такими уравнениями
описывается динамика некоторых неголономных механических систем (см. [1]), электрических колеба-
тельных контуров (см. [2, с. 145, 148.]), электромагнитных полей в холодной анизотропной плазме (см.
[3]), процессов термодинамики и других. Для исследования неявных дифференциальных уравнений при
наличии параметров (в частности, управлений) можно использовать основанный на лемме Филиппова об
измеримом выборе (см. п. 1.5.2. [4]) метод подстановки в уравнение множества возможных параметров,
сводящий уравнение к включению. Возможность применения такого подхода открывают результаты о
существовании, оценках и свойствах решений неявных дифференциальных включений, полученные в
недавних работах [5, 6, 7].

В статье исследуется краевая задача для неявной дифференциальной управляемой системы, описыва-
емая не разрешенными относительно производной дифференциальными уравнениями первого порядка.
С использованием леммыФилиппова об измеримом выборе построена ассоциированная система неявных
дифференциальных включений, для которой исследуется соответствующая краевая задача. Такой подход
позволил в настоящей статье получить условия существования и оценки решений исходной управляемой
системы в виде теорем о дифференциальных неравенствах типа теоремы Чаплыгина [8].

Отметим, что распространению и обобщению теоремы Чаплыгина на системы дифференциальных
и интегральных уравнений, функционально-дифференциальных уравнений начиная с 50-х годов XX
века посвящены многочисленные публикации (см., например, монографию [9]). Однако для неявных
уравнений, включений и управляемых систем подобные результаты пока фрагментарны (отметим статьи
[10, 18, 20]).

2. Операторное включение в частично упорядоченном пространстве. Напомним определения
используемых ниже простейших понятий теории частично упорядоченных пространств.

Обозначим 𝑋 � (𝑋, ⪯) — частично упорядоченное пространство. Множество 𝑆 ⊂ 𝑋 называют цепью,
если для любых его двух элементов 𝑣,𝑤 ∈ 𝑆 выполнено 𝑣 ⪯ 𝑤 или𝑤 ⪯ 𝑣 .

Элемент 𝑣 множества 𝑋0 ⊂ 𝑋 называют минимальным в 𝑋0, если для любого 𝑣 ∈ 𝑋0, 𝑣 ≠ 𝑣, выполнено
𝑣 ⪯̸ 𝑣 . Элемент 𝑣 ∈ 𝑋0 называют наименьшим в этом множестве, если для любого 𝑣 ∈ 𝑋0, 𝑣 ≠ 𝑣, выполнено
𝑣 ≺ 𝑣 . Аналогично определяются максимальный и наибольший элементы множества 𝑋0 ⊂ 𝑋 .

Если во множестве 𝑋0 ⊂ 𝑋 существует такой элемент 𝑤 ∈ 𝑋, что 𝑤 ⪯ 𝑥 при любом 𝑥 ∈ 𝑋0,

то это множество называют ограниченным снизу, а элемент 𝑤 — его нижней границей. Нижнюю
границу 𝑤 множества 𝑋0 называют инфимумом, если 𝑤 ⪰ 𝑤 для любой его нижней границы 𝑤.

Аналогично определяются понятия ограниченного сверху множества, его верхней границы, супремума.
Частично упорядоченное пространство называется нижней полурешеткой, если его любое двухэлементное
множество имеет инфимум, и верхней полурешеткой, если любое двухэлементное множество имеет
супремум. Пространство, являющееся и нижней, и верхней полурешеткой, называют решеткой.

Пусть заданы частично упорядоченные пространства 𝑋 � (𝑋, ⪯) и 𝑌 � (𝑌, ⪯). Для элементов 𝑣,𝑤 ∈ 𝑋
и множества 𝑋0 ⊂ 𝑋 обозначим

O𝑋 (𝑤) � {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ⪯ 𝑤}, O𝑋 (𝑋0) �
⋃

∀𝑤∈𝑋0

O𝑋 (𝑤), [𝑣,𝑤]𝑋 � {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑣 ⪯ 𝑥 ⪯ 𝑤}.

Рассмотрим многозначное отображение 𝐹 : 𝑋 ⇒ 𝑌, то есть отображение, сопоставляющее каждому
элементу 𝑥 ∈ 𝑋 непустое множество 𝐹 (𝑥) ⊂ 𝑌 .

Напомним, что отображение 𝐹 : 𝑋 ⇒ 𝑌 называют антитонным (изотонным) на множестве 𝑋0 ⊂ 𝑋,
если для любых 𝑣,𝑤 ∈ 𝑋0 таких, что𝑤 ⪯ 𝑣, и для любого 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑣) существует 𝑧 ∈ 𝐹 (𝑤), удовлетворяющий
неравенству 𝑧 ⪰ 𝑦 (соответственно, 𝑧 ⪯ 𝑦). Антитонное (изотонное) на всем 𝑋 отображение называют
антитонным (изотонным).

Определение 1.1 [13].Отображение 𝐹 : 𝑋 ⇒ 𝑌 будем называть упорядоченно накрывающиммножество
𝑌0 ⊂ 𝑌, если для любого 𝑣 ∈ 𝑋 выполнено

O𝑌

(
𝐹 (𝑣)

)
∩ 𝑌0 ⊂ 𝐹

(
O𝑋 (𝑣)

)
. (1)

Заметим, что если 𝑌0 — одноэлементное множество, 𝑌0 = {𝑦}, то включение (1) равносильно имплика-
ции

∀𝑣 ∈ 𝑋 𝑦 ∈ O𝑌

(
𝐹 (𝑣)

)
⇒ 𝑦 ∈ 𝐹

(
O𝑋 (𝑣)

)
.

При заданном 𝑦 ∈ 𝑌 рассмотрим включение

𝑦 ∈ 𝐹 (𝑥) (2)

относительно неизвестного 𝑥 ∈ 𝑋 . Будем предполагать, что 𝐹 : 𝑋 ⇒ 𝑌 представимо в виде

𝐹 (𝑥) = Φ(𝑥, 𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋,
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где отображение Φ : 𝑋 2 ⇒ 𝑌 по одному аргументу обладает свойством упорядоченного накрывания, а
по другому – антитонности. По отображению Φ : 𝑋 2 ⇒ 𝑌, элементу 𝑦 ∈ 𝑌 и произвольному множеству
𝑋0 ⊂ 𝑋 определим множество S(Φ, 𝑋0, 𝑦) всех цепей 𝑆 ⊂ 𝑋0 таких, что имеют место соотношения

∀𝑥 ∈ 𝑆 ∃𝑦 ∈ Φ(𝑥, 𝑥) 𝑦 ⪰ 𝑦,

∀𝑥,𝑢 ∈ 𝑆 𝑥 ≺ 𝑢 ⇒ ∃𝜉 ∈ [𝑥,𝑢] 𝑦 ∈ Φ(𝜉,𝑢).

Теорема 2.1 (см. [14, теорема 1.2]). Пусть существуют 𝑢0 ∈ 𝑋 и 𝑦0 ∈ Φ(𝑢0, 𝑢0) такие, что 𝑦0 ⪰ 𝑦, и
выполнены условия:

(A) при любом 𝑥 ∈ O𝑋 (𝑢0) отображение Φ(·, 𝑥) : 𝑋 ⇒ 𝑌 упорядоченно накрывает множество {𝑦};
(B) при любом 𝑥 ∈ O𝑋 (𝑢0) отображение Φ(𝑥, ·) : 𝑋 ⇒ 𝑌 является антитонным на множестве [𝑥,𝑢0]𝑋 ;
(C) любая бесконечная цепь 𝑆 ∈ S

(
Φ,O𝑋 (𝑢0), 𝑦

)
ограничена снизу, и для некоторой ее нижней границы

𝜔 ∈ 𝑋 существует 𝑧 ∈ Φ(𝜔,𝜔), удовлетворяющий неравенству 𝑧 ⪰ 𝑦.
Тогда включение (2) имеет решение, среди решений существует минимальный элемент, который принадле-
жит множеству O𝑋 (𝑢0).

Из приведенной теоремы выводятся достаточные условия существования наименьшего элемента в
множестве решений включения (2).

Следствие 2.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1 и для любых 𝑥, 𝑣 ∈ O𝑋 (𝑢0) выполнено:

(D) если 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑥) и 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑣), то существуют 𝜔 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝐹 (𝜔) такие, что 𝜔 ⪯ 𝑥, 𝜔 ⪯ 𝑣 и 𝑦 ⪰ 𝑦.

Тогда в множестве решений включения (2) существует наименьший элемент, и он принадлежит O𝑋 (𝑢0).
Доказательство. Покажем, что минимальный в множестве решений включения (2) элемент 𝜔 ∈ O𝑋 (𝑢0)
(существование которого устанавливает теорема 2.1) является наименьшим. Предположим, что это не
верно, и найдется еще одно решение 𝑢 такое, что 𝑢 ⪰̸ 𝜔. Согласно предположению (D) существует
𝑧 ∈ 𝑋, такой что 𝑧 ⪯ 𝑢, 𝑧 ⪯ 𝜔 и существует 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑧) такой, что 𝑦 ⪰ 𝑦. Если 𝑧 = 𝜔, то 𝜔 ⪯ 𝑥, а это не
верно, следовательно 𝑧 ≠ 𝜔, то есть 𝑧 ≺ 𝜔. Согласно теореме 2.1 в множестве O𝑋 (𝑧) ⊂ O𝑋 (𝑢0) существует
решение 𝜉 включения (2) и 𝜉 ⪯ 𝑧 ≺ 𝜔, а это противоречит тому, что 𝜔 минимальное решение.

3. Существование и оценка решений краевой задачи для дифференциального включения.
Обозначим через𝑊 𝑛 пространство измеримых (по Лебегу) функций 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 с «естественным»
покоординатным порядком.

Напомним, что множество𝑈 ⊂𝑊 𝑛 называют интегрально ограниченным снизу, если существует такое
𝐶 ∈ R, что для любой функции 𝑢 ∈ 𝑈 справедливо неравенство

∫ 𝑏

𝑎
𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 ≥ 𝐶.

Для обозначения действия многозначного отображения, имеющего компактные в R𝑚 значения,
вместо символа⇒ R𝑚 далее будем писать → K(R𝑚), а в случае компактных связных значений будем
писать → KC (R𝑚).

По аналогии с «обычной»функцией, многозначное отображение𝐺 : R→ K(R𝑚) назовем непрерывным
справа в точке 𝑥0 ∈ R (см. [15]), если для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝛿 > 0, что для всех 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿)
выполнено 𝐻R𝑚

(
𝐺 (𝑥0),𝐺 (𝑥)

)
< 𝜀. Здесь символом 𝐻R𝑚 обозначено расстояние по Хаусдорфу между

множествами впространствеR𝑚 .Аналогично определяется свойство непрерывности слевамногозначного
отображения 𝐺 : R→ K(R𝑚).

Пусть заданы многозначные отображения G : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 → K(R𝑚), 𝐵 : [𝑎, 𝑏] ⇒ R𝑛 и
диагональная 𝑛 × 𝑛 матрица 𝜆 = diag{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛}. Рассмотрим дифференциальное включение

G(𝑡, 𝑥, ¤𝑥, ¤𝑥) ∋ 0, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (3)

при дополнительном ограничении на искомую функцию

(L𝑥) (𝑡) � ¤𝑥 (𝑡) − 𝜆𝑥 (𝑡) ∈ 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . (4)

Обозначим 𝐿𝑛 ⊂𝑊 𝑛 —пространство суммируемых функций [𝑎, 𝑏] → R𝑛 с покоординатным порядком,
𝐴𝐶𝑛 — пространство таких абсолютно непрерывных функций 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, что ¤𝑥 ∈ 𝐿𝑛 . Заметим, что
для любой функции 𝑥 ∈ 𝐴𝐶𝑛 включения ¤𝑥 ∈ 𝐿𝑛 и L𝑥 ∈ 𝐿𝑛 равносильны. Определим подмножество 𝐿(𝐵)
пространства 𝐿𝑛, содержащее все суммируемые сечения многозначного отображения 𝐵 : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑛),
и подмножество 𝐴𝐶L (𝐵) пространства 𝐴𝐶𝑛 таких абсолютно непрерывных функций 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, что
L𝑥 ∈ 𝐿(𝐵).

Решением системы включений (3),(4) будем называть всякуюфункцию 𝑥 ∈ 𝐴𝐶L (𝐵), удовлетворяющую
включению (3) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] .

Пусть заданы две диагональные 𝑛 × 𝑛 матрицы 𝛼 = diag{𝛼1, . . . , 𝛼𝑛}, 𝛽 = diag{𝛽1, . . . , 𝛽𝑛} такие, что

𝛼𝑖 > 0, 𝛽𝑖 < 0, 𝜆𝑖 ≠ ln
(
−𝛼𝑖
𝛽𝑖

)
, 𝑖 = 1, 𝑛. (5)
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Для заданного вектора 𝛾 ∈ R𝑛 рассмотрим краевую задачу для системы (3),(4) с условием

𝛼𝑥 (𝑎) + 𝛽𝑥 (𝑏) = 𝛾 . (6)

Будем обозначать множество ее решений через R .
Для рассматриваемого отображения со значениями G(𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤) сделаем замену переменных

𝑣 = 𝑧 + 𝜆𝑥, 𝑤 = 𝑦 + 𝜆𝑥. (7)

Тем самым по заданному отображению G определим отображение G𝜆 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 → K(R𝑚),

G𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) = G(𝑡, 𝑥, 𝑧 + 𝜆𝑥,𝑦 + 𝜆𝑥). (8)

Будем предполагать, что многозначные отображения G𝜆 и 𝐵 удовлетворяют следующим условиям:
• при любых 𝑥, 𝑧,𝑦 ∈ R𝑛 отображение G𝜆 (·, 𝑥, 𝑧,𝑦) : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑚) измеримо;
• при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑦 ∈ R𝑛 отображение G𝜆 (𝑡, ·, ·, 𝑦) : R𝑛 × R𝑛 → K(R𝑚) непрерывно справа по

каждому скалярному аргументу 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ;
• при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥, 𝑧 ∈ R𝑛 отображение G𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧, ·) : R𝑛 → K(R𝑚) непрерывно;
• множество измеримых сечений многозначного отображения 𝐵 : [𝑎, 𝑏] ⇒ R𝑛 не пусто и интегрально

ограничено снизу.
Отметим, что для многозначного отображения G𝜆 не предполагается выполнение условий Каратео-

дори. Тем не менее приведенные условия обеспечивают его суперпозиционную измеримость (см. [15,
теорема 2.1]).

При произвольных 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) ∈ 𝐿𝑛, 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) ∈ R𝑛 рассмотрим вспомогательную линейную
краевую задачу

L𝑥 = 𝑞, 𝛼𝑥 (𝑎) + 𝛽𝑥 (𝑏) = 𝑐. (9)

В силу неравенств (5) эта задача при любых 𝑞 ∈ 𝐿𝑛, 𝑐 ∈ R𝑛 имеет единственное решение 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈
𝐴𝐶𝑛, определяемое формулой

𝑥 = W(𝑞, 𝑐),

где отображение W : 𝐿𝑛 × R𝑛 → 𝐴𝐶𝑛 – это интегральный оператор

W(𝑞, 𝑐) = (W1 (𝑞1, 𝑐1), . . . ,W𝑛 (𝑞𝑛, 𝑐𝑛)), (10)

компоненты которого определяются соотношениями

(W𝑖 (𝑞𝑖 , 𝑐𝑖 )) (𝑡) = 𝑋𝑖 (𝑡)𝑐𝑖 +
∫ 𝑏

𝑎

W𝑖 (𝑡, 𝑠)𝑞𝑖 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (11)

𝑋𝑖 (𝑡) =
𝑒𝜆𝑖𝑡

𝛼𝑖 + 𝛽𝑖𝑒𝜆𝑖
, W𝑖 (𝑡, 𝑠) =


𝛼𝑖𝑒

𝜆𝑖 (𝑡−𝑠 )

𝛼𝑖 + 𝛽𝑖𝑒𝜆𝑖
, 𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏,

−𝛽𝑖𝑒𝜆𝑖 (𝑡−𝑠+1)

𝛼𝑖 + 𝛽𝑖𝑒𝜆𝑖
, 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑠 ≤ 𝑏,

𝑖 = 1, 𝑛. (12)

Обозначим
𝐷 (𝑡) �

{(
W(𝑞,𝛾)

)
(𝑡) : 𝑞 ∈𝑊 (𝐵)

}
⊂ R𝑛, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

Ω �
{
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑡), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑡), 𝑦 ∈ 𝐵(𝑡)

}
и определим сужение G𝜆

Ω : Ω → K(R𝑚) многозначного отображения G𝜆 на множество Ω.
Теорема 3.1 (см. [7, теорема 2.1]). Пусть задана функция 𝜂0 ∈ 𝐴𝐶L (𝐵) такая, что

G(𝑡, 𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡)) ∩ R𝑚+ ≠ ∅, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (13)

𝛼𝜂0 (𝑎) + 𝛽𝜂0 (𝑏) ≥ 𝛾 . (14)

Пусть также выполнены следующие условия:

(A) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑡), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑡) отображение G𝜆
Ω (𝑡, 𝑥, 𝑧, ·) : 𝐵(𝑡) → K(R𝑚) упорядоченно

накрывает множество {0} ⊂ R𝑚 ;
(B) для п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] илюбых𝑧,𝑦 ∈ R𝑛, при 𝑖 = 1, 𝑛таких, что𝜆𝑖 > ln

(
−𝛼𝑖

𝛽𝑖

)
, отображениеG𝜆 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, ·,

𝑥𝑖+1, . . . , 𝑧,𝑦) : R → K(R𝑚) изотонно, а при 𝑖 = 1, 𝑛 таких, что 𝜆𝑖 < ln
(
−𝛼𝑖

𝛽𝑖

)
, отображение

G𝜆 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, ·, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑧,𝑦) : R→ K(R𝑚) антитонно;

(C) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥,𝑦 ∈ R𝑛 отображение G𝜆 (𝑡, 𝑥, ·, 𝑦) : R𝑛 → K(R𝑚) антитонно.
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Тогда задача (3),(4),(6) разрешима, то есть множество R ⊂ 𝐴𝐶L (𝐵) ее решений не пусто, а в множестве
LR ⊂ 𝐿(𝐵) существует минимальный элемент L𝑥, 𝑥 ∈ R, и для него при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] выполнено
(L𝑥) (𝑡) ≤ (L𝜂0) (𝑡).

Замечание 3.1. Утверждение теоремы 3.1, очевидно, остается верным, если в условии (5) заменить
знаки неравенства на противоположные, то есть

𝛼𝑖 < 0, 𝛽𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛.

При этом в условии (14) в неравенстве для краевого условия также необходимо заменить знак, то есть

𝛼𝜂0 (𝑎) + 𝛽𝜂0 (𝑏) ≤ 𝛾 .

Действительно, при таких предположениях, для эквивалентного краевого условия −𝛼𝑥 (𝑎) − 𝛽𝑥 (𝑏) = −𝛾
будут выполнены предположения теоремы 3.1.

Приведем дополнительные условия к условиям теоремы 3.1, при выполнении которых для краевой
задачи (3),(4),(6) во множестве LR существует не только минимальный, но и наименьший элемент.

Будем предполагать, что𝑚 = 𝑛 и каждая 𝑖-я компонента G𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, многозначного отображения G
может быть записана в виде

G𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤𝑖 ), где G𝑖 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R→ K(R)

(G𝑖 не зависит от переменных𝑤1, . . .𝑤𝑖−1,𝑤𝑖+1, . . . ,𝑤𝑛). В этом случае включение (3) представляет собой
систему

G𝑖 (𝑡, 𝑥, ¤𝑥, ¤𝑥𝑖 ) ∋ 0, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑖 = 1, 𝑛. (15)

Следствие 3.1. Пусть для задачи (15),(4),(6) выполнены предположения теоремы 3.1, а множество
𝐵(𝑡) ⊂ R𝑛 при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] является нижней полурешеткой. Тогда во множестве LR ⊂ 𝐿(𝐵) существует
наименьший элемент.
Доказательство. Из теоремы 3.1 следует, что в множестве LR ⊂ 𝐿(𝐵) существует минимальный элемент
L𝑥, 𝑥 ∈ R . Докажем, что этот элемент будет наименьшим в LR .

Предположим, что это не верно, а значит существует также решение 𝑥 ∈ R такое, что функция L𝑥 не
сравнима с L𝑥 . Определим измеримую функцию 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 с компонентами

𝑧𝑖 (𝑡) = min
{
¤𝑥𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡), ¤𝑥𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡)

}
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑖 = 1, 𝑛.

Так как при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] выполнено 𝑧 (𝑡) = min
{
(L𝑥) (𝑡), (L𝑥) (𝑡)

}
, где (L𝑥) (𝑡), (L𝑥) (𝑡) ∈ 𝐵(𝑡), а

множество 𝐵(𝑡) ⊂ R𝑛 является нижней полурешеткой, то 𝑧 (𝑡) ∈ 𝐵(𝑡). Очевидно, функция 𝑧 суммируема,
следовательно, 𝑧 ∈ 𝐿(𝐵). Определим функцию 𝜍 = (𝜍1, . . . , 𝜍𝑛) ∈ 𝐴𝐶 (𝐵) соотношением 𝜍 � W(𝑧,𝛾), где
отображение W : 𝐿𝑛 × R𝑛 → 𝐴𝐶𝑛 задано выше формулами (10),(11),(12).

Для любого 𝑖 = 1, 𝑛 определим множества

𝐸𝑖 =
{
𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑧𝑖 (𝑡) = ¤𝑥𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡)

}
, 𝐸

𝑖
= [𝑎, 𝑏] \ 𝐸𝑖 .

Вследствие этого определения 𝑧𝑖 (𝑡) = ¤𝑥
𝑖
(𝑡) − 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡) при п. в. 𝑡 ∈ 𝐸

𝑖
. При п. в. 𝑡 ∈ 𝐸𝑖 выполнено

G𝜆
𝑖
(𝑡, 𝜍 (𝑡), 𝑧 (𝑡), 𝑧𝑖 (𝑡)) = G𝜆

𝑖
(𝑡, 𝜍 (𝑡), 𝑧 (𝑡), ¤𝑥𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡)) . А поскольку на [𝑎, 𝑏] имеет место включение 0 ∈

G𝜆
𝑖
(𝑡, 𝑥 (𝑡), (L𝑥) (𝑡), ¤𝑥𝑖 (𝑡) −𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡)), то в силу антитонности отображения G𝜆

𝑖
(𝑡, ·, ·, ¤𝑥𝑖 (𝑡) −𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡)) при п. в. 𝑡 ∈

𝐸𝑖 ⊂ [𝑎, 𝑏] существует𝑦 ≥ 0 такой, что выполнено𝑦 ∈ G𝜆
𝑖
(𝑡, 𝜍 (𝑡), 𝑧 (𝑡), ¤𝑥𝑖 (𝑡) −𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡)) = G𝜆

𝑖
(𝑡, 𝜍 (𝑡), 𝑧 (𝑡), 𝑧𝑖 (𝑡)).

Аналогично доказывается, что при п. в. 𝑡 ∈ 𝐸
𝑖
существует 𝑦 ≥ 0, удовлетворяющий включению

𝑦 ∈ G𝑖 (𝑡, 𝜍 (𝑡), 𝑧 (𝑡), ¤𝑥𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝑥𝑖 (𝑡)) = G𝑖 (𝑡, 𝜍 (𝑡), 𝑧 (𝑡), 𝑧𝑖 (𝑡)) = G𝑖 (𝑡, 𝜍 (𝑡), (L𝜍) (𝑡), ¤𝜍𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜍𝑖 (𝑡)) . Таким обра-
зом, при любом 𝑖 почти всюду на [𝑎, 𝑏] имеет место G𝑖 (𝑡, 𝜍 (𝑡), (L𝜍) (𝑡), ¤𝜍𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜍𝑖 (𝑡)) ∩ R+ ≠ ∅. Итак,
G(𝑡, 𝜍 (𝑡), (L𝜍) (𝑡), (L𝜍) (𝑡)) ∩ R𝑛+ ≠ ∅, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . Из этого соотношения согласно теореме 3.1 следует суще-
ствование решения 𝜁 краевой задачи (15),(4),(6) такого, чтоL𝜁 ≤ 𝑧 < L𝑥 .Но это неравенство противоречит
тому, что L𝑥 является минимальным элементом в множестве LR .

Следствие доказано.
Для задачи Коши близкое утверждение о существовании решения с наименьшей производной

получено в [16, теорема 3].
Сформулируем утверждение, в котором условие (A) теоремы 3.1 заменим на легче проверяемое,

при этом, как и в следствии 3.1, будет гарантировано существование во множестве LR наименьшего
элемента.

Пусть снова 𝑚 = 𝑛. Будем предполагать, что компонентами функции G являются функции G𝑖 :
[𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R→ KC (R), 𝑖 = 1, 𝑛, (имеющие значениями связные компактные множества в R, то есть
конечные отрезки). Соответственно (3) — это система (15).
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Для рассматриваемого здесь отображения G отображение G𝜆, определяемое соотношением (8), будет
иметь компонентами функции

G𝜆
𝑖

: [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R→ KC (R),
G𝜆
𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦𝑖 ) = G𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑧 + 𝜆𝑥,𝑦𝑖 + 𝜆𝑖𝑥𝑖 ), 𝑖 = 1, 𝑛.

(16)

Далее, пусть заданы функции𝜔0, 𝜂0 ∈ 𝐴𝐶𝑛 такие, что L𝜔0 ≤ L𝜂0. Зададим многозначное отображение
𝐵 : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑛) формулой

𝐵(𝑡) �
[
(L𝜔0) (𝑡), (L𝜂0) (𝑡)

]
R𝑛
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . (17)

Сформулируем условия разрешимости рассматриваемой краевой задачи с ограничением (4), задаваемым
многозначным отображением (17).

Следствие 3.2. Пусть для многозначной функции G𝜆 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛× R𝑛 × R𝑛 → KC (R𝑛) с компонентами
(16) выполнены условия (B), (C) теоремы 3.1, а для функций 𝜂0, 𝜔0 ∈ 𝐴𝐶𝑛 выполнено

𝛼𝜔0 (𝑎) + 𝛽𝜔0 (𝑏) ≤ 𝛾 ≤ 𝛼𝜂0 (𝑎) + 𝛽𝜂0 (𝑏), L𝜔0 ≤ L𝜂0,

G
(
𝑡, 𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡)

)
∩ R𝑛+ ≠ ∅ при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

−G
(
𝑡, 𝜔0 (𝑡), ¤𝜔0 (𝑡), ¤𝜔0 (𝑡)

)
∩ R𝑛+ ≠ ∅ при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] .

Тогда задача (15),(4),(6) разрешима, то есть множество R ⊂ 𝐴𝐶L (𝐵) ее решений не пусто, а в множестве
LR ⊂ 𝐿(𝐵) существует наименьший элемент.
Доказательство. Доказательство этого утверждения прямо следует из следствия 3.1. Надо лишь показать,
что для отображения G𝜆

Ω выполнено условие (A) теоремы 3.1.
Обозначим через 𝐵𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, компоненты многозначного отображения 𝐵 : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑛), то есть

𝐵𝑖 : [𝑎, 𝑏] → K(R), 𝐵𝑖 (𝑡) �
[
𝜔0𝑖 (𝑡) −𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡), 𝜂0𝑖 (𝑡) −𝜆𝑖𝜂0𝑖 (𝑡)

]
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . Для каждого 𝑖 определим множество

𝑇𝑖 ⊂ [𝑎, 𝑏] таких 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], что при любых 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑧 ∈ 𝐵(𝑡) отображение G𝜆
Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧, ·) : 𝐵𝑖 (𝑡) → KC (R)

непрерывно и выполнено −∞ < L𝜔0 (𝑡),L𝜂0 (𝑡) < +∞. Мера этого множества равна 𝑏 − 𝑎, и при всех
𝑡 ∈ 𝑇𝑖 множество 𝐵𝑖 (𝑡) есть конечный отрезок. Проверим выполнение условия (A) теоремы 3.1. Пусть
для произвольного 𝑖 = 1, 𝑛, при некотором 𝑡 ∈ 𝑇𝑖 существуют такие 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑧 ∈ 𝐵(𝑡), что 𝑖-ая компонента
отображения G𝜆

Ω (𝑡, 𝑥, 𝑧, ·), то есть отображение G𝜆
Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧, ·) : 𝐵𝑖 (𝑡) → KC (R) не является упорядоченно

накрывающим множество {0} ⊂ R. Тогда существует такое 𝑦 ∈ R, что множество G𝜆
Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) содержит

некоторое положительное число, а при любом значении 𝑦 ∈ [𝜔0𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡), 𝑦] ноль не принадлежит
множеству G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦). Покажем, что существует такое 𝛿 > 0, что при любом 𝑦 ∈ [𝜔0𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡), 𝑦]

выполнено
G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) ∩ (−𝛿, 𝛿) = ∅. (18)

В противном случае существует последовательность {𝑦𝑘 }∞𝑘=1 ⊂ [𝜔0𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡), 𝑦] такая, что при любом
𝑘 найдется 𝜍𝑘 ∈ G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦𝑘 ), |𝜍𝑘 | < 2−𝑘 . Последовательность {𝑦𝑘 }∞𝑘=1 компактна, поэтому содержит

подпоследовательность, сходящуюся к некоторому 𝑦 ∈ [𝜔0𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡), 𝑦] . Вследствие непрерывности
отображения G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧, ·) в точке 𝑦 будет выполнено включение 0 ∈ G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦), которое противоречит

принятым предположениям.
Из (18) в силу связности значений G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) следует, что отрезок 𝐸 � [𝜔0𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡), 𝑦] является

объединением двух множеств

𝐸+ � {𝑦 ∈ 𝑈 : G𝜆
Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) ⊂ [𝛿, +∞)}, 𝐸− � {𝑦 ∈ 𝑈 : G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) ⊂ (−∞,−𝛿]}.

Оба эти множества должны быть замкнутыми, так как отображение G𝜆
Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧, ·) непрерывно. Однако это

невозможно вследствие связности отрезка 𝐸Σ. Итак, доказано, что при любом 𝑡 ∈ 𝑇𝑖 для всех 𝑥 ∈ R𝑛 и
𝑧 ∈ 𝐵(𝑡) отображение G𝜆

Ω𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧, ·) : 𝐵𝑖 (𝑡) → KC (R) упорядоченно накрывает множество {0} ⊂ R. А так

как мера множества 𝑇𝑖 равна 𝑏 − 𝑎, условие (A) действительно выполнено.
Остается заметить, что определяемое равенством (17) множество 𝐵(𝑡) ⊂ R𝑛 при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] является

нижней полурешеткой. Тогда из следствия 3.1 следует существование решения задачи (15),(4),(6) с
наименьшей производной.

Следствие доказано.
4. Краевая задача для управляемой системы. Применим приведенные выше в пункте 3 результаты

к исследованию краевой задачи для управляемой системы неявных дифференциальных уравнений.
Пусть заданыфункция g : [𝑎, 𝑏]×R𝑛×R𝑛×R𝑚 → R𝑘 и многозначное отображение𝑈 : [𝑎, 𝑏]×R𝑛×R𝑛 →

K(R𝑚), удовлетворяющие следующим условиям:
• при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥, 𝑣 ∈ R𝑛 функция g(𝑡, 𝑥, 𝑣, ·) : R𝑚 → R𝑘 непрерывна;
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• при любом 𝑢 ∈ R𝑚 функция g(·, ·, ·, 𝑢) : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 → R𝑘 суперпозиционно измерима (то есть для
любых измеримых функций 𝑥 (·), 𝑣 (·) функция g(·, 𝑥 (·), 𝑣 (·), 𝑢) измерима);

• многозначное отображение𝑈 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 → 𝐾 (R𝑚) суперпозиционно измеримо.
Рассмотрим на [𝑎, 𝑏] управляемую систему

g(𝑡, 𝑥, ¤𝑥,𝑢) = 0 (19)

с обратной связью

𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 (𝑡, 𝑥 (𝑡), ¤𝑥 (𝑡)) . (20)

Решением системы (19),(20) будем называть пару функций, удовлетворяющих при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] обоим
соотношениям (19),(20), из которых первая, называемая траекторией — это абсолютно непрерывная
функция 𝑥 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, а вторая, называемая управлением — измеримая функция 𝑢 : [𝑎, 𝑏] → R𝑚 .

Определим дифференциальное включение, ассоциированное с управляемой системой (19),(20). Зада-
дим многозначное отображение 𝐺 : [𝑎, 𝑏]×R𝑛×R𝑛 ⇒ R𝑘 формулой

𝐺 (𝑡, 𝑥, 𝑣) � g
(
𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣)

)
, (𝑡, 𝑥, 𝑣) ∈ [𝑎, 𝑏]×R𝑛×R𝑛 .

Заметим, что из непрерывности функции g(𝑡, 𝑥, 𝑣, ·) и компактности множества 𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣) следует, что
отображение 𝐺 имеет компактные значения. Кроме того, легко проверить, что 𝐺 суперпозиционно
измеримо. Рассмотрим включение

0 ∈ 𝐺 (𝑡, 𝑥, ¤𝑥), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . (21)

Приведем утверждение, позволяющее «переходить» от рассматриваемой здесь «неявной» управляе-
мой системы (19),(20) к дифференциальному включению (21).

Лемма 4.1 (см. [16, лемма 1]). Управляемая система (19),(20) равносильна включению (21), то есть если
пара (𝑥,𝑢) ∈ 𝐴𝐶𝑛 ×𝑊𝑚 — решение управляемой системы (19),(20), то 𝑥 ∈ 𝐴𝐶𝑛 является решением включения
(21), и обратно, если 𝑥 ∈ 𝐴𝐶𝑛 — решение включения (21), то существует функция 𝑢 ∈𝑊𝑚 такая, что пара
(𝑥,𝑢) является решением системы (19),(20).

Приведенное утверждение аналогично известной теореме о равносильности управляемой дифферен-
циальной системы, разрешенной относительно производной, соответствующему дифференциальному
включению (см, например [4, теорема 3.4.1]).

Теперь применимлемму 4.1 к исследованию существования решений краевой задачи для управляемой
системы. Для удобства формулировок систему (19),(20) запишем в несколько ином виде.

Пусть заданы функция 𝔤 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 × R𝑚 → R𝑘 , многозначные отображения 𝑈 : [𝑎, 𝑏] ×
R𝑛 × R𝑛 → K(R𝑚) и 𝐵 : [𝑎, 𝑏] ⇒ R𝑛, вектор 𝛾 ∈ R𝑛 . Пусть также заданы диагональные 𝑛 × 𝑛 матрицы
𝛼 � diag{𝛼1, . . . , 𝛼𝑛}, 𝛽 � diag{𝛽1, . . . , 𝛽𝑛}, 𝜆 � diag{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} такие, что выполнены соотношения (5).
Рассмотрим краевую задачу для управляемой системы

𝔤(𝑡, 𝑥, ¤𝑥, ¤𝑥,𝑢) = 0, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (22)

с обратной связью (20) при краевом условии (6) и дополнительном ограничении (4). Множество решений
этой задачи обозначим через Sol𝑈𝔤 (𝐵). Согласно определению решения управляемой системы Sol𝑈𝔤 (𝐵) ⊂
𝐴𝐶 (𝐵) ×𝑊𝑚 . Будем рассматривать также множество LSol𝑈𝔤 (𝐵) ⊂ 𝐿(𝐵) ×𝑊𝑚 пар (L𝑥,𝑢) таких, что (𝑥,𝑢) ∈
Sol𝑈𝔤 (𝐵). Определим операторы проектирования 𝜋1 : 𝐴𝐶 (𝐵) ×𝑊𝑚 → 𝐴𝐶 (𝐵) и 𝜋2 : 𝐴𝐶 (𝐵) ×𝑊𝑚 → 𝑊𝑚

соотношениями
∀𝜗 = (𝑥,𝑢) ∈ 𝐴𝐶 (𝐵) ×𝑊𝑚 𝜋1𝜗 = 𝑥, 𝜋2𝜗 = 𝑢.

Для порождающих рассматриваемую управляемую систему отображений

[𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 × R𝑚 ∋(𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤,𝑢) ↦→ 𝔤(𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤,𝑢) ∈ R𝑘 ,
[𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 ∋(𝑡, 𝑥, 𝑣) ↦→ 𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣) ∈ K(R𝑚)

сделаем замену переменных (7). Тем самым определим функцию 𝔤𝜆 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 × R𝑚 → R𝑘 и
многозначное отображение𝑈 𝜆 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 → K(R𝑚) соотношениями

𝔤𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦,𝑢) = 𝔤(𝑡, 𝑥, 𝑧 + 𝜆𝑥,𝑦 + 𝜆𝑥,𝑢), 𝑈 𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧) = 𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑧 + 𝜆𝑥). (23)

Будем предполагать, что функция 𝔤𝜆 и многозначные отображения 𝑈 𝜆, 𝐵 удовлетворяют следующим
условиям:

• при любых 𝑥, 𝑧,𝑦 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚 функция 𝔤𝜆 (·, 𝑥, 𝑧,𝑦,𝑢) : [𝑎, 𝑏] → R𝑘 измерима;
• при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚 функция 𝔤𝜆 (𝑡, ·, ·, 𝑦,𝑢) : R𝑛 × R𝑛 → R𝑘 непрерывна справа по

каждому скалярному аргументу 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ;
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• при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥, 𝑧 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚 функция 𝔤𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧, ·, 𝑢) : R𝑛 → R𝑘 непрерывна;
• при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥, 𝑧,𝑦 ∈ R𝑛 функция 𝔤𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦, ·) : R𝑚 → R𝑘 непрерывна;
• при любых 𝑥, 𝑧 ∈ R𝑛 отображение𝑈 𝜆 (·, 𝑥, 𝑧) : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑚) измеримо;
• при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] отображение 𝑈 𝜆 (𝑡, ·, ·) : R𝑛 × R𝑛 → K(R𝑚) непрерывно справа по каждой компоненте

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 векторных аргументов 𝑥, 𝑧 ∈ R𝑛 ;
• множество измеримых сечений многозначного отображения 𝐵 : [𝑎, 𝑏] ⇒ R𝑛 не пусто и интегрально

ограничено снизу.
В силу принятых здесь предположений, согласно [15, теорема 2.1], функция 𝔤𝜆 и многозначное

отображение𝑈 𝜆 являются суперпозиционно измеримыми (несмотря на то, что они не удовлетворяют
условиям Каратеодори).

При произвольных 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) ∈ 𝐿𝑛, 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) ∈ R𝑛 рассмотрим вспомогательную линейную
краевую задачу (9). В силу условия (5) эта задача при любых 𝑞 ∈ 𝐿𝑛, 𝑐 ∈ R𝑛 имеет единственное решение
𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐴𝐶𝑛, определяемое формулой 𝑥 = W(𝑞, 𝑐), где интегральный операторW : 𝐿𝑛×R𝑛 → 𝐴𝐶𝑛

определяется соотношениями (10),(11),(12).
Для каждого 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] определим множества

𝐷 (𝑡) �
{(

W(𝑞,𝛾)
)
(𝑡) : 𝑞 ∈𝑊 (𝐵)

}
⊂ R𝑛, U𝜆 (𝑡) � 𝑈 𝜆 (𝑡, 𝐷 (𝑡), 𝐵(𝑡)) ⊂ R𝑚 .

Далее определим множества

Ω �
{
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦,𝑢) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑡), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑡), 𝑦 ∈ 𝐵(𝑡), 𝑢 ∈ U𝜆 (𝑡)

}
,

Θ �
{
(𝑡, 𝑥, 𝑧) : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑡), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑡)

}
и зададим сужение 𝔤𝜆Ω : Ω → R𝑘 функции 𝔤𝜆 на множество Ω и сужение 𝑈 𝜆

Θ : Θ → K(R𝑚) многозначного
отображения𝑈 𝜆 на множество Θ.

Теорема 4.1. Пусть заданы функции 𝜂0 ∈ 𝐴𝐶L (𝐵) и 𝑢0 ∈ 𝑊𝑚 такие, что 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝑈 (𝑡, 𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡)),
𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], и справедливы неравенства

𝔤
(
𝑡, 𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡), 𝑢0 (𝑡)

)
≥ 0 при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝛼𝜂0 (𝑎) + 𝛽𝜂0 (𝑏) ≥ 𝛾 . (24)

Пусть далее выполнены следующие условия:
(A) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑡), 𝑧 ∈ 𝐵(𝑡), 𝑢 ∈ U𝜆 (𝑡) функция 𝔤𝜆Ω (𝑡, 𝑥, 𝑧, ·, 𝑢) : 𝐵(𝑡) → R𝑘 упорядоченно

накрывает множество {0} ⊂ R𝑘 ;
(В) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑧,𝑦 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚 для всех 𝑖 = 1, 𝑛 таких, что 𝜆𝑖 > ln

(
−𝛼𝑖

𝛽𝑖

)
, функция

𝔤𝜆 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, ·, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑧,𝑦,𝑢) : R → R𝑘 возрастает, а для 𝑖 = 1, 𝑛 таких, что 𝜆𝑖 < ln
(
−𝛼𝑖

𝛽𝑖

)
,

функция 𝔤𝜆 (𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, ·, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑧,𝑦,𝑢) : R→ R𝑘 убывает;
(C) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥,𝑦 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚 функция 𝔤𝜆 (𝑡, 𝑥, ·, 𝑦,𝑢) : R𝑛 → R𝑘 убывает;
(D) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] отображение𝑈 𝜆

Θ (𝑡, ·, ·) : 𝐷 (𝑡) × 𝐵(𝑡) → K(R𝑚) изотонно.
Тогда для управляемой системы (22) с обратной связью (20) и ограничением (4) существует решение (𝑥,𝑢)
краевой задачи с условием (6)такое, что L𝑥 ≤ L𝜂0 и𝑢 ≤ 𝑢0 . Более того, в множестве LSol𝑈𝔤 (𝐵) существует
пара (L𝑥,𝑢) такая, что L𝑥 — минимальный элемент в 𝜋1

(
LSol𝑈𝔤 (𝐵)

)
и выполнено L𝑥 ≤ L𝜂0 и 𝑢 ≤ 𝑢0 .

Доказательство. Определим многозначное отображение G : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 ⇒ R𝑘 при (𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤) ∈
[𝑎, 𝑏]×R𝑛×R𝑛×R𝑛 формулой

G(𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤) � 𝔤
(
𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤,𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣)

)
. (25)

Рассмотрим включение
G(𝑡, 𝑥, ¤𝑥, ¤𝑥) ∋ 0, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . (26)

В силу леммы 4.1 управляемая система (22),(20) равносильна включению (26), то есть если пара (𝑥,𝑢) ∈
𝐴𝐶𝑛 ×𝑊𝑚 — решение управляемой системы (22),(20), то 𝑥 ∈ 𝐴𝐶𝑛 является решением включения (26), и
обратно, если 𝑥 ∈ 𝐴𝐶𝑛 — решение включения (26), то существует функция 𝑢 ∈𝑊𝑚 такая, что пара (𝑥,𝑢)
является решением системы (22),(20).

Обозначим множество решений включения (26) при ограничении (4) с краевым условием (6) через R,
соответственно, обозначим LR � {L𝑥, 𝑥 ∈ R}. Согласно (4) выполнено R ⊂ 𝐴𝐶L (𝐵).

Для рассматриваемого отображения со значениями G(𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤) сделаем замену переменных (7), тем
самым по заданному отображению G определим отображение G𝜆 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 → K(R𝑘 ),

G𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) = G(𝑡, 𝑥, 𝑧 + 𝜆𝑥,𝑦 + 𝜆𝑥).

Заметим, что
G𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦) = 𝔤𝜆

(
𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦,𝑈 𝜆 (𝑡, 𝑥, 𝑧)

)
. (27)

Для дифференциального включения (26) при ограничении (4) с краевым условием (6) выполнены все
предположения теоремы 3.1 (то есть отображения 𝐵,G и, соответственно, G𝜆 удовлетворяют условиям
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(A)–(C) этой теоремы и неравенствам (13),(14)). Следовательно, множество R ⊂ 𝐴𝐶L (𝐵) решений краевой
задачи (26),(4),(6) не пусто, а в множестве LR ⊂ 𝐿(𝐵) существует минимальный элемент 𝑥, и для него
выполнено L𝑥 ≤ L𝜂0 . Поэтому, множество Sol𝑈𝔤 (𝐵) решений управляемой системы (22),(20) при условиях
(6),(4) не пусто и существует пара (𝑥,𝑢) ∈ Sol𝑈𝔤 (𝐵) такая, что L𝑥 — минимальный элемент в 𝜋1

(
LSol𝑈𝔤 (𝐵)

)
и выполнено L𝑥 ≤ L𝜂0.

Управление, соответствующее траектории 𝑥, удовлетворяет включению 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 (𝑡, 𝑥 (𝑡), ¤𝑥 (𝑡)) при
п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . Вследствие изотонности отображения 𝑈 𝜆

Θ (𝑡, ·, ·) : 𝐷 (𝑡) × 𝐵(𝑡) → K(R𝑚) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]
множество𝑈 (𝑡) = 𝑈 𝜆

(
𝑡, 𝑥 (𝑡), (L𝑥) (𝑡)

)
∩OR𝑚 (𝑢0 (𝑡)) не пусто, соответствующее многозначное отображение

𝑈 : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑚) является пересечением измеримых отображений, поэтому само измеримо. Для любого
измеримого сечения 𝑢 отображения 𝑈 пара (𝑥,𝑢) — решение рассматриваемой задачи управления и,
очевидно, 𝑢 ≤ 𝑢0.

Теорема доказана.
Замечание 4.1. Утверждение теоремы 4.1, очевидно, остается верным, если в условии (5) заменить знаки

неравенства на противоположные, то есть 𝛼𝑖 < 0, 𝛽𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛. При этом в условии (24) в неравенстве для
краевого условия также необходимо заменить знак, то есть 𝛼𝜂0 (𝑎) + 𝛽𝜂0 (𝑏) ≤ 𝛾 . Действительно, при таких
предположениях для эквивалентного краевого условия −𝛼𝑥 (𝑎) − 𝛽𝑥 (𝑏) = −𝛾 будут выполнены предположения
теоремы 4.1.

Получим дополнительные условия к условиям теоремы 4.1, которые обеспечат существование
наименьшей траектории и наименьшего допустимого управления.

Пусть 𝑘 = 𝑛. Будем предполагать, что каждая 𝑖-я компонента 𝔤𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, функции 𝔤 может быть
записана в виде

𝔤𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤𝑖 , 𝑢), где 𝔤𝑖 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R × R𝑚 → R

(𝔤𝑖 не зависит от переменных𝑤1, . . .𝑤𝑖−1,𝑤𝑖+1, . . . ,𝑤𝑛). В этом случае уравнение (22) представляет собой
систему

𝔤𝑖 (𝑡, 𝑥, ¤𝑥, ¤𝑥𝑖 , 𝑢) = 0, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑖 = 1, 𝑛. (28)

Следствие 4.1. Пусть для системы (28),(20),(6),(4) выполнены предположения теоремы 4.1, а множество
𝐵(𝑡) ⊂ R𝑛 при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] является нижней полурешеткой. Тогда существует траектория 𝑥 ∈ 𝐴𝐶L (𝐵)
такая, что L𝑥 — наименьший элемент в 𝜋1 (LSol𝑈𝔤 (𝐵)) . Если кроме перечисленных условий при п. в.
𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥, 𝑣 ∈ R𝑛 множество 𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣) ⊂ R𝑚 является нижней полурешеткой, то в множестве
LSol𝑈𝔤 (𝐵) существует наименьший элемент, то есть такая пара (L𝑥,𝑢), что ее первая компонента L𝑥 —
это наименьший элемент в множестве 𝜋1 (LSol𝑈𝔤 (𝐵)), а вторая компонента 𝑢 — наименьший элемент в
𝜋2

(
LSol𝑈𝔤 (𝐵)

)
.

Доказательство. Дифференциальное включение (26), равносильное рассматриваемой управляемой систе-
ме, порождается многозначным отображением (25), компоненты которого здесь могут быть представлены
в виде

G𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤𝑖 ) � 𝔤𝑖
(
𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤𝑖 ,𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣)

)
, 𝑖 = 1, 𝑛.

Итак, включение (26) в рассматриваемом случае — это система

G𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑣,𝑤𝑖 ) ∋ 0, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑖 = 1, 𝑛.

Краевая задача для этого включения с условиями (6),(4) удовлетворяет предположениям теоремы 4.1. А
так как еще и 𝐵(𝑡) ⊂ R𝑛 при п. в. 𝑡 является нижней полурешеткой, то согласно следствию 3.1, в множестве
R решений этой краевой задачи (то есть траекторий управляемой системы) имеется функция 𝑥 ∈ 𝐴𝐶L (𝐵)
такая, что L𝑥 — наименьший элемент в LR .

Пусть теперь в дополнение к рассмотренным условиям при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥, 𝑣 ∈ R𝑛
множество 𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣) ⊂ R𝑚 является нижней полурешеткой. Определим многозначное отображение
𝑈 : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑚), 𝑈 (𝑡) � 𝑈

(
𝑡, 𝑥 (𝑡), (L𝑥) (𝑡)

)
∩ OR𝑚 (𝑢0 (𝑡)) . Это отображение измеримо. Докажем, что в

множестве его измеримых сечений имеется наименьший элемент.
Для 𝑗 = 1,𝑚 определим оператор проектирования 𝑃𝑟 𝑗 : R𝑚 → R, 𝑃𝑟 𝑗 (𝑢1, . . . , 𝑢 𝑗 , . . . , 𝑢𝑚) �𝑢 𝑗 . Положим

𝑈
𝑗
(𝑡) � 𝑃𝑟 𝑗 (𝑈 (𝑡)) = {𝑢 𝑗 = 𝑃𝑟 𝑗𝑢, 𝑢 ∈ 𝑈 (𝑡)}, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . В компактном непустом множестве 𝑈

𝑗
(𝑡) имеется

наименьший элемент 𝑢
𝑗
(𝑡). Так как значение 𝑢0𝑗 (𝑡) − 𝑢 𝑗

(𝑡) есть расстояние по Хаусдорфу между
множествами {𝑢0𝑗 (𝑡)} и 𝑈 𝑗

(𝑡), то согласно [4, Следствие 1.5.9] функция 𝑢0𝑗 (·) − 𝑢 𝑗
(·) измерима. Поэтому

функция 𝑢
𝑗
(·) также измерима. Так как при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] множество 𝑈 (𝑡) является нижней решеткой, то

𝑢 (𝑡) = (𝑢
𝑗
(𝑡)) 𝑗=1,𝑚 ∈ 𝑈 (𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . Итак, функция 𝑢 (·) является наименьшей среди измеримых сечений

отображения 𝑈 (·). Доказано, что в множестве измеримых управлений, соответствующих траектории
𝑥 (·), существует наименьшее управление.

Для произвольной траектории 𝑥 выполнены неравенства L𝑥 ≤ L𝑥 и 𝑥 ≤ 𝑥 . Поэтому, вследствие
изотонности отображения 𝑈 (𝑡, ·, ·), для любого измеримого сечения 𝑢 многозначного отображения
𝑈
(
·, 𝑥 (·), (L𝑥) (·)

)
существует измеримое сечение 𝑢∗ многозначного отображения𝑈

(
·, 𝑥 (·), (L𝑥) (·)

)
такое,
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что 𝑢∗ ≤ 𝑢. А так как 𝑢 ≤ 𝑢∗, получаем неравенство 𝑢 ≤ 𝑢. Таким образом, пара (L𝑥,𝑢) является
наименьшей в множестве DSol𝑈𝔤 (𝐵).

Следствие доказано.
Сформулируем утверждение, в котором условие (A) теоремы 4.1 заменим на легче проверяемое,

при этом будет гарантировано существование решения (𝑥,𝑢) краевой задачи для неявной управляемой
системы такого, что пара (L𝑥,𝑢) будет наименьшей в множестве LSol𝑈𝔤 (𝐵).

Пусть 𝑘 = 𝑛. Снова будем предполагать, что компонентами функции 𝔤 являются функции

𝔤𝑖 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R × R𝑚 → R, 𝑖 = 1, 𝑛.

Соответственно (22) — это система (28).
Для рассматриваемой здесь функции 𝔤 функция 𝔤𝜆, определяемая первым из соотношений (23), будет

иметь компонентами функции

𝔤𝜆
𝑖

: [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R × R𝑚 → R,
𝔤𝜆
𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦𝑖 , 𝑢) = 𝔤𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑧 + 𝜆𝑥,𝑦𝑖 + 𝜆𝑖𝑥𝑖 , 𝑢), 𝑖 = 1, 𝑛.

(29)

Далее, пусть заданы функции𝜔0, 𝜂0 ∈ 𝐴𝐶𝑛 такие, что L𝜔0 ≤ L𝜂0. Зададим многозначное отображение
𝐵 : [𝑎, 𝑏] → K(R𝑛) формулой

𝐵(𝑡) �
[
(L𝜔0) (𝑡), (L𝜂0) (𝑡)

]
R𝑛
, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] . (30)

Следствие 4.2. Пусть для функции 𝔤𝜆 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 × R𝑛 × R𝑛 × R𝑚 → R𝑛 с компонентами (29) и
многозначного отображения𝑈 𝜆 : [𝑎, 𝑏] ×R𝑛 ×R𝑛 → K(R𝑚) выполнены условия (B)–(D) теоремы 4.1. Пусть
заданы функции 𝜂0, 𝜔0 ∈ 𝐴𝐶𝑛 и 𝑢0, 𝑢0 ∈𝑊𝑚 такие, что

𝑢0 (𝑡) ∈ 𝑈 (𝑡, 𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡)), 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝑈 (𝑡, 𝜔0 (𝑡), ¤𝜔0 (𝑡)) при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

и выполнены неравенства

𝔤
(
𝑡, 𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡), ¤𝜂0 (𝑡), 𝑢0 (𝑡)

)
≥ 0, 𝔤

(
𝑡, 𝜔0 (𝑡), ¤𝜔0 (𝑡), ¤𝜔0 (𝑡), 𝑢0 (𝑡)

)
≤ 0 при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (31)

и
𝛼𝜔0 (𝑎) + 𝛽𝜔0 (𝑏) ≤ 𝛾 ≤ 𝛼𝜂0 (𝑎) + 𝛽𝜂0 (𝑏), L𝜔0 ≤ L𝜂0.

Тогда существует решение (𝑥,𝑢) краевой задачи с условием (6) для управляемой системы (28) с обратной
связью (20) и ограничением (4),(30). Кроме того, существует траектория 𝑥 ∈ 𝐴𝐶L (𝐵) такая, что L𝑥 —
наименьший элемент в 𝜋1 (LSol𝑈𝔤 (𝐵)) . Если кроме перечисленных условий при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и любых 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑡),
𝑣 ∈ 𝐵(𝑡) множество𝑈 (𝑡, 𝑥, 𝑣) ⊂ R𝑚 является нижней полурешеткой, то в множестве LSol𝑈𝔤 (𝐵) существует
наименьший элемент, то есть такая пара (L𝑥,𝑢), что ее первая компонента L𝑥 — это наименьший
элемент в множестве 𝜋1 (LSol𝑈𝔤 (𝐵)), а вторая компонента 𝑢 — наименьший элемент в 𝜋2

(
LSol𝑈𝔤 (𝐵)

)
.

Доказательство. Покажем, что справедливо условие (A) теоремы 4.1. Пусть при фиксированных 𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑢
для некоторого 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈

[
(L𝜔0) (𝑡), (L𝜂0) (𝑡)

]
R𝑛

при всех 𝑖 = 1, 𝑛 выполнено 𝔤𝜆Ω 𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧,𝑦𝑖 , 𝑢) ≥ 0. А

так как в силу (31) имеет место еще и неравенство

𝔤𝜆Ω 𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑧, ¤𝜔0𝑖 (𝑡) − 𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡), 𝑢) ≤ 0,

то в силу непрерывности функции 𝔤𝜆Ω 𝑖
(𝑡, 𝑥, 𝑧, ·, 𝑢), найдется такое 𝜍𝑖 ∈ [ ¤𝜔0𝑖 (𝑡)−𝜆𝑖𝜔0𝑖 (𝑡)), 𝑦], что 𝔤𝜆Ω 𝑖

(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝜍𝑖 ,
𝑢) = 0. Соответственно, для 𝜍 = (𝜍1, . . . , 𝜍𝑛) имеем 𝔤𝜆Ω (𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝜍,𝑢) = 0, и таким образом, условие (A) теоремы
4.1 выполнено.

Определяемое равенством (30) множество 𝐵(𝑡) ⊂ R𝑛 при п. в. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] является нижней полурешеткой.
Итак, доказано, что выполнены все условия следствия 4.1. Таким образом, справедливость доказываемого
утверждения прямо вытекает из следствия 4.1. Следствие доказано.

5. Заключение. Основными результатами работы являются условия существования и оценки реше-
ний двухточечной краевой задачи для системы неявных дифференциальных включений и для неявной
дифференциальной управляемой системы. Полученные утверждения имеют вид теорем, аналогичных
классической теореме Чаплыгина о дифференциальном неравенстве. Также показано, что в условиях
доказанных утверждений в множествах решений рассматриваемых задач существуют минимальные
элементы, и получены дополнительные условия существования наименьших решений.
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