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Аннотация. В работе исследуется краевая задача с данными на всей границе для уравнения в частных производных
второго порядка в положительном квадранте. Рассматриваемое уравнение содержит дробную производную Римана –
Лиувилля по переменной 𝑦 и обращается в уравнение Лапласа в случае, если порядок дробного дифференцирования
устремляется к двум. Доказано существование регулярного решения задачи, приведены интегральное представление
и асмптотические свойства для решения. Доказана теорема единственности решения задачи в классе функций,
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1. Введение. Рассмотрим уравнение

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑥𝑥 + 𝐷𝛽

0𝑦𝑢 = 0, (1)

где 1 < 𝛽 < 2, 𝐷𝛽

0𝑦𝑢 (𝑥,𝑦) =
𝜕2

𝜕𝑦2𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 (𝑥,𝑦) – дробная производная порядка 𝛽 в смысле Римана – Лиувилля,

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 (𝑥,𝑦) = 1

Γ (2−𝛽 )

𝑦∫
0
(𝑦 − 𝑠)1−𝛽𝑢 (𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 [1],[2].

Уравнение (1) при 𝛽 = 2, как следует из определения операторов дробного дифференцирования
Римана – Лиувилля, обращается в уравнение Лапласа.
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Дифференциальные уравнения с частными производными дробного порядка находят эффективные
приложения в математическоммоделированиимногих процессов в различных областях науки (см. [1, 3, 4]
и др.). В работе [4], посвященной разработке модели устойчивого развития региона, отмечается, что в
ряде случаев задача поиска производственной функции может быть сведена к решению обобщенного
уравнения Лапласа дробного порядка. В работе [5] аналогичное уравнение с регуляризованной дробной
производной (Герасимова – Капуто) называется уравнением стационарной супердиффузии.

В работе [6] приводится аналог интеграла Шварца для системы Коши – Римана дробного порядка.
В работе [8] изучено уравнение вида 𝑢𝑥𝑥 + 𝐷𝛼

0𝑦𝐷
𝛽

0𝑦𝑢 = 0, где 𝛼 и 𝛽 из промежутка (0, 1). В случае, когда
𝛼 = 𝛽, краевые задачи с данными на всей границе для полуплоскости исследовались в работах [9] и [10].

В работах [11] и [12] исследовались уравнения в частных производных с оператором дробного
дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна [13].

В данной работе мы приведем в явном виде решение задачи Дирихле в положительном квадранте
для уравнения (1), докажем теоремы о существовании и единственности решения.

2. Постановка задачи и основные результаты. Регулярным решением уравнения (1) в области
Ω = {(𝑥,𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0} назовем функцию 𝑢 = 𝑢 (𝑥,𝑦) такую, что 𝑦2−𝛽𝑢 ∈ 𝐶 (Ω̄), 𝑢𝑥𝑥 , 𝐷𝛽

0𝑦𝑢 ∈ 𝐶 (Ω) и
удовлетворяющую уравнению (1) во всех точках области Ω.

Задача Дирихле. Найти регулярное решение уравнения (1) в области Ω, удовлетворяющее краевым
условиям

𝑢 (0, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ∞, (2)

lim
𝑦→0

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 (𝑥,𝑦) = 𝜏 (𝑥), 0 < 𝑥 < ∞, (3)

где 𝜏 (𝑥) – заданная функция на положительной полуоси (0,∞), 𝜏 (0) = 0.
Теорема 1. Пусть 𝜏 (𝑥) ∈ 𝐶 (0,∞) и ограничена на полуоси (0,∞). Тогда регулярное решение уравнения (1),

удовлетворяющее краевым условиям (2) и (3), имеет вид:

𝑢 (𝑥,𝑦) =
∞∫

0

𝜏 (𝑡)𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝑑𝑡, (4)

где

𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡) =
𝑦𝛽−1 sin 𝜋

𝛽

𝜋

∞∫
0

[
𝑒−|𝑥−𝑡 |𝑠 − 𝑒−(𝑥+𝑡 )𝑠

]
𝑠

2
𝛽 𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑦𝛽𝑠2

)
𝑑𝑠, (5)

𝐸𝜌,𝜇 (𝑧) =
∞∑
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ (𝜌𝑘+𝜇 ) – функция типа Миттаг – Леффлера [14].

Прежде чем доказать теорему 1, сформулируем леммы, которые мы будем использовать для дальней-
шего изложения.

Лемма 1. Пусть

𝑔(𝑥,𝑦) =
𝑦𝛽−1 sin 𝜋

𝛽

𝜋

∞∫
0

𝑒−𝑥𝑠𝑠
2
𝛽 𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑦𝛽𝑠2

)
𝑑𝑠. (6)

Если 𝑥 ≥ 0, 𝑦 > 0, то

|𝑔(𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶 𝑦𝛽−1

𝑥
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
, (7)

где 𝐶 – постоянная.
Доказательство. Положим 𝑥 = 0 в формуле (6)

𝑔(0, 𝑦) =
sin 𝜋

𝛽

𝜋
𝑦𝛽−1

∞∫
0

𝑠
2
𝛽 𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑦𝛽𝑠2

)
𝑑𝑠. (8)

По формуле 9.42 из работы [15]:
∞∫

0

𝑡𝛿−1𝐸𝜉,𝜂 (−𝜆𝑡𝜀)𝑑𝑡 = 𝜆−
𝛿
𝜀

Γ( 𝛿
𝜀
)Γ(1 − 𝛿

𝜀
)

𝜀Γ(𝜂 − 𝜉𝛿

𝜀
)
, (9)

где | arg 𝜆 | < 𝜋
2 , 𝜉 ∈ (0, 2), 𝜀 > 0, 𝛿 ∈ (0, 𝜀), если 𝜂 ≠ 𝜉 и 𝛿 ∈ (0, 2𝜀), если 𝜂 = 𝜉, из (8) имеем

𝑔(0, 𝑦) =
sin 𝜋

𝛽

𝜋
𝑦

𝛽

2 −2
Γ

(
1
2 + 1

𝛽

)
Γ

(
1 − 1

2 − 1
𝛽

)
2Γ

(
𝛽

2 − 1
) =

𝑦
𝛽

2 −2 sin 𝜋
𝛽

2Γ
(
𝛽

2 − 1
)

cos 𝜋
𝛽

=
tg 𝜋

𝛽

2Γ
(
𝛽

2 − 1
)𝑦 𝛽

2 −2, (10)
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где
tg 𝜋

𝛽

2Γ
(
𝛽

2 −1
) > 0 для любого 𝛽 ∈ (1, 2).

Теперь в интеграле (6) сделаем замену 𝑥𝑠 = 𝑧. Тогда

𝑔(𝑥,𝑦) =
𝑦𝛽−1 sin 𝜋

𝛽

𝑥
2
𝛽
+1
𝜋

∞∫
0

𝑧
2
𝛽 𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑦

𝛽𝑧2

𝑥2

)
𝑒−𝑧𝑑𝑧. (11)

При больших значениях 𝑥
∞∫

0

𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑦

𝛽𝑧2

𝑥2

)
𝑧

2
𝛽 𝑒−𝑧𝑑𝑧 =

Γ( 2
𝛽
+ 1)

Γ(𝛽) .

Тогда из (11) имеем

𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑂
(
𝑦𝛽−1

𝑥
2
𝛽
+1

)
, 𝑥 → ∞. (12)

Таким образом, из формул (10) и (12) заключаем справедливость оценки (7). Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть

2
𝛽
− 1 < 𝜇 <

2
𝛽
+ 3. (13)

𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) =
sin 𝜋

𝛽

𝜋
𝑦𝛽−1

∞∫
0

𝑒−𝑥𝑠𝑠
2
𝛽
+2
𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑦𝛽𝑠2

)
𝑑𝑠. (14)

Если 𝑥 ≥ 0, 𝑦 > 0, то

|𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶1
𝑦𝛽−1

𝑥
2
𝛽
+3 + 𝑥𝜇𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1

, (15)

где 𝐶1 – постоянная.
Доказательство. Сделаем замену 𝑠 =

√
𝑧𝑦−

𝛽

2 ,

𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) =
𝑦−

𝛽

2 −2 sin 𝜋
𝛽

2𝜋

∞∫
0

𝑒
− 𝑥

𝑦𝛽/2
√
𝑧
𝑧

1
2+

1
𝛽 𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑧

)
𝑑𝑧. (16)

Домножим и разделим подынтегральное выражение на функцию 𝑥𝜇𝑦−
𝛽𝜇

2 𝑧
𝜇

2

𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) = 𝑦−𝛽/2−2
∞∫

0

(
𝑥

𝑦𝛽/2

√
𝑧

)𝜇 (
𝑥

𝑦𝛽/2

√
𝑧

)−𝜇
𝑒
− 𝑥

𝑦𝛽/2
√
𝑧
𝑧

1
2+

1
𝛽 𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑧

)
𝑑𝑧.

Принимая во внимание, что функция 𝑡𝜇𝑒−𝑡 достигает своего максимального значения в точке 𝑡 = 𝜇, из
последнего выражения получим

|𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) | ≤
𝜇𝜇𝑦

𝛽

2 (𝜇−1)−2

𝑒𝜇𝑥𝜇

∞∫
0

𝑧
1
2+

1
𝛽
− 𝜇

2 |𝐸𝛽,𝛽 (−𝑧) |𝑑𝑧. (17)

Отметим, что
∞∫

0
𝑧

1
2+

1
𝛽
− 𝜇

2 |𝐸𝛽,𝛽 (−𝑧) |𝑑𝑧 < ∞, если выполнено условие (13). Таким образом, для 𝑥 → 0 мы

можем написать

|𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶2
𝑦

𝛽

2 𝜇−
𝛽

2 −2

𝑥𝜇
, (18)

𝐶2 – положительная постоянная.
После замены 𝑧 = 𝑠𝑦𝛽/𝑥2 у нас интеграл (16) принимает вид

𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) =
𝑦𝛽−1

𝑥3+2/𝛽

∞∫
0

𝑠1/2+1/𝛽𝑒−
√
𝑠𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑠𝑦𝛽𝑥−2

)
𝑑𝑠.

Следовательно, при 𝑥 → ∞

𝑔′′𝑥 (𝑥,𝑦) = 𝑂
(
𝑦𝛽−1

𝑥
3+ 2

𝛽

)
. (19)
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Таким образом, формулы (18) и (19) доказывают справедливость оценки (15). Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 1. Покажем сначала равномерную сходимость интеграла (4). Так как

𝑦𝛽−1

(𝑥 + 𝑡)
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
≤ 𝑦𝛽−1

|𝑥 − 𝑡 |
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
,

применяя лемму 1, если |𝑥 − 𝑡 | ≥ 0, 𝑦 > 0, получаем оценку

|𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡) | ≤ |𝑔( |𝑥 − 𝑡 |, 𝑦) | + |𝑔(𝑥 + 𝑡, 𝑦) | ≤ 𝐶3
𝑦𝛽−1

|𝑥 − 𝑡 |
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
, (20)

Тогда, если sup
0<𝑥<∞

|𝜏 (𝑥) | < 𝐶4, получим

|𝑢 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶𝑦𝛽−1
∞∫

0

|𝜏 (𝑡) |𝑑𝑡
|𝑥 − 𝑡 |

2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
< 𝐶5𝑦

𝛽−1
∞∫

0

𝑑𝑡

|𝑥 − 𝑡 |
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
,

где 𝐶5 – постоянная. Тогда

|𝑢 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶5𝑦
𝛽−1 ©­«

𝑥∫
0

+
∞∫

𝑥

ª®¬ 𝑑𝑡

|𝑥 − 𝑡 |
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
=

= 𝐶5𝑦
𝛽−1

𝑥∫
0

𝑑𝑧

𝑧
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
+𝐶5𝑦

𝛽−1
∞∫

0

𝑑𝑧

𝑧
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
≤ 2𝐶5𝑦

𝛽−1
∞∫

0

𝑑𝑧

𝑧
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
.

Интеграл справа можно вычислить [16, стр. 237, 2.2.3(5)]

∞∫
0

𝑑𝑧

𝑧
2
𝛽
+1 + 𝑦

𝛽

2 +1
= 𝑦−1Γ

(
2 + 2𝛽
2 + 𝛽

)
Γ

(
2

2 + 𝛽

)
.

Итак, |𝑢 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶6𝑦
𝛽−2, 𝐶6– положительная постоянная.

Далее найдем дробную производную порядка 𝛽 от функции 𝑢 и сравним со второй производной по
переменной 𝑥 , т. е. с функцией 𝑢𝑥𝑥 . Применяя в формуле (4) оператор 𝐷

𝛽

0𝑦 под знаком интеграла, получим

𝐷
𝛽

0𝑦𝑢 =

∞∫
0

𝜏 (𝑡)𝐷𝛽

0𝑦𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝑑𝑡,

𝐷
𝛽

0𝑦𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡) =
sin 𝜋

𝛽

𝜋

∞∫
0

(𝑒−|𝑥−𝑡 |𝑠 − 𝑒−(𝑥+𝑡 )𝑠 )𝑠
2
𝛽 𝐷

𝛽

0𝑦𝑦
𝛽−1𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑠2𝑦𝛽

)
𝑑𝑠. (21)

Применяя формулу дробного дифференцирования функции типа Миттаг – Леффлера [2, с. 15], затем
формулу 𝐸𝜌,𝜇 (𝑧) = 1

Γ (𝜇 ) + 𝑧𝐸𝜌,𝜌+𝜇 (𝑧) , имеем

𝐷
𝛽

0𝑦𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡) = −
𝑦𝛽−1 sin 𝜋

𝛽

𝜋

∞∫
0

(𝑒−|𝑥−𝑡 |𝑠 − 𝑒−(𝑥+𝑡 )𝑠 )𝑠
2
𝛽
+2
𝐸𝛽,𝛽

(
−𝑠2𝑦𝛽

)
𝑑𝑠 = −𝐺𝑥𝑥 (𝑥,𝑦, 𝑡). (22)

Т. e.
𝐷

𝛽

0𝑦𝑢 (𝑥,𝑦) + 𝑢𝑥𝑥 (𝑥,𝑦) = 0. (23)

С учетом леммы 2:

|𝑢𝑥𝑥 (𝑥,𝑦) | ≤
∞∫

0

|𝜏 (𝑡) | |𝐺𝑥𝑥 (𝑥,𝑦, 𝑡) |𝑑𝑡 ≤ 𝐶1𝑦
𝛽−1

∞∫
0

|𝜏 (𝑡) |𝑑𝑡
|𝑥 − 𝑡 |3+

2
𝛽 + 𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1 |𝑥 − 𝑡 |𝜇

≤

≤ 𝐶7𝑦
𝛽−1 ©­«

𝑥∫
0

+
∞∫

𝑥

ª®¬ 𝑑𝑡

|𝑥 − 𝑡 |3+
2
𝛽 + 𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1 |𝑥 − 𝑡 |𝜇

=
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= 𝐶7𝑦
𝛽−1

𝑥∫
0

𝑑𝑧

𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1𝑧𝜇 + 𝑧
2
𝛽
+3

+𝐶7𝑦
𝛽−1

∞∫
0

𝑑𝑧

𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1𝑧𝜇 + 𝑧
2
𝛽
+3

≤ 2𝐶7𝑦
𝛽−1

∞∫
0

𝑧−𝜇𝑑𝑧

𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1 + 𝑧
2
𝛽
+3−𝜇

. (24)

Вычислим интеграл (24), сделаем замену переменной 𝑧3+ 2
𝛽
−𝜇

= 𝑠 , 𝜇 выберем так, чтобы 2
𝛽
− 1 < 𝜇 < 1.

Тогда (см. [16, стр. 239, 2.2.4(25)])

𝑦𝛽−1
∞∫

0

𝑧−𝜇𝑑𝑧

𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1 + 𝑧
2
𝛽
+3−𝜇

=
𝛽𝑦𝛽−1

(3 − 𝜇)𝛽 + 2

∞∫
0

𝑧
(1−𝜇)𝛽

(3−𝜇)𝛽+2 −1

𝑧 + 𝑦 (3−𝜇 ) 𝛽2 +1
𝑑𝑧 =

𝜋𝛽𝑦−2

[(3 − 𝜇)𝛽 + 2] sin (1−𝜇 )𝛽
(3−𝜇 )𝛽+2𝜋

,

sin (1−𝜇 )𝛽
(3−𝜇 )𝛽+2𝜋 > 0. Следовательно, |𝑢𝑥𝑥 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶8𝑦

−2, 𝐶8 – постоянная.
Таким образом, интегралы, полученные двукратным дифференцированием по 𝑥 и дробным диф-

ференцированием по 𝑦 под знаком интеграла функции (4), сходятся равномерно вблизи каждой точки
(𝑥,𝑦) ∈ Ω.

Проверим выполнимость краевых условий. Прямой подстановкой (4) в (2) можно убедиться, что
выполняется краевое условие (2). Удовлетворяя условию (3) функцию (4), имеем

lim
𝑦→0

∞∫
0

𝜏 (𝑡)𝐷𝛽−2
0𝑦 𝐺𝑑𝑡 = lim

𝑦→0
©­«

𝑥−𝜀∫
0

+
𝑥+𝜀∫

𝑥−𝜀

+
∞∫

𝑥+𝜀

ª®¬𝜏 (𝑡)𝐷𝛽−2
0𝑦 𝐺𝑑𝑡,

где

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡) =

𝑦 sin 𝜋
𝛽

𝜋

∞∫
0

(
𝑒−|𝑥−𝑡 |𝑠 − 𝑒−(𝑥+𝑡 )𝑠

)
𝑠2/𝛽𝐸𝛽,2 (−𝑦𝛽𝑠2)𝑑𝑠.

Сделав замену |𝑥 − 𝑡 |𝑠 = 𝑧, 𝑑𝑠 = 𝑑𝑧
|𝑥−𝑡 | , отсюда получим

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝐺 =

𝑦 sin 𝜋
𝛽

𝜋 |𝑥 − 𝑡 |
2
𝛽

∞∫
0

(
𝑒−𝑧 − 𝑒−

(𝑥+𝑡 )
|𝑥−𝑡 | 𝑧

)
𝑧2/𝛽𝐸𝛽,2

(
− 𝑧2𝑦𝛽

|𝑥 − 𝑡 |2

)
𝑑𝑧. (25)

Рассмотрим сначала
∫ 𝑥−𝜀

0 . Сделаем замену |𝑥 − 𝑡 | = 𝑦𝛽/2ℎ.

lim
𝑦→0

𝑥−𝜀∫
0

𝜏 (𝑡)𝐷𝛽−2
0𝑦 𝐺𝑑𝑡 =

sin 𝜋
𝛽

𝜋
lim
𝑦→0

𝑥𝑦
− 𝛽

2∫
𝜀𝑦

− 𝛽
2

𝜏 (𝑥 − 𝑦
𝛽

2 ℎ)ℎ−
2
𝛽
−1

∞∫
0

(
𝑒−𝑧 − 𝑒

−
(
2𝑥𝑦− 𝛽

2 /ℎ−1
)
𝑧

)
𝑧

2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑧2ℎ−2) 𝑑𝑧𝑑ℎ = 0.

Теперь рассмотрим интеграл от 𝑥 + 𝜀 до ∞.

lim
𝑦→0

∞∫
𝑥+𝜀

𝜏 (𝑡)𝐷𝛽−2
0𝑦 𝐺𝑑𝑡 = lim

𝑦→0

sin 𝜋
𝛽

𝜋

∞∫
𝜀𝑦

− 𝛽
2

𝜏 (𝑥 + 𝑦
𝛽

2 ℎ)
ℎ

2
𝛽
+1

×

×
∞∫

0

(
𝑒−𝑧 − 𝑒

−
(
2𝑥𝑦− 𝛽

2 ℎ−1+1
)
𝑧

)
𝑧

2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑧2ℎ−2) 𝑑𝑧𝑑ℎ = 0.

Далее имеем

lim
𝑦→0

𝑥+𝜀∫
𝑥−𝜀

𝜏 (𝑡)𝐷𝛽−2
0𝑦 𝐺𝑑𝑡 = lim

𝑦→0

𝑥+𝜀∫
𝑥−𝜀

[𝜏 (𝑡) − 𝜏 (𝑥)]𝐷𝛽−2
0𝑦 𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜏 (𝑥) lim

𝑦→0

𝑥+𝜀∫
𝑥−𝜀

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2 .

𝐼1 = lim
𝑦→0

𝑥+𝜀∫
𝑥−𝜀

[𝜏 (𝑡) − 𝜏 (𝑥)] 𝐷𝛽−2
0𝑦 𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝑑𝑡 =

=
sin 𝜋

𝛽
𝑦

𝜋
lim
𝑦→0

𝑥+𝜀∫
𝑥−𝜀

𝜏 (𝑡) − 𝜏 (𝑥)
|𝑥 − 𝑡 |

2
𝛽
+1

∞∫
0

(
𝑒−𝑧 − 𝑒−

(𝑥+𝑡 )
|𝑥−𝑡 | 𝑡

)
𝑧

2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
− 𝑧2𝑦𝛽

|𝑥 − 𝑡 |2

)
𝑑𝑧.
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Делая замену 𝑥 − 𝑡 = 𝑦
𝛽

2 ℎ, будем иметь

𝐼1 = lim
𝑦→0

sin 𝜋
𝛽

𝜋

𝜀𝑦
− 𝛽

2∫
−𝜀𝑦− 𝛽

2

𝜏 (𝑥 − 𝑦
𝛽

2 ℎ) − 𝜏 (𝑥)
|ℎ |

2
𝛽
+1

∞∫
0

©­­«𝑒−𝑧 − 𝑒
−
(

2𝑥𝑦−
𝛽
2

|ℎ | −1

)
𝑧ª®®¬ 𝑧

2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑧

2

ℎ2

)
𝑑𝑧𝑑ℎ = 0.

Далее,

𝐼2 = lim
𝑦→0

𝜏 (𝑥)
𝑥+𝜀∫

𝑥−𝜀

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝑑𝑡 =

= lim
𝑦→0

sin 𝜋
𝛽
𝜏 (𝑥)
𝜋

𝑥+𝜀∫
𝑥−𝜀

𝑑𝑡

|𝑥 − 𝑡 |
2
𝛽
+1

∞∫
0

(
𝑒−𝑧 − 𝑒−

𝑥+𝑡
|𝑥−𝑡 | 𝑧

)
𝑧

2
𝛽 𝑦𝐸𝛽,2

(
− 𝑧2𝑦𝛽

|𝑥 − 𝑡 |2

)
𝑑𝑧 =

= lim
𝑦→0

sin 𝜋
𝛽
𝜏 (𝑥)
𝜋

𝜀𝑦
𝛽
2∫

−𝜀𝑦− 𝛽
2

𝑑𝑡

|ℎ |
2
𝛽
+1

∞∫
0

©­­«𝑒−𝑧 − 𝑒
−
(

2𝑥

|ℎ |𝑦
𝛽
2
−1

)
𝑧ª®®¬ 𝑧

2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑧

2

ℎ2

)
𝑑𝑧 =

=
sin 𝜋

𝛽
𝜏 (𝑥)
𝜋

∞∫
−∞

𝑑ℎ

|ℎ |
2
𝛽
+1

∞∫
0

𝑒−𝑧𝑧
2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑧

2

ℎ2

)
𝑑𝑧 =

=
2 sin 𝜋

𝛽
𝜏 (𝑥)

𝜋

∞∫
0

𝑑ℎ

|ℎ |
2
𝛽
+1

∞∫
0

𝑒−𝑧𝑧
2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑧

2

ℎ2

)
𝑑𝑧 =

=
2 sin 𝜋

𝛽
𝜏 (𝑥)

𝜋

∞∫
0

𝑑ℎ

∞∫
0

𝑒−𝑠ℎ𝑠
2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑠2) 𝑑𝑠. (26)

Изменяя порядок интегрирования в повторном интеграле (26), будем иметь (см. формулу (9))

∞∫
0

𝑑ℎ

∞∫
0

𝑒−𝑠ℎ𝑠
2
𝛽 𝐸𝛽,2

(
−𝑠2) 𝑑𝑠 = ∞∫

0

𝑠
2
𝛽
−1
𝐸𝛽,2 (−𝑠2)𝑑𝑠 =

Γ( 1
𝛽
)Γ(1 − 1

𝛽
)

2
=

𝜋

2 sin 𝜋
𝛽

.

Отсюда и формулы (26) следует выполнимость условия (3). Таким образом, с учетом (23) заключаем, что
функция 𝑢 (𝑥,𝑦), определенная формулой (4), является регулярным решением задачи (1)-(3).

Замечание 1. При 𝛽 = 2 задача (2), (3) переходит в задачу Дирихле

𝑢 (0, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ∞, (27)

𝑢 (𝑥, 0) = 𝜏 (𝑥), 0 < 𝑥 < ∞, (28)

для уравнения Лапласа в положительном квадранте, а формула (4) – в решение этой задачи.
Действительно, из формулы (5) при 𝛽 = 2 имеем

𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡) = 1
𝜋

∞∫
0

(
𝑒−|𝑥−𝑡 |𝑠 − 𝑒−(𝑥+𝑡 )𝑠

)
sin𝑦𝑠𝑑𝑠.

Или
𝐺 (𝑥,𝑦, 𝑡) = 1

𝜋

[
𝑦

(𝑥 − 𝑡)2 + 𝑦2 − 𝑦

(𝑥 + 𝑡)2 + 𝑦2

]
=

4𝑥𝑦𝑡
𝜋 [(𝑥 − 𝑡)2 + 𝑦2] [(𝑥 + 𝑡)2 + 𝑦2] .

Подставляя последнее выражение в формулу (4) получаем

𝑢 (𝑥,𝑦) = 4
𝜋
𝑥𝑦

∞∫
0

𝜏 (𝑡)𝑡𝑑𝑡
[(𝑥 − 𝑡)2 + 𝑦2] [(𝑥 + 𝑡)2 + 𝑦2] . (29)

Формула (29) представляет собой решение задачи (27), (28) для уравнения Лапласа [17, с. 428] в области Ω.
Замечание 2. Как следует из доказательства теоремы 1, можно допустить существование конечного

числа разрывов первого рода у функции 𝜏 (𝑥) и требовать в этом случае выполнения условия (3) только лишь
в точках непрерывности функции 𝜏 (𝑥).
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3. Пример. Приведем следующий пример. По формуле (4) получим в первом квадранте функцию,
удовлетворяющую уравнению (1), равную нулю при 𝑥 = 0, имеющую дробный интеграл 𝐷𝛽−2

0𝑦 𝑢, равный 1
на отрезке (𝑎1, 𝑎2) положительной полуоси и 0 на остальной части этой полуоси:

𝑢 (𝑥,𝑦) =
𝑦𝛽−1 sin 𝜋

𝛽

𝜋

∞∫
0

𝐸𝛽,𝛽 (−𝑦𝛽𝑠2)𝑠
2
𝛽

𝑎2∫
𝑎1

(
𝑒−|𝑥−𝑡 |𝑠 − 𝑒−(𝑥+𝑡 )𝑠

)
𝑑𝑡𝑑𝑠 =

=
sin 𝜋

𝛽

𝜋
𝑦𝛽−1

2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
∞∫

0

𝐸𝛽,𝛽 (−𝑦𝛽𝑠2)𝑠
2
𝛽
−1

(
𝑒−(𝑥−𝑎𝑘 )𝑠 + 𝑒−(𝑥+𝑎𝑘 )𝑠

)
𝑑𝑠, (30)

будем считать, что 𝑥 > 𝑎2.

Далее воспользуемся интегральным представлением функции типа Миттаг – Леффлера [14, с. 127 ]:

𝐸𝛽,𝛽 (−𝑦𝛽𝑠2) = 𝛽−1

2𝜋𝑖

∫
𝛾 (𝑟,𝜔 )

𝑒𝜉
1
𝛽
𝜉

1
𝛽
−1

𝜉 + 𝑦𝛽𝑠2 𝑑𝜉, (31)

где 𝛾 (𝜀, 𝜔) – контур Ханкеля: 𝛾 (𝜀, 𝜔) = {𝜉 : |𝜉 | = 𝑟, | arg 𝜉 | ≤ 𝜔} ∪ {𝜉 : |𝜉 | ≥ 𝑟, arg 𝜉 = ±𝜔}, 𝜋𝛽

2 < 𝜔 ≤ 𝜋.

Подставляя формулу (31) в интеграл (30) и изменяя порядок интегрирования, будем иметь

𝑢 (𝑥,𝑦) =
sin 𝜋

𝛽

2𝛽𝜋2𝑖
𝑦𝛽−2

2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
∫

𝛾 (𝑟,𝜔 )

𝑒𝜉
1
𝛽

𝜉
2
𝛽
−2

∞∫
0

𝑠
2
𝛽
−1

1 + 𝑠2 (𝑒
−(𝑥−𝑎𝑘 )

√
𝜉𝑦−𝛽/2𝑠+

+𝑒−(𝑥+𝑎𝑘 )
√
𝜉𝑦−𝛽/2𝑠 )𝑑𝑠𝑑𝜉 . (32)

Обозначим через

𝑣 (𝑥,𝑦) =
sin 𝜋

𝛽

2𝛽𝜋2𝑖
𝑦𝛽−2

∫
𝛾 (𝑟,𝜔 )

𝑒𝜉
1
𝛽

𝜉
2
𝛽
−2

∞∫
0

𝑠
2
𝛽
−1

1 + 𝑠2 𝑒
−𝑥
√
𝜉𝑦−𝛽/2𝑠 . (33)

Вычислим внутренний интеграл в (33). Известно [18, стр. 337, 7], что

∞∫
0

𝑠
2
𝛽
−1

1 + 𝑠2 𝑒
−𝑥
√
𝜉𝑦−𝛽/2𝑠𝑑𝑠 =

𝜋

sin 2𝜋/𝛽

[
cos

(
𝑥
√︁
𝜉

𝑦𝛽/2 + 𝜋/𝛽
)
+ 𝑥

2− 2
𝛽 𝜉

1− 1
𝛽

𝑦𝛽−1

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚

Γ(2𝑚 − 2
𝛽
+ 3)

𝑥2𝑚𝜉𝑚

𝑦𝛽𝑚

]
. (34)

Так как cos
(
𝑥
√
𝜉

𝑦𝛽/2 + 𝜋/𝛽
)
= cos 𝜋

𝛽
cos 𝑥

√
𝜉

𝑦𝛽/2 − sin 𝜋
𝛽

sin 𝑥
√
𝜉

𝑦𝛽/2 , cos 𝑧 = 𝐸2,1
(
−𝑧2) , sin 𝑧 = 𝑧𝐸2,2

(
−𝑧2) , то из (34)

получаем
∞∫

0

𝑠
2
𝛽
−1

1+𝑠2 𝑒
−𝑥
√
𝜉𝑦−𝛽/2𝑠𝑑𝑠 = 𝜋

2 sin 𝜋
𝛽

𝐸2,1

(
− 𝑥2

𝑦𝛽 𝜉

)
− 𝜋𝑥

√
𝜉

2 cos 𝜋
𝛽
𝑦𝛽/2 𝐸2,2

(
− 𝑥2

𝑦𝛽 𝜉

)
+

+ 𝜋

sin 2
𝛽
𝜋

𝑥
2− 2

𝛽

𝑦𝛽−1 𝜉
1− 1

𝛽 𝐸2,3− 2
𝛽

(
−𝑥2𝑦−𝛽𝜉

)
.

Тогда

𝑣 (𝑥,𝑦) =
sin 𝜋

𝛽

2𝛽𝜋2𝑖
𝑦𝛽−2

∫
𝛾 (𝑟,𝜔 )

𝑒𝜉
1
𝛽

𝜉
2
𝛽
−2

[ 𝜋

2 sin 𝜋
𝛽

𝐸2,1

(
−𝑥

2

𝑦𝛽
𝜉

)
−

𝜋𝑥
√︁
𝜉

2 cos 𝜋
𝛽
𝑦𝛽/2 𝐸2,2

(
−𝑥

2

𝑦𝛽
𝜉

)
+

+ 𝜋

sin 2
𝛽
𝜋

𝑥
2− 2

𝛽

𝑦𝛽−1 𝜉
1− 1

𝛽 𝐸2,3− 2
𝛽

(
−𝑥2𝑦−𝛽𝜉

)]
𝑑𝜉.

Отсюда с помощью замены 𝜉1/𝛽 = 𝑝 придем к выражению

𝑣 (𝑥,𝑦) = 1
2

[
𝑦𝛽−2𝑒

1,𝛽−1
2,𝛽

(
−𝑥

2

𝑦𝛽

)
− tg

𝜋

𝛽
𝑥𝑦

𝛽

2 −2𝑒
2, 𝛽2 −1
2,𝛽

(
−𝑥

2

𝑦𝛽

)
+
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+ 𝑥
2− 2

𝛽

𝑦 cos 𝜋
𝛽

𝑒
3− 2

𝛽
,0

2,𝛽

(
−𝑥

2

𝑦𝛽

)]
, (35)

где 𝑒𝜇,𝛿
𝛼,𝜃

(𝑧) = 1
2𝜋𝑖

∫
𝛾 (𝜀,𝛿𝜋 )

𝑒𝑡𝑡−𝛿𝐸𝛼,𝜇 (𝑧𝑡𝜃 )𝑑𝑡 – функция типа Райта [2, с. 22]. Как и выше, через𝛾 (𝜀, 𝛿𝜋) обозначен

контур Ханкеля, 1
2 < 𝛿 ≤ 1, 1 − 𝛿𝜃 > 𝛼

2 .

Таким образом, согласно формуле (32) имеем 𝑢 (𝑥,𝑦) =
2∑

𝑘=1
(−1)𝑘 [𝑣 (𝑥 − 𝑎𝑘 , 𝑦) + 𝑣 (𝑥 + 𝑎𝑘 , 𝑦)] , где 𝑣 (𝑥,𝑦)

имеет вид (35).
4. Единственность решения. Справедлива
Теорема 2. Пусть 𝑦2−𝛽𝑢 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐶 (Ω̄), 𝑢𝑥 (𝑥,𝑦), 𝐷𝛽−1

0𝑦 𝑢 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐶 (Ω̄) и выполнены условия

lim
𝑥→∞

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 (𝑥,𝑦) = 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ ∞, (36)

lim
𝑦→∞

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 (𝑥,𝑦) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ ∞. (37)

Тогда задача (1)–(3) имеет не более одного решения.
Доказательство. Мы покажем, что при условиях теоремы однородная задача (1)–(3) имеет только
тривиальное решение. Домножим уравнение (1) на функцию 𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢 и представим в следующем виде:

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 · 𝐿𝑢 ≡

(
𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢 𝑢𝑥

)
𝑥
− 𝐷𝛽−2

0𝑦 𝑢𝑥 𝑢𝑥 + 𝐷𝛽−2
0𝑦 𝑢 𝐷

𝛽

0𝑦𝑢.

Дальнейшие вычисления дают тождество

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 · 𝐿𝑢 ≡

(
𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢 · 𝑢𝑥

)
𝑥
+

(
𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢 𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

)
𝑦
− 𝐷𝛽−2

0𝑦 𝑢𝑥 𝑢𝑥 −
(
𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

)2
.

Интегрируя полученное тождество по области {(𝑥,𝑦) : 𝜀 < 𝑥 < 𝑎, 𝛿 < 𝑦 < 𝑏} ⊂ Ω, имеем

𝑎∫
𝜀

𝑏∫
𝛿

𝐿𝑢 𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑏∫
𝛿

[
𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢 (𝑎,𝑦) 𝑢𝑥 (𝑎,𝑦) − 𝐷𝛽−2

0𝑦 𝑢 (𝜀,𝑦) 𝑢𝑥 (𝜀,𝑦)
]
𝑑𝑦+

+
𝑎∫

𝜀

[
𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢 𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

���
𝑦=𝑏

−𝐷𝛽−2
0𝑦 𝑢 𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

���
𝑦=𝛿

]
𝑑𝑥 −

𝑎∫
𝜀

𝑏∫
𝛿

[
𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢𝑥 𝑢𝑥 +

(
𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

)2
]
𝑑𝑥𝑑𝑦.

Отсюда при 𝜀 → 0 и 𝛿 → 0 получаем

𝑏∫
0

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 (𝑎,𝑦) 𝑢𝑥 (𝑎,𝑦)𝑑𝑦 +

𝑎∫
0

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

���
𝑦=𝑏

𝑑𝑥 −
𝑎∫

0

𝑏∫
0

[
𝑢𝑥𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢𝑥 +

(
𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

)2
]
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (38)

Устремляя 𝑎 и 𝑏 к ∞ с учетом условий (36), (37) теоремы будем иметь

lim
𝑎→∞

lim
𝑏→∞

𝑎∫
0

𝑏∫
0

[
𝑢𝑥𝐷

𝛽−2
0𝑦 𝑢𝑥 +

(
𝐷

𝛽−1
0𝑦 𝑢

)2
]
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

Известно, что оператор дробного интегрирования является положительным [19],
𝑎∫

0

𝑓 (𝑥)𝐷𝛼
0𝑥 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ≥ 0, 𝛼 < 0,

𝑎∫
0
𝑓 (𝑥)𝐷𝛼

0𝑥 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0 тогда и только тогда, когда 𝑓 (𝑥) = 0. Поэтому из интеграла (38) следует, что 𝑢𝑥

и 𝐷
𝛽−1
0𝑦 𝑢 = 0. Тогда имеем 𝑢 = 𝑔(𝑦), 𝑔(𝑦) =

𝑦𝛽−2

Γ (𝛽−1) . Но 𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑔(𝑦) = 𝐷

𝛽−2
0𝑦

𝑦𝛽−2

Γ (𝛽−1) = 1, что противоречит

краевому условию lim
𝑦→0

𝐷
𝛽−2
0𝑦 𝑢 = 0. Следовательно, так как𝑦2−𝛽𝑢 ∈ 𝐶 (Ω̄), получаем𝑢 ≡ 0 всюду в области Ω.

Теорема 2 доказана.
Заключение. В работе рассмотрена задача Дирихле для обобщенного уравнения Лапласа с производ-

ной Римана – Лиувилля. Доказаны теоремы о существовании и единственности решения рассматривае-
мой задачи.
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