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Аннотация. В работе рассмотрена задача Дирихле для эллиптического уравнения второго порядка с младшими
членами в ограниченной липшицевой области. Рассмотрен вопрос об однозначной разрешимости этой задачи при
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неравенства Боярского – Мейерса.
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Abstract. This paper is devoted to study of the Dirichlet problem in bounded Lipschitz domain for linear second order equation
with drift (lower terms). Assuming that the coefficients of the first-order derivatives belong to the Lebesgue class, we prove
Theorem of existence and uniqueness of solutions to this problem, i.e. we show the unique solvability of this problem. Cases of
different dimensions of space are analyzed. We also prove the Boyarsky–Meyers inequality, i.e. we prove higher integrability
of the gradient of solutions to the Dirichlet problem in bounded Lipschitz domain for the Laplacian with lower order terms.
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problem with subsequent application of the generalized Hering lemma. The Boyarsky – Meyers inequalities are useful for
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1. Введение. Для многих задач математической физики требуется повышенная суммируемость
градиента решения. Впервые этот вопрос был исследован в работе [1], в которой был рассмотрен вопрос о
повышенной суммируемости задачи Дирихле для линейных дивергентных равномерно эллиптических
уравнений второго порядка с измеримыми коэффициентами в плоской ограниченной области. Позже в
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многомерном случае для уравнений такого же вида повышенная суммируемость градиента решения
задачи Дирихле в области с достаточно регулярной границей была установлена в [2]. После этой работы
оценки повышенной суммируемости градиента решений общепринято называть оценками типаМейерса,
хотя справедливее было бы их называть оценками Боярского – Мейерса. Оценка Боярского – Мейрса
решения задачи Дирихле в области с липшицевой границей для уравнения 𝑝-Лапласа с переменным
показателем 𝑝 , обладающим логарифмическим модулем непрерывности, впервые получена в [3]. Позже
в работах [4] и [5] этот результат был усилен и распространен на системы эллиптических уравнений
с переменным показателем суммируемости. Отметим, что в статье [3] стимулом изучения оценок
Мейерса явилась задача о термисторе, дающей совместное описание потенциала электрического поля и
температуры (см. [3], [6] и [7]). Такого же рода системы возникают и в гидромеханике квазиньютоновых
жидкостей.

Такого рода оценки важны в теории усреднения задач с быстрой сменой краевых условий, они
позволяют улучшить скорость сходимости допредельных решений к решению усредненной задачи (см.
аналогичную задачу для оператора без сноса [8], в области, перфорированной вдоль границы, в [9], а
ткже [10], [11] и [12]). Аналогичные оценки для для 𝑝-Лапласиана получены в [13].

Введем соболевское пространство функций
◦
𝑊 1

2 (𝐷), как пополнение финитных бесконечно диффе-
ренцируемых в ограниченной области 𝐷 функций по норме

∥ 𝑣 ∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
=

(∫
𝐷

|∇𝑣 |2 𝑑𝑥
)1/2

.

Данное выражение является нормой в силу хорошо известного неравенства Фридрихса. Настоящая работа
посвящена оценкам решений задачи Дирихле для уравнения Пуассона с младшими членами вида

L𝑢 := Δ𝑢 + 𝑏 · ∇𝑢 = div 𝑓 , 𝑓 = (𝑓1, . . . 𝑓𝑛), 𝑓𝑗 ∈ 𝐿2 (𝐷), 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷), (1)

заданного в ограниченной липшицевой области 𝐷 ∈ R𝑛 , где 𝑛 > 1. Здесь вектор-функция 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)
такова, что либо

𝑏 𝑗 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝐷), 𝑝 = 𝑛, если 𝑛 > 2, 𝑗 = 1, . . . 𝑛, (2)

либо
𝑏 𝑗 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝐷), 𝑝 > 2, если 𝑛 = 2, 𝑗 = 1, 2. (3)

Под решением задачи (1) понимается функция 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷), для которой выполнено интегральное
тождество ∫

𝐷

∇𝑢 · ∇𝜑 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝜑 𝑑𝑥 =

∫
𝐷

(𝑓 · ∇𝜑) 𝑑𝑥 (4)

для всех пробных функций 𝜑 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷).
Сформулируем основные утверждения.
Теорема 1. Если 𝑛 > 2, выполнено условие (2) и 𝑓 ∈

(
𝐿2+𝛿0 (𝐷)

)𝑛
, где 𝛿0 > 0, то существуют положитель-

ные постоянные 𝛿 (𝑛, 𝛿0) < 𝛿0 и 𝐶 такие, что для решения задачи Дирихле для уравнения (1) справедлива
оценка ∫

𝐷

|∇𝑢 |2+𝛿𝑑𝑥 ⩽ 𝐶
∫
𝐷

|𝑓 |2+𝛿 𝑑𝑥, (5)

где 𝐶 зависит только от 𝛿0, размерности пространства 𝑛, области 𝐷 и ∥𝑏∥𝐿𝑛 (𝐷 ) .

Теорема 2. Если𝑛 = 2, выполнено условие (3), 𝑓 ∈
(
𝐿2+𝛿0 (𝐷)

)2
, где 𝛿0 > 0, то существуют положительные

постоянные 𝛿 (𝑝, 𝛿0) < 𝛿0 и 𝐶 такие, что для решения задачи Дирихле для уравнения (1) справедлива оценка∫
𝐷

|∇𝑢 |2+𝛿𝑑𝑥 ⩽ 𝐶
∫
𝐷

|𝑓 |2+𝛿 𝑑𝑥, (6)

где 𝐶 зависит только от 𝛿0 а также от области 𝐷 и ∥𝑏∥𝐿𝑝 (𝐷 ) .
Замечание 1. Теорема остаётся в силе, если вместо оператора Лапласа рассмотреть линейный

равномерно эллиптический оператор второго порядка вида

div (𝐴(𝑥)∇𝑢).
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Здесь𝐴(𝑥) = {𝑎𝑖 𝑗 (𝑥)} — равномерно эллиптическая измеримая и симметрическая матрица, то есть 𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎 𝑗𝑖
и

𝛼 |𝜉 |2 ≤
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1
𝑎𝑖 𝑗 (𝑥)𝜉𝑖𝜉 𝑗 ≤ 𝛼−1 |𝜉 |2 для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷 и для всех 𝜉 ∈ R𝑛 . (7)

При этом константа 𝐶 в (5) или в (6) будет дополнительно зависеть от постоянных эллиптичности
матрицы 𝐴.

При 𝑛 > 2 будем пользоваться следующим представлением младших коэффициентов 𝑏 ∈ (𝐿𝑛 (𝐷))𝑛
рассматриваемого уравнения

𝑏 = 𝑏 + 𝑏, 𝑏 ∈ (𝐿∞ (𝐷))𝑛, 𝑏 ∈ (𝐿𝑛 (𝐷))𝑛, ∥ 𝑏 ∥𝐿𝑛 (𝐷 )⩽ 𝜃 (8)

с достаточно малой постоянной 𝜃 ∈ (0, 1), которая определяется в дальнейших рассуждениях.
2. Однозначная разрешимость поставленной задачи. В этом разделе однозначная разрешимость

задачи Дирихле в произвольной ограниченной области доказывается для уравнения вида

L𝑢 := div(𝑎(𝑥)∇𝑢) + 𝑏 (𝑥) · ∇𝑢 = div𝑓 , , 𝑓 = (𝑓1, . . . 𝑓𝑛), 𝑓𝑗 ∈ 𝐿2 (𝐷), 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷), (9)

где 𝑎(𝑥) = {𝑎𝑖 𝑗 (𝑥)} — равномерно эллиптическая измеримая и симметрическая матрица, то есть 𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎 𝑗𝑖 ,
удовлетворяющая (1), а 𝑏 удовлетворяет (2) или (3). Имеет место следующее утверждение.

Теорема 3. Если выполнены условия (2) либо (3) и (1), то задача (1) однозначно разрешима в
◦
𝑊 1

2 (𝐷) и
для ее решения справедлива оценка

∥ ∇𝑢 ∥𝐿2 (𝐷 )≤ 𝐶 ∥ 𝑓 ∥𝐿2 (𝐷 ) (10)

с постоянной 𝐶 , зависящей только от коэффициентов оператора L, области 𝐷 и размерности простран-
ства 𝑛.

Доказательство основано на вспомогательных утверждениях, которые устанавливаются ниже. Сначала
нам потребуются оценки билинейной формы, связанной с оператором L, имеющую вид

L(𝑢, 𝑣) =
∫
𝐷

𝑎∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑣 𝑑𝑥 (11)

и определенную на функциях 𝑢, 𝑣 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷). Следующую лемму докажем при 𝑛 > 2. Случай 𝑛 = 2
рассматривается аналогично с небольшими изменениями.

Лемма 1. Если коэффициенты оператора L из (9) удовлетворяют условиям (2) и (1), то

L(𝑢,𝑢) ≥ 𝛼

2

∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 −𝐶 (𝛼,𝑏, 𝑛)
∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥 . (12)

Доказательство. В силу условия (1) имеем

L(𝑢,𝑢) ≥ 𝛼
∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 −
����∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
����. (13)

Оценим второе слагаемое в правой части тождества (11). Из (8) имеем∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥 =

∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥 +
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥. (14)

Для первого интеграла из правой части в (14) имеем���� ∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝐶 ∥ 𝑏 ∥𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

|∇𝑢 | |𝑢 | 𝑑𝑥

и из неравенства Коши с 𝜀 > 0 найдем���� ∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝜀 ∫

𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝜀) ∥ 𝑏 ∥2
𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥. (15)

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2024, том 56, № 2
Applied Mathematics & Physics, 2024, Volume 56, No 2



Чечкина А. Г. 127

Второй интеграл в правой части (14) оценим с помощью неравенства Гёльдера, в силу которого���� ∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽∥ 𝑏 ∥𝐿𝑛 (𝐷 )

( ∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2 ( ∫

𝐷

|𝑢 |
2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

. (16)

По неравенству Соболева ( ∫
𝐷

|𝑢 |
2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

⩽ 𝐶 (𝑛)
( ∫

𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2

. (17)

Отсюда и из (16) с учетом (8) получим���� ∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝐶 (𝑛)𝜃 ∫

𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (18)

Из (15) и (18) найдем���� ∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝜀 ∫

𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝜀) ∥ 𝑏 ∥2
𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝑛)𝜃
∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (19)

В итоге, после соответствующего выбора 𝜀 и 𝜃 из (13) и (19) приходим к оценке (12). Лемма доказана.
Следующую лемму также докажем для простоты изложения при 𝑛 > 2. При 𝑛 = 2 доказательство

проводится аналогично.
Лемма2. Если коэффициентыоператораL из (9) удовлетворяютусловиям (2) и (1), то для фиксированного

𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷) отображение 𝑣 ↦→ L(𝑢, 𝑣), где форма L(𝑢, 𝑣) определена в (11), является ограниченным линейным

функционалом на
◦
𝑊 1

2 (𝐷) и справедлива оценка

|L(𝑢, 𝑣) | ≤ 𝐶 (𝛼,𝑏, 𝑛) ∥𝑢∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
∥𝑣 ∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

. (20)

Доказательство. В силу условия равномерной эллиптичности (1) имеем����∫
𝐷

𝑎∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥
���� ≤ 𝛼−1∥𝑢∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

∥𝑣 ∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
. (21)

Второе слагаемое формы (11) оценим по неравенству Гёльдера:����∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑣 𝑑𝑥
���� ⩽ ∥𝑢∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

( ∫
𝐷

|𝑏 |𝑛 𝑑𝑥
)2/𝑛 ( ∫

𝐷

|𝑣 | 2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

. (22)

По теореме вложения Соболева (17), где 𝑢 = 𝑣 , из (21), (22) приходим к (20). Лемма доказана.

Докажем теперь принцип максимума для решений однородной задачи (9). Функция 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷)
называется субрешением однородной задачи (9) в области 𝐷 , если∫

𝐷

𝑎∇𝑢 · ∇𝜑 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝜑 𝑑𝑥 ≤ 0 (23)

для любой неотрицательной функции 𝜑 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷). Аналогично определяется суперрешение 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷) в
области 𝐷 , для которого выполнено неравенство∫

𝐷

𝑎∇𝑢 · ∇𝜑 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝜑 𝑑𝑥 ≥ 0

для всех неотрицательных функций 𝜑 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷).
Следующее утверждение при 𝑛 > 2 можно найти, например, в [14] (теорема 3.1) (см. также [15]).

Лемма 3. Если выполнены условия (2) (или (3)) и (1), функция 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷) является субрешением в области
𝐷 , то

ess sup
𝐷

𝑢 ≤ 0. (24)
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Если же 𝑢 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷) является суперрешением в области 𝐷 , то

ess inf
𝐷

𝑢 ≥ 0. (25)

Доказательство. Сначала покажем (24). Доказательство проводим от противного. Предположим,
что ess sup

𝐷

𝑢 > 0. Тогда существует такое число 𝑘 , что 0 < 𝑘 < ess sup
𝐷

𝑢. Рассмотрим функцию

𝑣 = max (𝑢 − 𝑘, 0) = (𝑢 − 𝑘)+, которая принадлежит пространству
◦
𝑊 1

2 (𝐷) и неотрицательна. В силу
(23) имеем ∫

𝐷

𝑎∇𝑣 · ∇𝑣 𝑑𝑥 ≤
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑣)𝑣 𝑑𝑥 .

Перепишем эту оценку в виде∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

𝑎∇𝑢 · ∇𝑢 𝑑𝑥 ≤
∫

𝐷∩{𝑢>𝑘 }

(𝑏 · ∇𝑢)𝑣 𝑑𝑥 . (26)

Сначала предположим, что 𝑛 > 2. Пользуясь в правой части (26) условием эллиптичности (1) и
применяя неравенство Гёльдера в правой части, получим

𝛼

∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ≤
( ∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|𝑏 |𝑛 𝑑𝑥
)1/𝑛 ( ∫

𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2 ( ∫

𝐷

|𝑣 | 2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 2𝑛
𝑛−2

. (27)

Поскольку 𝑣 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷), по теореме вложения Соболева( ∫
𝐷

|𝑣 | 2𝑛
𝑛−2 𝑑𝑥

) 2𝑛
𝑛−2

≤ 𝐶
( ∫
𝐷

|∇𝑣 |2 𝑑𝑥
)1/2

= 𝐶

( ∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2

,

и из (27) будем иметь

𝛼

∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ≤ 𝐶
( ∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|𝑏 |𝑛 𝑑𝑥
)1/𝑛 ∫

𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (28)

Если𝑀 = ess sup
𝐷

𝑢 = ∞, то первый множитель в правой части (28) стремится к нулю при 𝑘 → ∞, что
приводит к противоречию.

Если же𝑀 < ∞, то ∇𝑢 = 0 почти всюду на множестве 𝐷 ∩ {𝑢 = 𝑀} и оценка (28) приобретает вид

𝛼 ≤ 𝐶
( ∫
𝑀𝑘

|𝑏 |𝑛 𝑑𝑥
)1/𝑛

,

где
𝑀𝑘 = {𝑥 ∈ 𝐷 : 𝑘 < 𝑢 (𝑥) < 𝑀}, ∇𝑢 (𝑥) ≠ 0}.

Ясно, что 𝑛-мерная мера Лебега множества𝑀𝑘 стремится к нулю при 𝑘 → 𝑀 , в силу чего( ∫
𝑀𝑘

|𝑏 |𝑛 𝑑𝑥
)1/𝑛

−→ 0 при 𝑘 → 𝑀,

и мы вновь приходим к противоречию, что и доказывает (24).
Рассмотрим оставшийся случай, когда 𝑛 = 2. Исходя из (26), пользуясь условием эллиптичности и

применяя в правой части (26) неравенство Гёльдера с другими показателями, придем к оценке

𝛼

∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ≤
( ∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|𝑏 |𝑝 𝑑𝑥
)1/𝑝 ( ∫

𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2 ( ∫

𝐷

|𝑣 |
2𝑝
𝑝−2 𝑑𝑥

) 2𝑝
𝑝−2

, (29)

где 𝑝 > 2. При 𝑛 = 2 по теореме вложения Соболева( ∫
𝐷

|𝑣 |
2𝑝
𝑝−2 𝑑𝑥

) 2𝑝
𝑝−2

≤ 𝐶
( ∫
𝐷

|∇𝑣 |2 𝑑𝑥
)1/2

= 𝐶

( ∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2
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и из (29) приходим к оценке

𝛼

∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ≤ 𝐶
( ∫
𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|𝑏 |𝑝 𝑑𝑥
)1/𝑝 ∫

𝐷∩{𝑢>𝑘 }

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥. (30)

Дальнейшие рассуждения, основанные на (30), ничем не отличаются от приведенных выше в случае
𝑛 > 2, что вновь влечет (24).

Оценка (25) доказывается аналогично. Нужно только заметить, что если функция 𝑢 является суперре-
шением уравнения, то эта же функция со знаком минус будет субрешением. Лемма доказана.

Следствие 1. При выполнении условий (2) либо (3) и (1) задача Дирихле (9) имеет единственное решение.
Доказательство теоремы 3. Определим для 𝜎 > 0 оператор L𝜎 формулой L𝜎𝑢 = L𝑢 − 𝜎𝑢. Из оценки
(12) леммы следует, что соответствующая оператору L𝜎 форма

L𝜎 (𝑢,𝑢) =
∫
𝐷

𝑎∇𝑢 · ∇𝑢 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢 𝑑𝑥 + 𝜎
∫
𝐷

𝑢2 𝑑𝑥

при достаточно большом 𝜎 = 𝜎0 (𝛼,𝑏, 𝑛, 𝑝) будет коэрцитивной, то есть

L𝜎 (𝑢,𝑢) ≥ 𝛼/2
∫
𝐷

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 .

Отметим, что при таком выборе 𝜎 = 𝜎0 билинейная форма

L𝜎0 (𝑢, 𝑣) =
∫
𝐷

𝑎∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥 −
∫
𝐷

(𝑏 · ∇𝑢)𝑣 𝑑𝑥 + 𝜎0

∫
𝐷

𝑢𝑣 𝑑𝑥 (31)

является ограниченной. Это следует из оценки (20), примененной к первым двум слагаемым в правой
части (31) и оценки ∫

𝐷

𝑢𝑣 𝑑𝑥 ≤ ∥𝑢∥𝐿2 (𝐷 ) ∥𝑣 ∥𝐿2 (𝐷 ) ≤ 𝐶 ∥𝑢∥ ◦
𝑊 1

2 (𝐷 )
∥𝑣 ∥ ◦

𝑊 1
2 (𝐷 )

,

вытекающей из неравенства Фридрихса. Таким образом, оператор L𝜎0 является ограниченным и коэрци-

тивным в гильбертовом пространстве 𝐻 =
◦
𝑊 1

2 (𝐷) .
Пусть 𝐻−1 — сопряженное пространство к 𝐻 . Определим оператор ℑ𝑢 : 𝐻 → 𝐻−1 равенством

ℑ = ℑ𝑢𝑣 =

∫
𝐷

𝑢𝑣 𝑑𝑥, 𝑣 ∈ 𝐻. (32)

Покажем, что отображение ℑ𝑢 является компактным. Для этого заметим, что отображение ℑ𝑢 можно
представить в виде композиции

ℑ𝑢 = ℑ1 ◦ ℑ2. (33)

Здесь ℑ2 : 𝐻 → 𝐿2 (𝐷) – естественное вложение. По теореме о компактности вложения Кондрашова –
Соболева [17, Теорема 7.22] оператор ℑ2 является компактным, а отображение ℑ1 : 𝐿2 (𝐷) → 𝐻−1

определено формулами (32) и (33). Из того, что оператор ℑ1 непрерывен и оператор ℑ2 компактен, следует
компактность оператора ℑ.

Уравнение L𝑢 = 𝑙 для 𝑢 ∈ 𝐻 , где 𝑙 – функционал в пространстве 𝐻−1, сопряженном к 𝐻 =
◦
𝑊 1

2 (𝐷),
эквивалентно уравнению L𝜎0𝑢 + 𝜎0ℑ𝑢𝑢 = 𝑙 . По лемме Лакса – Мильграма (см. [16]) обратный оператор
L−1

𝜎0 задает непрерывное взаимно однозначное отображение 𝐻−1 на 𝐻 . Поэтому, применяя этот оператор
к предыдущему уравнению, получаем эквивалентное уравнение

𝑢 + 𝜎0L−1
𝜎0 ℑ𝑢𝑢 = L−1

𝜎0 𝑙 . (34)

Отображение𝑇 = −𝜎0L−1
𝜎0 ℑ𝑢 в силу компактности ℑ также компактно. Следовательно, по альтернативе

Фредгольма (см., например, терема 5.3 [17, § 5.3]) существование функции 𝑢 ∈ 𝐻 , удовлетворяющей
уравнению (34), является следствием единственности в 𝐻 тривиального решения уравнения L𝑢 = 0.
Теперь однозначная разрешимость задачи Зарембы (1) вытекает из следствия к лемме .

Перейдем к доказательству оценки (10). Для этого определимформально сопряженный дляL оператор
L★ формулой

L★𝑢 := div(𝑎(𝑥)∇𝑢) − div(𝑏 (𝑥)𝑢).
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Поскольку для соответствующих билинейных форм L★(𝑢, 𝑣) = L(𝑣,𝑢) при 𝑢, 𝑣 ∈
◦
𝑊 1

2 (𝐷), оператор L★

сопряжен оператору L в гильбертовом пространстве 𝐻 . Заменяя в предыдущем рассуждении L на L★,
мы видим, что уравнение L𝜎𝑢 = 𝑙 эквивалентно уравнению

𝑢 + (𝜎0 − 𝜎)L−1
𝜎 ℑ𝑢𝑢 = L−1

𝜎0 𝑙

и сопряженный оператор 𝑇★ компактного отображения 𝑇𝜎 = (𝜎0 − 𝜎)L−1
𝜎0 ℑ (см. (32)) дается формулой

𝑇★
𝜎 = (𝜎0 − 𝜎) (L★

𝜎0 )
−1ℑ.

Используя теперь теорему о сжимающих отображениях в банаховом пространстве (см., например,
теорема 5.1 [17, §5.1]), мы приходим к следующему утверждению, аналогичному теореме 8.6 из §8.2
монографии [17].
Лемма 4. Если выполнены условия(2) и (1), то существует не более чем счетное дискретное множество
Σ ∈ (−∞, 0) такое, что если 𝜎 ∉ Σ, то задачи Дирихле для уравнений L𝜎𝑢 = 𝑙 и L★

𝜎𝑢 = 𝑙 однозначно

разрешимы в
◦
𝑊 1

2 (𝐷) для произвольного линейного функционала 𝑙 в пространстве, сопряженном к
◦
𝑊 1

2 (𝐷).
Для доказательства оценки (10) рассмотрим оператор 𝐺𝜎 : 𝐻★ → 𝐻 , определяемый равенством

𝐺𝜎 = L−1
𝜎 при 𝜎 ∉ Σ. Этот оператор естественно назвать оператором Грина задачи Дирихле (9). Используя

альтернативу Фредгольма (см., например, теорему 5.3 из [17, §5.3]), заключаем, что этот оператор является
ограниченным, и, следовательно, справедлива оценка (10). Теорема 3 доказана.

3. Доказательство основных результатов. Доказательство обеих теорем основано на получении
обратного неравенства Гёльдера для градиента решения задачи Дирихле (1) с последующимприменением
обобщённой леммы Геринга.
Доказательство теоремы 1. Обозначим через 𝑄𝑥0

𝑅
открытый куб с центром в точке 𝑥0 и рёбрами длиной

2𝑅, где 𝑅 ≤ 1, которые параллельны координатным осям. Ниже полагается

−
∫

𝑄
𝑥0
𝑅

𝑓 𝑑𝑥 =
1

|𝑄𝑥0
𝑅
|

∫
𝑄

𝑥0
𝑅

𝑓 𝑑𝑥,

где |𝐸 | обозначает 𝑛-мерную меру множества 𝐸 ⊂ R𝑛 .
Продолжим функцию 𝑢 нулём вне области 𝐷 . Сначала рассмотрим случай, когда𝑄𝑥0

3𝑅/2 ⊂ 𝐷 и выберем
в интегральном тождестве (4) пробную функцию 𝜑 = (𝑢 − 𝜆)𝜂2, где

𝜆 = −
∫

𝑄
𝑥0
3𝑅/2

𝑢, 𝑑𝑥,

а срезающаяфункция𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝑄𝑥0

3𝑅/2) такова, что 0 ≤ 𝜂 ⩽ 1,𝜂 = 1 в𝑄𝑥0
𝑅
и |∇𝜂 | ⩽ 𝐶𝑅−1. Тогда (4) преобразуется

к виду ∫
𝑄

𝑥0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 =

∫
𝑄

𝑥0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥 − 2
∫

𝑄
𝑥0
3𝑅/2

𝜂 (𝑢 − 𝜆)∇𝑢 · ∇𝜂 𝑑𝑥+

+ 2
∫

𝑄
𝑥0
3𝑅/2

𝑓 (𝑢 − 𝜆)𝜂 · ∇𝜂 𝑑𝑥 +
∫

𝑄
𝑥0
3𝑅/2

𝜂2 𝑓 · ∇𝑢 𝑑𝑥.
(35)

Оценим сначала первое слагаемое в правой части тождества (35), имея в виду, что 𝑛 > 2. Из представления
младших коэффицентов (8) вытекает, что∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥 =

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥 +
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥. (36)

Для первого интеграла из правой части в (36) имеем���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ 𝑅 ∥ 𝑏 ∥𝐿∞ (𝐷 )

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |
����𝑢 − 𝜆
𝑅

����𝜂2 𝑑𝑥 .

Поскольку 𝑅 ⩽ 1 и 0 ⩽ 𝜂 ⩽ 1, то, пользуясь неравенством Коши с 𝜀 > 0, найдем���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ 𝜀 ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝜀) ∥ 𝑏 ∥2
𝐿∞ (𝐷 ) 𝑅

−2
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥. (37)
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Второй интеграл в правой части (36) оценим с помощью неравенства Гёльдера, в силу которого���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽
⩽ 𝑅

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|𝑏 |2𝜂2
(
𝑢 − 𝜆
𝑅

)2
𝑑𝑥

)1/2
⩽ (38)

⩽ 𝑅 ∥ 𝑏 ∥𝐿𝑛 (𝐷 )

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

���� (𝑢 − 𝜆)𝜂
𝑅

���� 2𝑛
𝑛−2

𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

.

По неравенству Соболева( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

���� (𝑢 − 𝜆)𝜂
𝑅

���� 2𝑛
𝑛−2

𝑑𝑥

) 𝑛−2
2𝑛

⩽ 𝐶 (𝑛)
(( ∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑦

)1/2
+

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 |∇𝜂 |2 𝑑𝑥
)1/2)

. (39)

Поскольку 𝑅 ⩽ 1, то из (38), (39) и представления (8) найдем���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ 𝐶 (𝑛)𝜃 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2 (( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2
+

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 |∇𝜂 |2 𝑑𝑥
)1/2)

,

в силу чего���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑦

���� ⩽ 𝐶 (𝑛)𝜃 ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝑛)𝜃
( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 |∇𝜂 |2 𝑑𝑥
)1/2)

.

Отсюда по неравенству Коши получим���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ 𝐶 (𝑛)𝜃 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 +
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 |∇𝜂 |2 𝑑𝑥
)
. (40)

В итоге, из оценок (37) и (40) в силу (36) с учетом выбора срезающей функции 𝜂 будем иметь���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ (𝜀 +𝐶 (𝑛)𝜃 )
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 + (𝐶 (𝜀) ∥ 𝑘 ∥2
𝐿∞ (𝐷 ) +𝐶 (𝑛)𝜃 )𝑅

−2
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥. (41)

Оценим теперь оставшиеся интегралы в правой части интегрального равенства (35). Для второго
слагаемого получаем���� ∫

𝑄
𝑥0
3𝑅/2

𝜂 (𝑢 − 𝜆)∇𝑢 · ∇𝜂 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝜀 ∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑦 + 𝐶 (𝜀)
𝑅2

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥 . (42)

Третье слагаемое оценивается следующим образом:���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

𝑓 (𝑢 − 𝜆)𝜂 · ∇𝜂 𝑑𝑥
���� ⩽ ∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|𝑓 |2 𝑑𝑥 + 𝐶

𝑅2

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥 . (43)

Для четвертого слагаемого выводим���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

𝜂2 𝑓 · ∇𝑢 𝑑𝑥
���� ⩽ 𝜀 ∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 +𝐶 (𝜀)
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|𝑓 |2 𝑑𝑥 . (44)

В результате, пользуясь (35), учитывая последние оценки (41)-(44), после соответствующего выбора 𝜀
и 𝜎 придем к неравенству∫

𝑄
𝑦0
𝑅

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ⩽ 𝐶 (𝑛,𝑏)
(

1
𝑅2

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥 +
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|𝑓 |2 𝑑𝑥
)
. (45)
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Далее, из неравенства Пуанкаре – Соболева(
−
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥

)1/2
⩽ 𝐶 (𝑛)𝑅

(
−
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |𝑞 𝑑𝑥
)1/𝑞

, 𝑞 =
2𝑛
𝑛 + 2

и из (45) найдем (
−
∫

𝑄
𝑦0
𝑅

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2
⩽ 𝐶 (𝑛,𝑏)

( (
−
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|∇𝑢 |𝑞 𝑑𝑥
)1/𝑞

+
(

−
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|𝑓 |2 𝑑𝑥
)1/2)

. (46)

Рассмотрим теперь случай, когда 𝑄𝑦0
3𝑅/2 ∩ 𝐹𝑅0 ≠ Ø. Выбирая в интегральном тождестве (4) пробную

функцию 𝜑 = 𝑢𝜂2 с той же срезающей функцией 𝜂, получим∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 =

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

𝑏 · ∇𝑢 𝑢𝜂2 𝑑𝑥 − −2
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

𝜂𝑢∇𝑢 · ∇𝜂 𝑑𝑥 − 2
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

𝑓 𝑢𝜂 · ∇𝜂 𝑑𝑥 −
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

𝜂2 𝑓 · ∇𝑢 𝑑𝑥.
(47)

Все интегралы в правой части (47) оцениваются точно так же, как и выше вплоть до (45). В результате
приходим к оценке (45), в которой 𝜆 = 0. Перепишем эту оценку в виде∫

𝑄
𝑦0
𝑅

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ⩽ 𝐶 (𝑛,𝑏)
(

1
𝑅2

∫
𝑄

𝑦0
2𝑅

𝑢2 𝑑𝑥 +
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|𝑓 |2 𝑑𝑥
)
. (48)

Далее заметим, что поскольку𝑄𝑥0
3𝑅/2 ∩ 𝜕𝐷 ≠ Ø и область 𝐷 липшицева, то| (R𝑛 \𝐷) ∩𝑄𝑥0

2𝑅 | ≥ 𝑐 (𝐷)𝑅𝑛 для
достаточно малого 𝑅. Поэтому по неравенству Соболева(

−
∫

𝑄
𝑥0
2𝑅

𝑢2 𝑑𝑥

) 1
2

⩽ 𝐶 (𝑛, 𝐷) 𝑅
(

−
∫

𝑄
𝑥0
2𝑅

|∇𝑢 |𝑞 𝑑𝑥
) 1
𝑞

. (49)

Откуда вновь приходим к оценке (46). Ясно, что оценка (46) выполнена и для кубов с центрами, лежащими
вне области 𝐷 . Таким образом, оценка (46) справедлива во всех рассматриваемых случаях.

Из (46) оценки, справедливой для всех рассматриваемых кубов𝑄𝑦0
𝑅
, и обобщённой леммы Геринга (см.

[18], [19], а также [20, гл. VII]) вытекает, что в предположении 𝑓 ∈ 𝐿2+𝛿0 (𝐷), где 𝛿0 > 0, имеет место оценка

∥∇𝑢∥𝐿2+𝛿 (𝐷 ) ⩽ 𝐶 (𝑛,𝑏, 𝛿0, 𝐷) (∥∇𝑢∥𝐿2 (𝐷 ) + ∥ 𝑓 ∥𝐿2+𝛿 (𝐷 ) ). (50)

Оценим первое слагаемое в правой части (50) с помощью оценки (10) теоремы 3. Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2. Схема рассуждений остается такой же, как и в доказательстве теоремы 1.
Поэтомуприведемотличительные особенностиплоского случая. Отличие состоит только в другом способе
оценки первого интеграла в правой части интегральных равенств (35) и (47). Сначала предположим,
что 𝑄𝑦0

3𝑅/2 ⊂ 𝐾𝑅0 \ 𝐹𝑅0 . Первый интеграл в правой части (35) оценивается по неравенству Гёльдера, в силу
которого ���� ∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽
⩽ 𝑅

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|𝑏 |2𝜂2
(
𝑢 − 𝜆
𝑅

)2
𝑑𝑥

)1/2
⩽ (51)

⩽ 𝑅

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|𝑏 |𝑝𝜂𝑝 𝑑𝑥
)2/𝑝 ( ∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

����𝑢 − 𝜆
𝑅

���� 2𝑝
𝑝−2

𝑑𝑥

) 𝑝−2
2𝑝

.

Далее, по неравенству Пуанкаре – Соболева( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

����𝑢 − 𝜆
𝑅

���� 2𝑝
𝑝−2

𝑑𝑥

) 𝑝−2
2𝑝

⩽ 𝐶 (𝑝)
( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |𝑞1 𝑑𝑥

)1/𝑞1

, (52)
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где 𝑞1 =
𝑝

𝑝−1 . Из (52) и (51), учитывая, что 0 ⩽ 𝜂 ⩽ 1, найдем���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ 𝐶 (𝑝)𝑅 ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2
∥ 𝑏 ∥2

𝐿𝑝 (𝑄
𝑦0
3𝑅/2 )

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |𝑞1 𝑑𝑥

)1/𝑞1

.

По неравенству Коши с 𝜀 > 0���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢) (𝑢 − 𝜆)𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ 𝜀 ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 + 𝐶 (𝑝)
4𝜀

𝑅2 ∥ 𝑏 ∥4
𝐿𝑝 (𝑄

𝑦0
3𝑅/2 )

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |𝑞1 𝑑𝑥

)2/𝑞1

. (53)

Оставшиеся интегралы в правой части интегрального равенства (35) оцениваются точно так же,
как и в (42)–(44). В результате, поскольку 𝑅 ⩽ 1, то, пользуясь (35), учитывая последние оценки после
соответствующего выбора 𝜀, придем к неравенству

−
∫

𝑄
𝑦0
𝑅

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ⩽ 𝐶 (𝑏, 𝑝)
(

1
𝑅2 −

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥 + −
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|𝑓 |2 𝑑𝑥 +
(

−
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |𝑞1 𝑑𝑥

)2/𝑞1
)
. (54)

В силу неравенства Пуанкаре – Соболева(
−
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

(𝑢 − 𝜆)2 𝑑𝑥

)1/2
⩽ 𝐶 (𝑝)𝑅

(
−
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |𝑞1 𝑑𝑥

)1/𝑞1

, 𝑞1 =
𝑝

𝑝 − 1
,

и из (54) найдем (
−
∫

𝑄
𝑦0
𝑅

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥
)1/2
⩽ 𝐶 (𝑏, 𝑝)

( (
−
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|∇𝑢 |𝑞1 𝑑𝑥

)1/𝑞1

+
(

−
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|𝑓 |2 𝑑𝑥
)1/2)

. (55)

Если 𝑄𝑦0
3𝑅/2 ∩ 𝐹𝑅0 ≠ Ø, то первый интеграл в правой части (47) оценивается по неравенству Гёльдера

точно так же, как в (51). В результате будем иметь���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ ( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥

)1/2
∥ 𝑏 ∥2

𝐿𝑝 (𝑄
𝑦0
3𝑅/2 )

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|𝑢 |
2𝑝
𝑝−2 𝑑𝑥

) 𝑝−2
2𝑝

.

Отсюда и по неравенству Коши с 𝜀 > 0 выводим���� ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

(𝑏 · ∇𝑢)𝑢𝜂2 𝑑𝑥

���� ⩽ 𝜀 ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|∇𝑢 |2𝜂2 𝑑𝑥 + 𝐶 (𝑝,𝑏)
4𝜀

( ∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

|𝑢 |
2𝑝
𝑝−2 𝑑𝑥

) 𝑝−2
𝑝

. (56)

Оставшиеся интегралы в правой части (47) оцениваются так же, как и в случае 𝑛 > 2. В результате,
пользуясь (56), после соответствующего выбора 𝜀 придем к оценке∫

𝑄
𝑦0
𝑅

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ⩽ 𝐶 (𝑏, 𝑝)
(( ∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|𝑢 |
2𝑝
𝑝−2 𝑑𝑥

) 𝑝−2
𝑝

+ 1
𝑅2

∫
𝑄

𝑦0
3𝑅/2

𝑢2 𝑑𝑥 +
∫

𝑄
𝑦0
3𝑅/2

|𝑓 |2 𝑑𝑥
)
.

Поскольку 𝑅 ⩽ 1, то, применяя неравенство Гёльдера ко второму интегралу в правой части данного
неравенства, получим ∫

𝑄
𝑦0
𝑅

|∇𝑢 |2 𝑑𝑥 ⩽ 𝐶 (𝑏, 𝑝)
(
𝑅

4−2𝑝
𝑝

( ∫
𝑄

𝑦0
2𝑅

|𝑢 |
2𝑝
𝑝−2 𝑑𝑥

) 𝑝−2
𝑝

+
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|𝑓 |2 𝑑𝑥
)
. (57)

Далее заметим, что поскольку 𝑄𝑥0
3𝑅/2 ∩ 𝜕𝐷 ≠ Ø и область 𝐷 липшицева, то | (R𝑛 \ 𝐷) ∩𝑄𝑥0

2𝑅 | ≥ 𝑐 (𝐷)𝑅2

для достаточно малого 𝑅. Первый интеграл в правой части (57) по неравенству Соболева оценивается
следующим образом: (

−
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|𝑢 |
2𝑝
𝑝−2 𝑑𝑥

) 𝑝−2
2𝑝

⩽ 𝐶 (𝑝)𝑅
(
−
∫

𝑄
𝑦0
2𝑅

|∇𝑢 |𝑞1 𝑑𝑥

) 1
𝑞1
.
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Отсюда вновь приходим к оценке (55). Ясно, что оценка (55) выполнена и для кубов с центрами, лежащими
вне области 𝐷 . Таким образом, оценка (55) справедлива во всех рассматриваемых случаях.

Дальнейшие рассуждения, основанные на использовании упоминавшейся ранее леммы Геринга,
ничем не отличаются от приведенных выше. Из (55) и обобщенной леммы Геринга придем к оценке (50),
в которой постоянные 𝐶 и 𝛿 дополнительно зависят от 𝑝 . Оцениваем первое слагаемое в правой части
(50) с помощью оценки (10) теоремы 3. Теорема 2 доказана.
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