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Аннотация. Исследованы вопросы разрешимости задачи типа Коши для квазилинейных уравнений, разрешенных
относительно старшей дробной производной Римана – Лиувилля, оператор в линейной части при неизвестной
функции в уравнении предполагается секториальным. При этом нелинейный оператор зависит от дробных про-
изводных младшего порядка с произвольной дробной частью. Получены теоремы о локальном и глобальном
существовании единственного решения при условии локальной липшицевости и липшицевости нелинейного
оператора соответственно в случае его непрерывности в норме графика секториального оператора. Задача типа Коши
для квазилинейного уравнения сводится к интегро-дифференциальному уравнению в специально подобранном
функциональном пространстве. Для доказательства существования единственного решения используется теорема
Банаха о неподвижной точке сжимающего отображения в полном метрическом пространстве. Полученный абстракт-
ный результат использован при исследовании вопросов существования и единственности решения одного класса
начально-краевых задач для нелинейных уравнений в частных производных с многочленами от самосопряженного
эллиптического оператора по пространственным переменным и с дробными производными по времени.
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1. Введение. Изучение функционально-аналитических аспектов интегро-дифференциальных уравне-
ний, содержащих производные дробного порядка, в настоящее время является актуальной задачей в
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связи со все более широким использованием таких уравнений в качестве математических моделей раз-
личных процессов [1, 2, 3]. Задачи для уравнений с различными дробными производными в банаховых
пространствах исследовались в работах J. Prüss [4] (в форме интегральных уравнений), Э. Г. Бажлековой
[5, 6], А. В. Глушака (см. [7, 8]) и др.

В работе [9] введен в рассмотрение класс операторов A𝛼 , для которых уравнение 𝐶𝐷𝛼𝑧 (𝑡) = 𝐴𝑧 (𝑡) в
банаховом пространстве с дробной производной Герасимова — Капуто 𝐶𝐷𝛼𝑧 и оператором 𝐴 ∈ A𝛼 имеет
аналитическое в секторе разрешающее семейство операторов. В [10] получена теорема о существовании
единственного решения неоднородного линейного уравнения, а в работах [11, 12, 13] исследованы
вопросы однозначной разрешимости квазилинейных уравнений с оператором 𝐴 ∈ A𝛼 в линейной части
и производной Герасимова — Капуто.

Существование единственного решения для линейного уравнения с дробной производной Римана —
Лиувилля 𝐷𝛼𝑧 и оператором 𝐴 ∈ A𝛼 доказано в [14, 15]. Соответствующие квазилинейные уравнения
изучены в [16, 17], при этом нелинейный оператор предполагается зависящим только от производных
порядков 𝛼 −𝑚,𝛼 −𝑚 + 1, . . . , 𝛼1, чтобы избежать появления дефекта задачи типа Коши, возникающего
в случае нескольких дробных производных Римана — Лиувилля в уравнении (см. [18]). Локальная
однозначная разрешимость задачи типа Коши для квазилинейных уравнений с несколькими произ-
водными Римана — Лиувилля произвольных порядков в линейной и нелинейной частях уравнения
исследована в [19] с использованием непрерывности в норме графика нелинейного оператора и в [20] —
с использованием его гельдеровости.

В данной работе исследуется квазилинейное дифференциальное уравнение в банаховом пространстве
Z вида

𝐷𝛼𝑧 (𝑡) = 𝐴𝑧 (𝑡)+
+𝐵(𝑡, 𝐷𝛼−𝜚−𝑚𝑧 (𝑡), 𝐷𝛼−𝜚−𝑚+1𝑧 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1𝑧 (𝑡), 𝐷𝛾1𝑧 (𝑡), 𝐷𝛾2𝑧 (𝑡), . . . , 𝐷𝛾𝑞𝑧 (𝑡)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) (1)

с линейным оператором𝐴 ∈ A𝛼 , нелинейным отображением 𝐵 и несколькими дробными производными
Римана – Лиувилля 𝐷𝛿𝑧 при 𝛿 > 0 и дробными интегралами Римана – Лиувилля 𝐷𝛿𝑧 при 𝛿 < 0.
Здесь 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝛾1 < 𝛾2 < · · · < 𝛾𝑛 < 𝛼 − 1, 𝑛𝑖 − 1 < 𝛾𝑖 ≤ 𝑛𝑖 ∈ Z, 𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 ≠ 𝛼 − 𝑚, 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑞. В предположении непрерывности нелинейного оператора 𝐵 в норме графика оператора 𝐴
будут исследованы вопросы локальной и глобальной разрешимости задачи типа Коши для уравнения (1).
Заметим, что в используемом в [19] функциональном пространстве решений, включающем требование
на старшую производную 𝐷𝛼 , нет возможности доказать теорему о глобальной разрешимости, поэтому в
данной работе для этой цели введено в рассмотрение другое функциональное пространство 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z).
Для этого пространства сначала получен ряд вспомогательных результатов. С их помощью посредством
теорем о неподвижной точке сначала доказано локальное существование единственного решения задачи
типа Коши для уравнения (1), а затем и однозначная глобальная разрешимость (т. е. на любом заданном
отрезке) для этой задачи. Полученные результаты проиллюстрированы на примере одного класса
начально-краевых задач.

2. Предварительные сведения. Пусть Z — банахово пространство, L(Z) — пространство линейных
ограниченных операторов вZ и C𝑙 (Z) — множество линейных замкнутых плотно определённых вZ
операторов. Для ℎ : (𝑡0,∞) → Z определим интеграл Римана — Лиувилля порядка 𝛽 > 0

𝐽 𝛽ℎ(𝑡) :=
1

Γ(𝛽)

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛽−1ℎ(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 > 0,

𝐽 0 будет означать тождественный оператор. Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝐷𝑚 — обычная производная
порядка𝑚, 𝐷𝛼 — дробная производная Римана — Лиувилля порядка 𝛼 , т. е. 𝐷𝛼ℎ(𝑡) := 𝐷𝑚 𝐽𝑚−𝛼ℎ(𝑡). При
𝛽 < 0 будем использовать обозначение 𝐷𝛽ℎ(𝑡) := 𝐽 −𝛽ℎ(𝑡).

Через 𝐷𝐴 будем обозначать область определения оператора 𝐴 ∈ C𝑙 (Z), снабженную его нормой
графика ∥ · ∥𝐷𝐴

= ∥ · ∥Z + ∥𝐴 · ∥Z . В силу замкнутости оператора𝐴 множество𝐷𝐴 с нормой графика является
банаховым пространством. Обозначим также 𝜌 (𝐴) := {𝜇 ∈ C : (𝜇𝐼 −𝐴)−1 ∈ L(Z)}, 𝑅𝜇 (𝐴) := (𝜇𝐼 −𝐴)−1 при
𝜇 ∈ 𝜌 (𝐴).

Определение 2.1. Пусть 𝜃0 ∈ (0, 𝜋/2), 𝑎0 ≥ 0. Через A𝛼 (𝜃0, 𝑎0) обозначим класс операторов 𝐴 ∈ C𝑙 (Z),
для которых выполняются следующие условия:
(i) для любого 𝜆 ∈ 𝑆𝜃0,𝑎0 := {𝜇 ∈ C : | arg(𝜇 − 𝑎0) | < 𝜃, 𝜇 ≠ 𝑎0} выполняется включение 𝜆𝛼 ∈ 𝜌 (𝐴);
(ii) для любых 𝜃 ∈ (𝜋/2, 𝜃0), 𝑎 ≥ 𝑎0 найдется такое 𝐾 = 𝐾 (𝜃, 𝑎) > 0, что

∀𝜆 ∈ 𝑆𝜃,𝑎 ∥𝑅𝜆𝛼 (𝐴)∥L(Z) ≤
𝐾 (𝜃, 𝑎)
|𝜆 |𝛼 . (2)

Замечание 2.1. В предыдущих работах использовалось неравенство

∀𝜆 ∈ 𝑆𝜃,𝑎 ∥𝑅𝜆𝛼 (𝐴)∥L(Z) ≤
𝐾 (𝜃, 𝑎)

|𝜆 − 𝑎 | |𝜆 |𝛼−1 (3)
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в условии (ii) определения 2.1. Покажем, что эти условия эквивалентны. Действительно, импликация из
(2) в (3) очевидна. Обратно, в силу (3) при любых 𝜃 ∈ (𝜋/2, 𝜃0), 𝑎 > 𝑎0 имеем

∥𝑅𝜆𝛼 (𝐴)∥L(Z) ≤
𝐾 (𝜃, 𝑎+𝑎0

2 )
|𝜆 − 𝑎+𝑎0

2 | |𝜆 |𝛼−1 ,

так как 𝑎+𝑎0
2 > 𝑎0. При этом |𝜆 − 𝑎+𝑎0

2 |−1 ≤ 𝐶 (𝜃, 𝑎) |𝜆 |−1 для всех 𝜆 ∈ 𝑆𝜃,𝑎 , поэтому (2) выполняется с
константой 𝐾 (𝜃, 𝑎) = 𝐶 (𝜃, 𝑎)𝐾 (𝜃, 𝑎+𝑎0

2 ).
Лемма 2.1. [14]. Пусть 𝛼 > 0, 𝐴 ∈ A𝛼 (𝜃0, 𝑎0), 𝛽 ∈ R,

𝑍𝛽 (𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫
Γ

𝜇𝛼−1+𝛽𝑅𝜇𝛼 (𝐴)𝑒𝜇𝑡𝑑𝜇, 𝑡 ∈ R+,

Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ± = {𝜇 ∈ C : 𝜇 = 𝑎 + 𝑟𝑒±𝑖𝜃 , 𝑟 ∈ (𝛿,∞)}, Γ0 = {𝜇 ∈ C : 𝜇 = 𝑎 + 𝛿𝑒𝑖𝜑 , 𝜑 ∈ (−𝜃, 𝜃 )} при 𝛿 > 0,
𝑎 > 𝑎0, 𝜃 ∈ (𝜋/2, 𝜃0). Тогда 𝑍𝛽 допускает аналитическое продолжение в сектор Σ𝜃0−𝜋/2 := {𝜏 ∈ C : | arg𝜏 | <
𝜃0 − 𝜋/2, 𝜏 ≠ 0} и при всех 𝑎 > 𝑎0, 𝜃 ∈ (𝜋/2, 𝜃0) существует такое 𝐶𝛽 = 𝐶𝛽 (𝜃, 𝑎), что для всех 𝜏 ∈ Σ𝜃−𝜋/2

∥𝑍𝛽 (𝜏)∥L(Z) ≤ 𝐶𝛽 (𝜃, 𝑎)𝑒𝑎Re𝜏 ( |𝜏 |−1 + 𝑎)𝛽 , 𝛽 ≥ 0,

∥𝑍𝛽 (𝜏)∥L(Z) ≤ 𝐶𝛽 (𝜃, 𝑎)𝑒𝑎Re𝜏 |𝜏 |−𝛽 , 𝛽 < 0.

Обозначим
A𝛼 :=

⋃
𝜃0∈ (𝜋/2,𝜋 ]

𝑎0≥0

A𝛼 (𝜃0, 𝑎0)

и сформулируем два варианта теоремы об однозначной разрешимости задачи типа Коши для неодно-
родного линейного уравнения, которые были доказаны в [14] и [15].

Теорема 2.1. [14]. Пусть 𝛼 > 0, 𝐴 ∈ A𝛼 , 𝑓 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 );𝐷𝐴). Тогда при любых начальных данных
𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚−1 ∈ 𝐷𝐴 функция

𝑧 (𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑍𝑚−𝛼−𝑘 (𝑡)𝑧𝑘 +
𝑡∫

0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 (4)

является единственным решением задачи типа Коши

𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑧 (0) = 𝑧𝑘 , 𝑘 = 0, . . . ,𝑚 − 1, (5)

для уравнения
𝐷𝛼𝑧 (𝑡) = 𝐴𝑧 (𝑡) + 𝑓 (𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (6)

Теорема 2.2. [15]. Пусть 𝛼 > 0,𝐴 ∈ A𝛼 , 𝑓 ∈ 𝐶𝛾 ( [0,𝑇 );Z),𝛾 ∈ (0, 1]. Тогда при любых 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚−1 ∈ 𝐷𝐴
функция (4) является единственным решением задачи типа Коши (5), (6).

3. Локальная разрешимость. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N. Рассмотрим квазилинейное уравнение

𝐷𝛼𝑧 (𝑡) = 𝐴𝑧 (𝑡) + 𝐵(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝜚𝑧 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝜚+1𝑧 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1𝑧 (𝑡), 𝐷𝛾1𝑧 (𝑡), . . . , 𝐷𝛾𝑞𝑧 (𝑡)), (7)

где𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝜚 ∈ N0 := N∪ {0}, 𝑞 ∈ N, 𝛾1 < 𝛾2 < · · · < 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1, 𝑛𝑖 − 1 < 𝛾𝑖 ≤ 𝑛𝑖 ∈ Z, 𝛾𝑖 −𝑛𝑖 ≠ 𝛼 −𝑚,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. Некоторые 𝛾𝑖 могут быть отрицательными. Пусть 𝑖0 := min{𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑞} : 𝛾𝑖 > 0}, если
{𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑞} : 𝛾𝑖 > 0} не пусто, при 𝛾𝑞 ≤ 0 будем считать, что 𝑖0 := 𝑞 + 1.

Определим 𝛾 := max{𝛾𝑖 : 𝛾𝑖 −𝑚𝑖 < 𝛼 −𝑚, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞}, 𝑛 := ⌈𝛾⌉, 𝛾 := max{𝛾𝑖 : 𝛾𝑖 −𝑚𝑖 > 𝛼 −𝑚, 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑞}, 𝑛 := ⌈𝛾⌉, 𝑛∗ := max{𝑛 − 1, 𝑛}. В работе [18] 𝑛∗ называется дефектом задачи типа Коши.

Дляисследования уравнения (7) потребуется существование конечныхпределов lim
𝑡→𝑡0

𝐷𝛾𝑖𝑧 (𝑡) := 𝐷𝛾𝑖𝑧 (𝑡0),
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, поэтому определим 𝜇∗ := max{𝑛∗ + 1, 0}. В итоге, с учетом следствий 1–4 [18] для уравнения
(7) будем рассматривать задачу

𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑧 (𝑡0) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜇∗ − 1, 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑧 (𝑡0) = 𝑧𝑘 , 𝑘 = 𝜇∗, 𝜇∗ + 1, . . . ,𝑚 − 1. (8)

Пусть 𝑍 — открытое подмножество в R × Z𝑚+𝜚+𝑞 , отображение 𝐵 : 𝑍 → Z локально липшицево в
норме 𝐷𝐴, т. е. для каждого (𝑡, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚+𝜚+𝑞) ∈ 𝑍 существуют окрестность 𝑉 ⊂ 𝑍 , 𝑙 > 0, такие, что для
всех (𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚+𝜚+𝑞), (𝑡, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚+𝜚+𝑞) ∈ 𝑉

∥𝐵(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚+𝜚+𝑞) − 𝐵(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚+𝜚+𝑞)∥𝐷𝐴
≤ 𝑙

𝑚+𝜚+𝑞∑︁
𝑘=1

∥𝑥𝑘 − 𝑦𝑘 ∥Z . (9)
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Решением задачи типа Коши (8) для уравнения (7) на отрезке [𝑡0, 𝑡1] будем называть функцию
𝑧 ∈ 𝐶 ((𝑡0, 𝑡1];𝐷𝐴), такую, что 𝐽𝑚−𝛼𝑧 ∈ 𝐶𝑚 ((𝑡0, 𝑡1];Z) ∩𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), 𝐷𝛾𝑖𝑧 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞,
выполнены условия (8), включение

(𝑡, 𝐷𝛼−𝑚−𝜚𝑧 (𝑡), 𝐷𝛼−𝑚−𝜚+1𝑧 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1𝑧 (𝑡), 𝐷𝛾1𝑧 (𝑡), 𝐷𝛾2𝑧 (𝑡), . . . , 𝐷𝛾𝑞𝑧 (𝑡)) ∈ 𝑍

при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] и равенство (7) при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1].
Лемма 3.1. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝛾 ∈ (0, 1]. Тогда линейное пространство

𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z) := {𝑥 ∈ 𝐶 ((𝑡0, 𝑡1];Z) : (𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼𝑥 (𝑡) ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), 𝐽𝑚−𝛼𝑥 ∈ 𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡1];Z)}

с нормой ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) := ∥ 𝐽𝑚−𝛼𝑥 ∥𝐶𝑚−1 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) + ∥(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼𝑥 (𝑡)∥𝐶 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) является банаховым.
Доказательство. Аксиомы нормы могут быть проверены непосредственно. Пусть последовательность
{𝑥𝑘 } фундаментальна в 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z), тогда существуют пределы 𝑦 := lim

𝑘→∞
(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼𝑥𝑘 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];𝑍 ),

𝑦1 (𝑡) := lim
𝑘→∞

𝐽𝑚−𝛼𝑥𝑘 ∈ 𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡1];𝑍 ). Положим при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1] 𝑥 (𝑡) := (𝑡 − 𝑡0)𝛼−𝑚𝑦 (𝑡) = lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 (𝑡) в
пространстве Z. Ограниченность последовательности {𝑥𝑘 } в 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z) влечет неравенство ∥𝑥𝑘 (𝑡)∥Z ≤
𝐶 (𝑡 − 𝑡0)𝛼−𝑚 при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1], 𝑘 ∈ N, тогда

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑚−𝛼−1

Γ(𝑚 − 𝛼) 𝑥𝑘 (𝑠)𝑑𝑠


Z

≤ 𝐶
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑚−𝛼−1

Γ(𝑚 − 𝛼) (𝑠 − 𝑡0)𝛼−𝑚𝑑𝑠 = 𝐶Γ(𝛼 −𝑚 + 1).

По теореме Лебега существует 𝐽𝑚−𝛼𝑥 = 𝐽𝑚−𝛼 lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = lim
𝑘→∞

𝐽𝑚−𝛼𝑥𝑘 = 𝑦1 ∈ 𝐶𝑚−1 ( [𝑡0, 𝑡1];𝑍 ).
Лемма 3.2. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N. Тогда при любом 𝑘 ∈ Z, 𝑘 < 𝑚 − 1 существует такое 𝐶 > 0, что

при всех 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z), 𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑠) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑡)∥Z ≤ 𝐶 ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) |𝑠 − 𝑡 |.

Доказательство. При 𝑘 ∈ Z, 𝑘 < −1, 𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], 𝑠 < 𝑡 в силу определения дробного интеграла Римана —
Лиувилля и теоремы Лагранжа

𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑠) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑡) = (𝑠 − 𝑡)𝐷𝛼−𝑚+𝑘+1𝑥 (𝜉) = (𝑠 − 𝑡) 𝐽 −𝑘−1 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝜉) =

= (𝑠 − 𝑡)
𝜉∫

𝑡0

(𝜉 − 𝜏)−𝑘−2

Γ(−𝑘 − 1) 𝐽
𝑚−𝛼𝑥 (𝜏)𝑑𝜏

при некотором 𝜉 , расположенном между точками 𝑠 и 𝑡 . Поэтому

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑠) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑡)∥Z ≤ (𝑠 − 𝑡)∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z)
(𝑡1 − 𝑡0)−𝑘−1

Γ(−𝑘) .

Для 𝑘 ∈ {−1, 0, . . . ,𝑚 − 2}

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑠) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑡)∥Z ≤ (𝑠 − 𝑡) max
𝜏∈[𝑠,𝑡 ]

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘+1𝑥 (𝜏)∥Z ≤ ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) (𝑠 − 𝑡).

Замечание 3.1. В условиях леммы 3.2 легко получить, что при любом 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z), 𝑘 ∈ Z, 𝑘 < 0

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 ∥𝐶 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) ≤
(𝑡1 − 𝑡0)−𝑘
Γ(1 − 𝑘) ∥ 𝐽𝑚−𝛼𝑥 ∥𝐶 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) .

Лемма 3.3. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z), 𝑛 − 1 < 𝛽 ≤ 𝑛 ∈ Z, 𝛽 < 𝛼 − 1, 𝛼 −𝑚 ≠ 𝛽 − 𝑛. Тогда
𝐷𝛽𝑥 ∈ 𝐶 ((𝑡0, 𝑡1];Z).
Доказательство. Если 𝛽 − 𝑛 < 𝛼 −𝑚, то 𝑛 ≤ 𝑚 − 1, при 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z) 𝐽𝑛−𝛽𝑥 = 𝐽𝑛−𝛽+𝛼−𝑚 𝐽𝑚−𝛼𝑥 . Поэтому
при 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1

𝐷𝑘 𝐽𝑛−𝛽+𝛼−𝑚 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝑡) =
𝑘−1∑︁
𝑙=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑛−𝛽+𝛼−𝑚−𝑘+𝑙𝐷𝛼−𝑚+𝑙𝑥 (𝑡0)
Γ(𝑛 − 𝛽 + 𝛼 −𝑚 − 𝑘 + 𝑙 + 1) +

+
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑛−𝛽+𝛼−𝑚−1

Γ(𝑛 − 𝛽 + 𝛼 −𝑚)𝐷
𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑠)𝑑𝑠, (10)
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𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑛−𝛽+𝛼−𝑚−1

Γ(𝑛 − 𝛽 + 𝛼 −𝑚)𝐷
𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑠)𝑑𝑠


Z

≤
∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) (𝑡 − 𝑡0)𝑛−𝛽+𝛼−𝑚

Γ(𝑛 − 𝛽 + 𝛼 −𝑚 + 1) .

В случае 𝛽−𝑛 > 𝛼 −𝑚 имеем 𝑛 ≤ 𝑚−2 согласно условию 𝛽 < 𝛼 −1. Следовательно, для 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚−2

𝐷𝑘 𝐽𝑛−𝛽𝑥 (𝑡) = 𝐷𝑘 𝐽𝑛−𝛽𝐷𝑚−𝛼 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝑡) = 𝐷𝑘 𝐽𝑛−𝛽𝐷1 𝐽𝛼−𝑚+1 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝑡) =

= 𝐷𝑘 𝐽𝑛−𝛽
(
(𝑡 − 𝑡0)𝛼−𝑚
Γ(𝛼 −𝑚 + 1) 𝐽

𝑚−𝛼𝑥 (𝑡0) + 𝐽𝛼−𝑚+1𝐷𝛼−𝑚+1𝑥 (𝑡)
)
=

=
(𝑡 − 𝑡0)𝑛−𝛽+𝛼−𝑚−𝑘 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝑡0)
Γ(𝑛 − 𝛽 + 𝛼 −𝑚 − 𝑘 + 1) + 𝐷𝑘 𝐽𝑛−𝛽+𝛼−𝑚+1𝐷1 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝑡) =

=

𝑘∑︁
𝑙=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑛−𝛽+𝛼−𝑚−𝑘+𝑙𝐷𝛼−𝑚+𝑙𝑥 (𝑡0)
Γ(𝑛 − 𝛽 + 𝛼 −𝑚 − 𝑘 + 𝑙 + 1) +

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑛−𝛽+𝛼−𝑚
Γ(𝑛 − 𝛽 + 𝛼 −𝑚 + 1)𝐷

𝛼−𝑚+𝑘+1𝑥 (𝑠)𝑑𝑠. (11)

При получении последнего равенства используется (10) и сдвиг нумерации в сумме. Как и в предыдущем
абзаце, получим неравенства для интегралов при значениях 𝑘 = 0, . . . ,𝑚 − 2, поэтому 𝐷𝛽𝑥 ∈ 𝐶 ((𝑡0, 𝑡1];Z).

Введем в рассмотрение также пространство 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z) := {𝑥 ∈ 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z) : 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑡0) = 0, 𝑘 =

0, 1, . . . , 𝜇∗ − 1}.
Замечание 3.2. По построению 𝜇∗ для 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z) имеем равенства (см. [18]) 𝐷𝛾𝑖−𝑛𝑖+𝑘𝑥 (𝑡0) = 0,

𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞.
Лемма 3.4. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1. Тогда 𝐷𝛾𝑖𝑥 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), и существует такое 𝐶 > 0,

что для всех 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞

∥𝐷𝛾𝑖𝑥 ∥𝐶 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) ≤ 𝐶 ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) . (12)

Доказательство.Из замечания 3.2 и леммы3.3 следует, что для𝑥 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z) выполняются включения
𝐷𝛾𝑖𝑥 ∈ 𝐶 ( [𝑡0, 𝑡1];Z), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. Из (10) и равенств 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑡0) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, получаем
при 𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 < 𝛼 −𝑚

𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡) =
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−1

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚)𝐷
𝑛𝑖 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝑠)𝑑𝑠, (13)

а при 𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 > 𝛼 −𝑚 в соответствии с (11) имеем

𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡) =
𝑡∫

𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚
Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 1)𝐷

𝑛𝑖+1 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝑠)𝑑𝑠.

В обоих случаях приходим к (12). Лемма доказана.
Возьмем в качестве 𝛾 ∈ (0, 1) минимальное из положительных чисел 𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 и 𝛾 ∈ (0, 1) —

минимальное из чисел 𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 1, таких, что 𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 < 0. Определим 𝛾∗ := min{𝛾,𝛾} ∈ (0, 1).
Замечание 3.3. Из доказательства леммы 3.4 следует, что в ее условиях существует 𝐶 > 0, такое, что

при всех 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞

∥𝐷𝛾𝑖𝑥 ∥𝐶 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) ≤ 𝐶 ∥ 𝐽𝑚−𝛼𝑥 ∥𝐶𝑚−1 ( [𝑡0,𝑡1 ];Z) (𝑡 − 𝑡0)𝛾
∗
.

Лемма 3.5. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗0 (𝑡0, 𝑡1;Z), 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1. Тогда существует 𝐶 > 0, такое,
что для каждого 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞 при всех 𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]

∥𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑠) − 𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡)∥Z ≤ 𝐶 ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) |𝑠 − 𝑡 |𝛾
∗
.

Доказательство. При 𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], 𝑠 < 𝑡 , 𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 < 𝛼 −𝑚 в силу (13) имеем

𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡) − 𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑠) =
𝑡∫

𝑠

(𝑡 − 𝜏)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−1

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚)𝐷
𝑛𝑖 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝜏)𝑑𝜏+

+
𝑠∫

𝑡0

(𝑡 − 𝜏)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−1 − (𝑠 − 𝜏)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−1

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚) 𝐷𝑛𝑖 𝐽𝑚−𝛼𝑥 (𝜏)𝑑𝜏,

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2024, том 56, № 4
Applied Mathematics & Physics, 2024, Volume 56, No 4



266 Задача типа Коши для некоторых квазилинейных уравнений с производными . . .

отсюда

∥𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡) − 𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑠)∥Z ≤
∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) (𝑡 − 𝑠)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 1) +

+∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z)

������
𝑠∫

𝑡0

𝑡∫
𝑠

(𝑢 − 𝜏)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−2

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 − 1)𝑑𝑢𝑑𝜏

������ = ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) (𝑡 − 𝑠)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 1) +

+∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z)

������
𝑡∫

𝑠

(𝑢 − 𝑡0)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−1 − (𝑢 − 𝑠)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−1

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚) 𝑑𝑢

������ ≤
≤ ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z)

©« (𝑡 − 𝑠)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚
Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 1) + 2

𝑡∫
𝑠

(𝑢 − 𝑠)𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚−1

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚) 𝑑𝑢
ª®¬ ≤

≤
3∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z)

Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 1) (𝑡 − 𝑠)
𝑛𝑖−𝛾𝑖+𝛼−𝑚 = 𝐶𝑖 ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) (𝑡 − 𝑠)𝛿𝑖 , 𝛿𝑖 = 𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 ∈ (0, 1).

Аналогично при 𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 > 𝛼 − 𝑚 получим ∥𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡) − 𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑠)∥Z ≤ 𝐶𝑖 ∥𝑥 ∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) (𝑡 − 𝑠)𝛿𝑖 с 𝛿𝑖 =

𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 1 ∈ (0, 1), 𝐶𝑖 = 3/Γ(𝑛𝑖 − 𝛾𝑖 + 𝛼 −𝑚 + 2) > 0. Взяв максимальное из 𝐶𝑖 и минимальное из 𝛿𝑖 ,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, завершим доказательство.

Замечание 3.4.Функция, удовлетворяющая условиям задачи типа Коши (8), с точностью до 𝑜 (𝑡−𝑡0)𝛼−1

при 𝑡 → 𝑡0+ ведет себя как функция

�̃� (𝑡) =
(𝑡 − 𝑡0)𝛼−𝑚+𝜇∗𝑧𝜇∗

Γ(𝛼 −𝑚 + 𝜇∗ + 1) +
(𝑡 − 𝑡0)𝛼−𝑚+𝜇∗+1𝑧𝜇∗+1

Γ(𝛼 −𝑚 + 𝜇∗ + 2) + · · · + (𝑡 − 𝑡0)𝛼−1𝑧𝑚−1

Γ(𝛼) .

По построению 𝜇∗ 𝐷𝛼−𝑚−𝜚 �̃� (𝑡0) = 𝐷𝛼−𝑚−𝜚+1�̃� (𝑡0) = · · · = 𝐷𝛼−𝑚+𝜇∗−1�̃� (𝑡0) = 0, 𝐷𝛾1�̃� (𝑡0) = 𝐷𝛾2�̃� (𝑡0) =

· · · = 𝐷𝛾𝑞 �̃� (𝑡0) = 0. Поэтому при 𝑡 = 𝑡0 аргумент нелинейного оператора в уравнении (7) имеет вид
(𝑡0, 0, 0, . . . , 0, 𝑧𝜇∗ , 𝑧𝜇∗+1, . . . , 𝑧𝑚−1, 0, 0, . . . , 0).

Лемма 3.6. Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝛾1 < 𝛾2 < · · · < 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1, 𝑛𝑖 − 1 < 𝛾𝑖 ≤ 𝑛𝑖 ∈ Z,
𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 ≠ 𝛼 − 𝑚, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, 𝐴 ∈ A𝛼 , 𝑧𝑘 ∈ 𝐷𝐴, 𝑘 = 𝜇∗, 𝜇∗ + 1, . . . , 𝑚 − 1, 𝑍 открыто в R × Z𝑚+𝜚+𝑞 ,
(𝑡0, 0, 0, . . . , 0, 𝑧𝜇∗ , 𝑧𝜇∗+1, . . . , 𝑧𝑚−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ 𝑍 , 𝐵 ∈ 𝐶 (𝑍 ;𝐷𝐴). Тогда функция 𝑧 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z) является
решением задачи (7), (8) на отрезке [𝑡0, 𝑡1] при некотором 𝑡1 > 𝑡0 в том и только в том случае, когда при
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]

𝑧 (𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=𝜇∗

𝑍𝑚−𝛼−𝑘 (𝑡 − 𝑡0)𝑧𝑘 +
𝑡∫

𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠)𝐵𝑧 (𝑠)𝑑𝑠, (14)

где 𝐵𝑧 (𝑠) = 𝐵(𝑠, 𝐷𝛼−𝑚−𝜚𝑧 (𝑠), 𝐷𝛼−𝑚−𝜚+1𝑧 (𝑠), . . . , 𝐷𝛼−1𝑧 (𝑠), 𝐷𝛾1𝑧 (𝑠), . . . , 𝐷𝛾𝑞𝑧 (𝑠))𝑑𝑠.
Доказательство. Если 𝑧 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z), то в силу леммы 3.5 и с учетом условий на оператор 𝐵

отображение, 𝑡 → 𝐵𝑧 (𝑡) непрерывно действует из [𝑡0, 𝑡1] в 𝐷𝐴, а значит, удовлетворяет условиям теоремы
2.1. В силу этой теоремы 𝑧 является решением задачи (7), (8) на отрезке [𝑡0, 𝑡1] тогда и только тогда, когда
на нем выполняется равенство (14).

Теорема 3.1. Пусть 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝛾1 < 𝛾2 < · · · < 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1, 𝑛𝑖 − 1 < 𝛾𝑖 ≤ 𝑛𝑖 ∈ Z,
𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 ≠ 𝛼 − 𝑚, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, 𝐴 ∈ A𝛼 , 𝑧𝑘 ∈ 𝐷𝐴, 𝑘 = 𝜇∗, 𝜇∗ + 1, . . . , 𝑚 − 1, 𝑍 открыто в R × Z𝑚+𝜚+𝑞 ,
(𝑡0, 0, 0, . . . , 0, 𝑧𝜇∗ , 𝑧𝜇∗+1, . . . , 𝑧𝑚−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ 𝑍 , отображение 𝐵 ∈ 𝐶 (𝑍 ;𝐷𝐴) локально липшицево в норме 𝐷𝐴.
Тогда существует такое 𝑡1 > 𝑡0, что задача (7), (8) имеет единственное решение на [𝑡0, 𝑡1].
Доказательство. Возьмём 𝑡1 > 𝑡0, 𝜀 > 0, такие, что в окрестности

𝑉 := {(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚+𝜚+𝑞) ∈ R ×Z𝑚+𝜚+𝑞 : 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], ∥𝑦𝑘 ∥ ≤ 𝜀,
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝜚 + 𝜇∗, 𝜚 +𝑚 + 1, 𝜚 +𝑚 + 2, . . . , 𝜚 +𝑚 + 𝑞,
∥𝑦 𝑗 − 𝑧 𝑗−𝜚−1∥ ≤ 𝜀, 𝑗 = 𝜚 + 𝜇∗ + 1, 𝜚 + 𝜇∗ + 2, . . . , 𝜚 +𝑚}

неравенство (9) выполняется при некотором 𝑙 > 0.
Рассмотрим множество

M𝑡1 := {𝑦 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0, 𝑡1;Z) : ∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑦 (𝑡)∥Z ≤ 𝜀, 𝑘 = −𝜚,−𝜚 + 1, . . . , 𝜇∗ − 1,

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑦 (𝑡) − 𝑧𝑘 ∥Z ≤ 𝜀, 𝑘 = 𝜇∗, 𝜇∗ + 1, . . . ,𝑚 − 1, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]},
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которое в силу леммы 3.1 является полным метрическим пространством с метрикой, задаваемой как
норма разности в 𝐶𝛼 (𝑡0, 𝑡1;Z). Определим вM𝑡1 оператор

𝐺 (𝑦) (𝑡) :=
𝑚−1∑︁
𝑘=𝜇∗

𝑍𝑚−𝛼−𝑘 (𝑡 − 𝑡0)𝑧𝑘 +
𝑡∫

𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠)𝐵𝑦 (𝑠) 𝑑𝑠

при 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1]. Имеем для 𝑦 ∈ M𝑡1 в силу леммы 2.1 (𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼𝐺 (𝑦) (𝑡) ∈ 𝐶 ( [𝑡0; 𝑡1];Z). С учетом
доказательства предыдущей леммы и теоремы 2.1 получим, что 𝐺 (𝑦) ∈ M𝑡1 для любого 𝑦 ∈ M𝑡1 при
𝑡1 > 𝑡0, достаточно близком к 𝑡0.

В [14, 15] показано, что

𝐷𝛼−𝑚+𝑘
𝑡∫

𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠)𝐵𝑦 (𝑠) 𝑑𝑠 =
𝑡∫

𝑡0

𝑍𝑘+1−𝑚 (𝑡 − 𝑠)𝐵𝑦 (𝑠) 𝑑𝑠.

Поэтому для 𝑥,𝑦 ∈ M𝑡1 в силу лемм 2.1 и 3.4 при 𝑘 = 0, 1 + 1, . . . ,𝑚 − 1,

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺 (𝑥) (𝑡) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺 (𝑦) (𝑡)∥Z =


𝑡∫

𝑡0

𝑍𝑘+1−𝑚 (𝑡 − 𝑠) (𝐵𝑥 (𝑠) − 𝐵𝑦 (𝑠)) 𝑑𝑠


Z

≤

≤ 𝑙𝐶𝑘+1−𝑚 (𝑡 − 𝑡0)𝑒𝑎 (𝑡−𝑡0 )
(
𝑚−1∑︁
𝑗=−𝜚

max
𝑡 ∈[𝑡0,𝑡1 ]

𝐷𝛼−𝑚+𝑗𝑥 (𝑡) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑗𝑦 (𝑡)

Z +

+ max
𝑡 ∈[𝑡0,𝑡1 ]

𝑞∑︁
𝑖=1

∥𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡) − 𝐷𝛾𝑖𝑦 (𝑡)∥Z

)
≤ 𝑐1 (𝑡1 − 𝑡0)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) ,

где 𝑐1 > 0 не зависит от 𝑥,𝑦. Кроме того,

∥(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼 (𝐺 (𝑥) (𝑡) −𝐺 (𝑦) (𝑡))∥Z =

(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼
𝑡∫

𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠) (𝐵𝑥 (𝑠) − 𝐵𝑦 (𝑠)) 𝑑𝑠


Z

≤

≤
(
𝑚−1∑︁
𝑗=−𝜚

max
𝑡 ∈[𝑡0,𝑡1 ]

𝐷𝛼−𝑚+𝑗𝑥 (𝑡) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑗𝑦 (𝑡)

Z + max

𝑡 ∈[𝑡0,𝑡1 ]

𝑞∑︁
𝑖=1

∥𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑡) − 𝐷𝛾𝑖𝑦 (𝑡)∥Z

)
×

×𝑙𝐶1−𝛼𝑒
𝑎 (𝑡1−𝑡0 ) (𝑡1 − 𝑡0)𝑚 ≤ 𝑐1 (𝑡1 − 𝑡0)𝑚 ∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡1;Z) .

Таким образом, оператор 𝐺 отображает метрическое пространство M𝑡1 в себя и является оператором
сжатия на нем, если 𝑡1 − 𝑡0 достаточно мало. Поэтому существует его единственная неподвижная точка
𝑧 ∈ M𝑡1 . Согласно лемме 3.6 𝑧 — решение задачи (7), (8) на отрезке [𝑡0, 𝑡1].

Единственность решения следует из единственности неподвижной точки в силу леммы 3.6.
4. Глобальная разрешимость. Обозначим 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚+𝜚+𝑞) ∈ Z𝑚+𝜚+𝑞 . Отображение 𝐵 : [𝑡0,𝑇 ] ×

Z𝑚+𝜚+𝑞 → Z называется липшицевым по 𝑥 , если существует такое 𝐿 > 0, что для всех (𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑦) ∈
[𝑡0,𝑇 ] × Z𝑚+𝜚+𝑞 выполняется

∥𝐵(𝑡, 𝑥) − 𝐵(𝑡, 𝑦)∥Z ≤ 𝐿

𝑚+𝜚+𝑞∑︁
𝑘=1

∥𝑥𝑘 − 𝑦𝑘 ∥Z .

Теорема 4.1. Пусть𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ∈ N, 𝛾1 < 𝛾2 < · · · < 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1, 𝑛𝑖 − 1 < 𝛾𝑖 ≤ 𝑛𝑖 ∈ Z, 𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 ≠ 𝛼 −𝑚,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, 𝐴 ∈ A𝛼 , 𝑧𝑘 ∈ 𝐷𝐴, 𝑘 = 𝜇∗, 𝜇∗ + 1, . . . ,𝑚 − 1, отображение 𝐵 ∈ 𝐶 ( [𝑡0,𝑇 ] × Z𝑚+𝜚+𝑞 ;𝐷𝐴) липшицево
по 𝑥 в норме 𝐷𝐴. Тогда задача (7), (8) имеет единственное решение на [𝑡0,𝑇 ].
Доказательство. По лемме 3.6 достаточно показать, что уравнение (7) имеет единственное решение в
банаховом пространстве

𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z) := {𝑥 ∈ 𝐶𝛼 (𝑡0,𝑇 ;Z) : 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝑥 (𝑡0) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜇∗ − 1}.

Определим для 𝑦 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z) оператор

𝐺 (𝑦) (𝑡) :=
𝑚−1∑︁
𝑘=𝜇∗

𝑍𝑚−𝛼−𝑘 (𝑡 − 𝑡0)𝑧𝑘 +
𝑡∫

𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠)𝐵𝑦 (𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡0,𝑇 ] .
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Как при доказательстве теоремы 3.1 получаем, что 𝐺 (𝑦) ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z) для любой функции 𝑦 ∈
𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z). При этом используется тот факт, что

𝐷𝛼−𝑚+𝑘
𝑡

𝑡∫
𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠)𝐵𝑧 (𝑠) 𝑑𝑠 |𝑡=𝑡0 =
𝑡∫

𝑡0

𝑍𝑘+1−𝑚 (𝑡 − 𝑠)𝐵𝑧 (𝑠) 𝑑𝑠 |𝑡=𝑡0 = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1.

Обозначим 𝑗-ю степень оператора𝐺 как𝐺 𝑗 ,𝑇1 := max{1,𝑇 − 𝑡0}. Для 𝑥,𝑦 ∈ 𝐶𝛼 ;𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z) в силу леммы
2.1 при 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1,

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺 (𝑥) (𝑡) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺 (𝑦) (𝑡)∥Z =


𝑡∫

𝑡0

𝑍𝑘+1−𝑚 (𝑡 − 𝑠) (𝐵𝑥 (𝑠) − 𝐵𝑦 (𝑠)) 𝑑𝑠


Z

≤

≤ 𝐶𝑘+1−𝑚𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑚−𝑘−1𝐿

𝑚−1∑︁
𝑗=−𝜚

𝐷𝛼−𝑚+𝑗𝑥 (𝑠) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑗𝑦 (𝑠)

Z 𝑑𝑠+

+𝐶𝑘+1−𝑚𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝑚−𝑘−1𝐿

𝑞∑︁
𝑖=1

∥𝐷𝛾𝑖𝑥 (𝑠) − 𝐷𝛾𝑖𝑦 (𝑠)∥Z 𝑑𝑠 ≤

≤ 𝐿𝐶𝑘+1−𝑚𝑇
𝑚−𝑘−1
1 𝑒𝑎 (𝑇−𝑡0 ) (𝑡 − 𝑡0)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤ 𝑐1 (𝑡 − 𝑡0)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

где 𝑐1 := 𝐿𝑒𝑎 (𝑇−𝑡0 ) max
{
𝛼−1𝐶1−𝛼𝑇𝑚−1

1 , 𝐶𝑘+1−𝑚𝑇
𝑚−𝑘−1
1 : 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1

}
. Кроме того,

∥(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼 (𝐺 (𝑥) (𝑡) −𝐺 (𝑦) (𝑡))∥Z =

(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼
𝑡∫

𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠) (𝐵𝑥 (𝑠) − 𝐵𝑦 (𝑠)) 𝑑𝑠


Z

≤

≤ 𝐿𝐶1−𝛼
𝛼

𝑒𝑎 (𝑇−𝑡0 ) (𝑡 − 𝑡0)𝑚 ∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑇 ;Z) ≤ 𝑐1 (𝑡 − 𝑡0)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) .

Таким образом, верна следующая оценка

∥𝐺 (𝑥) −𝐺 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤ (𝑚 + 1)𝑐1 (𝑡 − 𝑡0)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) .

Для 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1 имеем

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺2 (𝑥) (𝑡) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺2 (𝑦) (𝑡)∥Z =


𝑡∫

𝑡0

𝑍𝑘+1−𝑚 (𝑡 − 𝑠) (𝐵𝐺 (𝑥 ) (𝑠) − 𝐵𝐺 (𝑦) (𝑠)) 𝑑𝑠


Z

≤

≤ 𝐿𝐶𝑘+1−𝑚𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−𝑘−1

1

𝑡∫
𝑡0

∥𝐺 (𝑥) −𝐺 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑠 ;Z) 𝑑𝑠 ≤

≤ (𝑚 + 1)𝑐2
1

𝑡∫
𝑡0

(𝑠 − 𝑡0)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑠 ;Z) 𝑑𝑠 ≤
(𝑚 + 1)𝑐2

1
2

(𝑡 − 𝑡0)2∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼 (𝐺2 (𝑥) (𝑡) −𝐺2 (𝑦) (𝑡))∥Z =

(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼
𝑡∫

𝑡0

𝑍1−𝛼 (𝑡 − 𝑠) (𝐵𝐺 (𝑥 ) (𝑠) − 𝐵𝐺 (𝑦) (𝑠)) 𝑑𝑠


Z

≤

≤ 𝐿𝐶1−𝛼𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−𝛼

1

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1∥𝐺 (𝑥) −𝐺 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑠 ;Z) 𝑑𝑠 ≤

≤ (𝑚 + 1)𝑐1𝐿𝐶1−𝛼𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−𝛼

1

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1 (𝑠 − 𝑡0)𝑑𝑠 ∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) =

= (𝑚 + 1)𝑐1𝐿𝐶1−𝛼𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−𝛼

1

𝑡−𝑡0∫
0

𝜏𝛼−1 (𝑡 − 𝑡0 − 𝜏)𝑑𝜏 ∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
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≤ (𝑚 + 1)𝑐1𝐿𝐶1−𝛼𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−1

1 (𝑡 − 𝑡0)2B(𝛼, 2)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤ (𝑚 + 1)𝑐1

𝛼 + 1
𝐿𝐶1−𝛼𝑒𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−1

1
𝛼

(𝑡 − 𝑡0)2∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤
(𝑚 + 1)𝑐2

1
𝛼 + 1

(𝑡 − 𝑡0)2∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤ (𝑚 + 1)𝑐2
1 (𝑡 − 𝑡0)2∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺2 (𝑥) −𝐺2 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤ (𝑚 + 1)2𝑐2
1 (𝑡 − 𝑡0)2∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) .

Здесь B(𝛼, 𝛽) — бета-функция Эйлера. Продолжая аналогичным образом, получим

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺3 (𝑥) (𝑡) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺3 (𝑦) (𝑡)∥Z ≤ (𝑚 + 1)2𝑐3
1

𝑡∫
𝑡0

(𝑠 − 𝑡0)2∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑠 ;Z) 𝑑𝑠 ≤

≤
(𝑚 + 1)2𝑐3

1
3

(𝑡 − 𝑡0)3∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼 (𝐺3 (𝑥) (𝑡) −𝐺3 (𝑦) (𝑡))∥Z ≤ 𝐿𝐶1−𝛼𝑒
𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−𝛼

1

𝑡∫
𝑡0

(𝑡 − 𝑠)𝛼−1∥𝐺2 (𝑥) −𝐺2 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑠 ;Z) 𝑑𝑠 ≤

≤ (𝑚 + 1)2𝑐2
1𝐿𝐶1−𝛼𝑒

𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−𝛼
1

𝑡−𝑡0∫
0

𝜏𝛼−1 (𝑡 − 𝑡0 − 𝜏)2𝑑𝜏 ∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤ (𝑚 + 1)2𝑐2
1𝐿𝐶1−𝛼𝑒

𝑎 (𝑇−𝑡0 )𝑇𝑚−1
1 (𝑡 − 𝑡0)3B(𝛼, 3)∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤

≤
(𝑚 + 1)2𝑐3

1
(𝛼 + 1) (𝛼 + 2) (𝑡 − 𝑡0)

3∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
(𝑚 + 1)2𝑐3

1 (𝑡 − 𝑡0)3

2
∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺3 (𝑥) −𝐺3 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
(𝑚 + 1)3𝑐3

1 (𝑡 − 𝑡0)3

2
∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺4 (𝑥) (𝑡) − 𝐷𝛼−𝑚+𝑘𝐺4 (𝑦) (𝑡)∥Z ≤
(𝑚 + 1)3𝑐4

1
2 · 4

(𝑡 − 𝑡0)4∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥(𝑡 − 𝑡0)𝑚−𝛼 (𝐺4 (𝑥) (𝑡) −𝐺4 (𝑦) (𝑡))∥Z ≤

≤
(𝑚 + 1)3𝑐4

1
(𝛼 + 1) (𝛼 + 2) (𝛼 + 3) (𝑡 − 𝑡0)

4∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
(𝑚 + 1)3𝑐4

1 (𝑡 − 𝑡0)4

3!
∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

∥𝐺4 (𝑥) −𝐺4 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
(𝑚 + 1)4𝑐4

1 (𝑡 − 𝑡0)4

3!
∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ,

и т. д. Следовательно, для всех 𝑡 ∈ [𝑡0,𝑇 ], 𝑗 ∈ N, 𝑥,𝑦 ∈ 𝐶𝛼,𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z) выполняется оценка

∥𝐺 𝑗 (𝑥) −𝐺 𝑗 (𝑦)∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) ≤
(𝑚 + 1) 𝑗𝑐 𝑗1𝑇

𝑗

1
( 𝑗 − 1)! ∥𝑥 − 𝑦∥𝐶𝛼 (𝑡0,𝑡 ;Z) .

Отсюда следует, что при достаточно большом значении 𝑗 ∈ N 𝐺 𝑗 является оператором сжатия и поэтому
существует его единственная неподвижная точка 𝑧 ∈ 𝐶𝛼,𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z), которая также является единственной
неподвижной точкой оператора𝐺 в пространстве 𝐶𝛼,𝜇∗ (𝑡0,𝑇 ;Z). Согласно лемме 3.6, 𝑧 — решение задачи
(7), (8) на отрезке [𝑡0,𝑇 ]. Его единственность следует из единственности неподвижной точки.

Замечание 4.1. В данном и предыдущем параграфах квазилинейные уравнения исследованы с ис-
пользованием результата теоремы 2.1 о неоднородном линейном уравнении. Аналогичное исследование
на основе теоремы 2.2 планируется провести авторами в ближайшее время.

5. Уравнения с многочленами от самосопряженного оператора. Пусть 𝜚, 𝜍, 𝑑, 𝑟 ∈ N, 𝑃𝜚 (𝜆) =
𝜚∑
𝑖=0
𝑐𝑖𝜆

𝑖 ,

𝑄𝜍 (𝜆) =
𝜍∑
𝑗=0
𝑑 𝑗𝜆

𝑗 , 𝑐𝑖 , 𝑑 𝑗 ∈ R, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝜚 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝜍 , 𝑐𝜚 ≠ 0, 𝑑𝜍 ≠ 0, 𝜚 < 𝜍 . Рассмотрим ограниченную

область Ω ⊂ R𝑑 с гладкой границей 𝜕Ω, операторный пучок Λ, 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑟 предполагается регулярно
эллиптическим [21], где

(Λ𝑦) (𝑠) =
∑︁
|𝑞 | ≤2𝑟

𝑎𝑞 (𝑠)𝜕 |𝑞 |𝑦 (𝑠)
𝜕𝑞1𝑠1𝜕𝑞2𝑠2 . . . 𝜕𝑞𝑑 𝑠𝑑

, 𝑎𝑞 ∈ 𝐶∞ (Ω),
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(𝐵𝑙𝑦) (𝑠) =
∑︁
|𝑞 | ≤𝑟𝑙

𝑏𝑙𝑞 (𝑠)𝜕 |𝑞 |𝑦 (𝑠)
𝜕𝑞1𝑠1𝜕𝑞2𝑠2 . . . 𝜕𝑞𝑑 𝑠𝑑

, 𝑏𝑙𝑞 ∈ 𝐶∞ (𝜕Ω), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑟 ,

𝑞 = (𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑑 ) ∈ N𝑑0 , |𝑞 | = 𝑞1 + 𝑞2 + · · · + 𝑞𝑑 .
Определим оператор Λ1 ∈ C𝑙 (𝐿2 (Ω)) равенством Λ1𝑦 = Λ𝑦 с областью определения

𝐷Λ1 = 𝐻
2𝑟
{𝐵𝑙 } (Ω) := {𝑦 ∈ 𝐻 2𝑟 (Ω) : 𝐵𝑙𝑦 (𝑠) = 0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑟 , 𝑠 ∈ Ω}.

Пусть Λ1 является самосопряженным оператором с ограниченным справа спектром, который в таком
случае является вещественным, дискретным и сгущается только на −∞. Пусть 0 ∉ 𝜎 (Λ1), {𝜑𝑘 : 𝑘 ∈ N}
является ортонормированной в 𝐿2 (Ω) системой собственных функций оператора Λ1, занумерованной в
порядке неубывания соответствующих собственных значений {𝜆𝑘 : 𝑘 ∈ N} с учетом их кратности.

Для 𝛼 ∈ (1, 2) определим дефект 𝜇∗ ∈ {0, 1, 2} и рассмотрим уравнение при 𝛾1 < 𝛾2 < · · · < 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1,
𝑛𝑖 − 1 < 𝛾𝑖 ≤ 𝑛𝑖 ∈ Z, 𝛾𝑖 − 𝑛𝑖 ≠ 𝛼 − 2, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞,

𝐷𝛼𝑡 𝑃𝜚 (Λ)𝑣 (𝑠, 𝑡) = 𝑄𝜍 (Λ)𝑣 (𝑠, 𝑡)+
+𝐹

(
𝑠, 𝐷𝛼−𝑚−𝜌𝑣 (𝑡), . . . , 𝐷𝛼−1𝑣 (𝑡), 𝐷𝛾1𝑣 (𝑠, 𝑡), 𝐷𝛾2𝑣 (𝑠, 𝑡), . . . , 𝐷𝛾𝑞𝑣 (𝑠, 𝑡)

)
(𝑠, 𝑡) ∈ Ω × (𝑡0,𝑇 ),

(15)

с начальными условиями, которые при 𝜇∗ = 0 имеют вид

𝐷𝛼−2+𝑘
𝑡 𝑣 (𝑠, 0) = 𝑣𝑘 (𝑠), 𝑠 ∈ Ω, 𝑘 = 0, 1, (16)

при 𝜇∗ = 1 —
𝐷𝛼−2
𝑡 𝑣 (𝑠, 0) = 0, 𝐷𝛼−1

𝑡 𝑣 (𝑠, 0) = 𝑣1 (𝑠), 𝑠 ∈ Ω, (17)

при 𝜇∗ = 2 —
𝐷𝛼−2+𝑘
𝑡 𝑣 (𝑠, 0) = 0, 𝑠 ∈ Ω, 𝑘 = 0, 1, (18)

а также краевыми условиями

𝐵𝑙Λ
𝑘𝑣 (𝑠, 𝑡) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜍 − 1, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑟 , (𝑠, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × (𝑡0,𝑇 ), (19)

где 𝑣𝑘 : Ω → R заданы, функция 𝑣 : Ω × (𝑡0,𝑇 ) → R неизвестна. Здесь и далее 𝐷𝛼𝑡 — оператор дробной
производной Римана — Лиувилля по переменной 𝑡 .

Пусть 𝑟0 ∈ N, Z = {𝑦 ∈ 𝐻 2𝑟𝜚+𝑟0 (Ω) : 𝐵𝑙Λ𝑘𝑦 (𝑠) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜚 − 1, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑟 , 𝑠 ∈ 𝜕Ω} и
оператор 𝑃𝜚 (Λ1) : Z → 𝐻𝑟0 (Ω) непрерывно обратим, что выполняется, если и только если множество
нулей многочлена 𝑃𝜚 (𝜆) не пересекается со спектром 𝜎 (Λ1) оператора Λ1. Тогда определим оператор
𝐴𝑦 := [𝑃𝜚 (Λ1)]−1𝑄𝜍 (Λ)𝑦 с областью определения 𝐷𝐴 = {𝑦 ∈ 𝐻 2𝑟𝜍+𝑟0 (Ω) : 𝐵𝑙Λ𝑘𝑦 (𝑠) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜍 − 1, 𝑙 =
1, . . . , 𝑟 , 𝑠 ∈ 𝜕Ω}.

Теорема 5.1. Пусть 𝜍 > 𝜚 , (−1)𝜍−𝜚 (𝑑𝜍/𝑐𝜚 ) < 0, спектр 𝜎 (Λ1) ограничен справа, не содержит нулей
полинома 𝑃𝜚 (𝜆), 0 ∉ 𝜎 (Λ1), оператор 𝐴𝑧 := [𝑃𝜚 (Λ1)]−1𝑄𝜍 (Λ)𝑧 с областью определения 𝐷𝐴 = {𝑦 ∈ 𝐻 2𝑟𝜍+𝑟0 (Ω) :
𝐵𝑙Λ

𝑘𝑦 (𝑠) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜍 − 1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑟 , 𝑠 ∈ Ω} действует в пространстве Z = {𝑧 ∈ 𝐻 2𝑟𝜚+𝑟0 (Ω) :
𝐵𝑙Λ

𝑘𝑧 (𝑠) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜚 − 1, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑟 , 𝑠 ∈ 𝜕Ω}. Тогда при 𝛼 ∈ [1, 2) существуют такие 𝜃0 ∈ (𝜋/2, 𝜋),
𝑎0 ≥ 0, что 𝐴 ∈ A𝛼 (𝜃0, 𝑎0). Если, кроме того,

max
𝑘∈N

𝑄𝜍 (𝜆𝑘 )
𝑃𝜚 (𝜆𝑘 )

< 1, (20)

то 𝐴 ∈ A𝛼 (𝜃0, 𝑎0) при 𝛼 ∈ (0, 1). В обоих случаях 𝜎 (𝐴) = {𝜇 ∈ C : 𝜇 = 𝑄𝜍 (𝜆𝑘 )/𝑃𝜚 (𝜆𝑘 )}.
Доказательство для 𝑟0 = 0 проведено в [10]. В случае 𝑟0 ∈ N его можно повторить дословно.
Теорема 5.2. Пусть 𝛼 ∈ (1, 2), 𝛾1 < 𝛾2 < · · · < 𝛾𝑞 < 𝛼 − 1, 𝑛𝑖 − 1 < 𝛾𝑖 ≤ 𝑛𝑖 ∈ Z, 𝛾𝑖 −𝑛𝑖 ≠ 𝛼 − 2, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞,

𝜚 < 𝜍 ≤ 2𝜚 , 4𝑟𝜚 + 2𝑟0 > 𝑑 , (−1)𝜍−𝜚 (𝑑𝜍/𝑐𝜚 ) < 0, спектр 𝜎 (Λ1) ограничен справа, не содержит нулей многочлена
𝑃𝜚 (𝜆), 0 ∉ 𝜎 (Λ1), 𝑣𝑘 ∈ 𝐷𝐴 при 𝑘 = 0, 1, 𝐹 ∈ 𝐶∞ (Ω × R𝜌+𝑚+𝑞 ;R). Тогда задача (15), (16), (19) (или (15), (17), (19),
или (15), (18), (19)) имеет единственное решение на [𝑡0,𝑇 ].
Доказательство. Нелинейный оператор ℎ(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜌+𝑚+𝑞) := 𝐹 (·, 𝑦2 (·), . . . , 𝑦𝜌+𝑚+𝑞 (·)) не зависит явно
от 𝑡 и в силу условия 𝑑 < 4𝑟𝜚 + 2𝑟0, по предложению 1 из [22, дополнение Б] получим включение
ℎ ∈ 𝐶∞ ((𝐻 2𝑟𝜚+𝑟0 (Ω))𝜌+𝑚+𝑞 ;𝐻 2𝑟𝜚+𝑟0 (Ω)). При редукции исследуемой начально-краевой задачи к (7), (8)
получим 𝐵(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜌+𝑚+𝑞) = [𝑃𝜚 (Λ1)]−1ℎ(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜌+𝑚+𝑞) ∈ Z, так как ℎ(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜌+𝑚+𝑞) ∈ 𝐻𝑟0 (Ω).
Поэтому выполняется включение 𝐵 ∈ 𝐶∞ (Z𝜌+𝑚+𝑞 ;Z). Кроме того,

∥𝐴𝐵(𝑥1, . . . , 𝑥𝜌+𝑚+𝑞) −𝐴𝐵(𝑦1, . . . , 𝑦𝜌+𝑚+𝑞)∥Z =

= ∥ [𝑃𝜚 (Λ1)]−1𝑄𝜍 (Λ1) [𝑃𝜚 (Λ1)]−1 (ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝜌+𝑚+𝑞) − ℎ(𝑦1, . . . , 𝑦𝜌+𝑚+𝑞))∥Z ≤

≤ 𝐶 ∥ℎ′∥L(Z𝜌+𝑚+𝑞 ;Z)
𝜌+𝑚+𝑞∑
𝑗=1

∥𝑥 𝑗 − 𝑦 𝑗 ∥Z,
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так как 𝜍 ≤ 2𝜚 . Здесь ℎ′ — производная Фреше отображения ℎ : Z𝜌+𝑚+𝑞 → Z. Таким образом, по теореме
4.1 и теореме 5.1 существует единственное решение начально-краевой задачи на [𝑡0,𝑇 ].

Замечание 5.1. При 𝛼 ∈ (0, 1) аналогичный теореме 5.2 результат справедлив при дополнительном
условии (20).
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