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Аннотация. Рассмотрена задача Коши для линейной неоднородной системы дифференциальных уравнений
первого порядка со случайным гауссовым возмущением и случайной неоднородностью. Построена вспомогательная
детерминированная линейная система дифференциальных уравнений, содержащая обычную и вариационную
производные, с детерминированным начальным условием. Решение детерминированной задачи Коши позволяет
получить формулу математического ожидания решения исходной задачи Коши. Найдены условия существования
периодических в среднем решений системы и явная формула для периодического математического ожидания. Кроме
того, получены условия периодичности второй моментной функции решения и явная формула для периодической
второй моментной функции.
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1. Введение. Если коэффициенты линейного дифференциального уравнения и неоднородность явля-
ются детерминированными периодическими функциями, то хорошо известны условия существования
периодического решения уравнения (например, [1, с. 90-98]). Однако, если рассматривать линейное
дифференциальное уравнение со случайными коэффициентами, проблема нахождения периодического
решения становится гораздо труднее. Вопросы существования периодических решений для диффе-
ренциальных уравнений со случайной правой частью были рассмотрены в [2, с. 69-90, 238-244]. При
этом предполагается представление коэффициентов в виде суммы детерминированной функции и
белого шума. В работах [3, 4] получены условия, гарантирующие периодичность математического
ожидания и второй моментной функции решения скалярного линейного дифференциального уравнения
первого порядка со случайным коэффициентом и случайной неоднородностью. В указанных работах
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предполагается, что коэффициент уравнения является гауссовым случайным процессом или имеет рав-
номерное распределение, при этом коэффициент уравнения и неоднородность являются статистически
независимыми.

Определение 1.1. Решение дифференциального уравнения со случайными коэффициентами называется
периодическим в среднем [2, с. 70], если его математическое ожидание является периодической функцией.

В работах [5, 6] приведены условия существования периодического в среднем решения скалярного
линейного уравнения теплопроводности со случайными коэффициентами, коэффициенты уравнения
предполагаются статистическинезависимыми гауссовымипроцессами. В статье [7] рассмотреныусловиях
существования периодического в среднем решения векторного линейного уравнения со случайным
коэффициентом 𝜀 (𝑡) и случайной неоднородностью 𝑓 вида

𝑥 ′ = 𝐴𝑥 + 𝜀 (𝑡)𝑥 + 𝑓 (𝑡),

коэффициент 𝜀 (𝑡) предполагается гауссовым случайным процессом или имеет равномерное распределе-
ние и не зависит от векторного случайного процесса 𝑓 .

2. Постановка задачи. Пусть 𝑇 = [𝑡0,∞] ⊂ R, где R – вещественное множество, 𝑋 – банахово
пространство с нормой ∥ · ∥𝑋 .

Рассмотрим задачу Коши для векторного линейного дифференциального уравнения

𝑥 ′ = 𝜀 (𝑡, 𝜛)𝐴𝑥 + 𝑓 (𝑡, 𝜛), (1)

𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, (2)

где 𝜀 (𝑡, 𝜛) – случайный процесс (при дальнейших записях зависимость от случайного события 𝜛
отражаться не будет), функция 𝑥 : 𝑇 → 𝑋 искомое отображение, 𝐴 – линейный ограниченный оператор,
действующий в 𝑋, 𝑓 : 𝑇 → 𝑋 – векторный случайный процесс, 𝑥0 ∈ 𝑋 – заданный случайный вектор.

Уравнение (1) носит название мультипликативно возмущенное случайным шумом линейное диффе-
ренциальное уравнение.

Будем предполагать, что процессы 𝜀 и 𝑓 являются независимыми и заданы своими характеристиче-
скими функционалами

𝜑𝜀 (𝑢) = 𝐸 [exp(𝑖
∫
𝑇

𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠) 𝑑𝑠)],

𝜑 𝑓 (𝑣) = 𝐸 [exp(𝑖
∫
𝑇

< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠) > 𝑑𝑠)],

где < 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>=
𝑛∑
𝑖=1
𝑓𝑖 (𝑠)𝑣𝑖 (𝑠) – скалярное произведение. Символ 𝐸 обозначает математическое ожидание,

вычисляемое по функции распределения случайных процессов 𝜀 (𝑡) и 𝑓 (𝑡) соответственно, функция 𝑢
из пространства суммируемых функций 𝐿1 (𝑇,R), 𝑣 – векторная суммируемая функция из пространства
𝐿1 (𝑇,𝑋 ).

Целью настоящей работы является нахождение условий существования периодических в среднем и
периодических вторых моментных функций решений задачи Коши (1), (2) и получение явных формул
для периодического математического ожидания и второй моментной функции решения задачи (1), (2).

3. Переход к детерминированной задаче. В дальнейшей работе понадобится понятие вариационной
производной [8]. Напомним её определение

Определение 3.1. Если

𝜓 (𝑣 + ℎ) −𝜓 (𝑣) =
∫
R

𝜑 (𝑡, 𝑣)ℎ(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑜 (ℎ),

где 𝑜 (ℎ) – бесконечно малая высшего порядка относительно ℎ и интеграл (Лебега) является линейным огра-
ниченным функционалом по переменной ℎ, тогда отображение 𝜑 : R × 𝐿1 (R) → C называется вариационной

производной функционала 𝜓 в точке 𝑣 и обозначается
𝛿𝜓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . Подробно техника дифференцирования

изложена в [8].
Введем в рассмотрение обозначение

𝑤 = exp(𝑖
∫
𝑇

(𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠)+< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>)𝑑𝑠)

и вспомогательное отображение, построенное на его основе𝑤 и отображения 𝑥

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑤] .
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Легко заметить, что
𝑦 (𝑡, 0, 0) = 𝐸 [𝑥 (𝑡)] . (3)

Умножим уравнение (1) и начальное условие (2) на𝑤 и усредним по функциям распределения 𝜀, 𝑓 , 𝑥0.
Получим

𝐸 [𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑤] = 𝐸 [𝜀 (𝑡)𝐴𝑥 (𝑡)𝑤] + 𝐸 [𝑓 (𝑡)𝑤], (4)

𝐸 [𝑥 (𝑡0)𝑤] = 𝐸 [𝑥0𝑤] . (5)

Используем введенное отображение 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) и соотношения

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= 𝐸


𝑑𝑥

𝑑𝑡
exp(𝑖

∫
𝑇

(𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠)+< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>)𝑑𝑠)
 ,

𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) = 𝑖𝐸

𝜀 (𝑡)𝑥 (𝑡) exp(𝑖
∫
𝑇

(𝜀 (𝑠)𝑢 (𝑠)+< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>)𝑑𝑠)
 ,

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) = 𝑖𝐸

𝑓 (𝑡) exp(𝑖
∫
𝑇

< 𝑓 (𝑠), 𝑣 (𝑠)>𝑑𝑠)
 ,

где 𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢,𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡 ) – частная вариационная производная по переменной 𝑢 [8, с. 14].

С учетом предположения о независимости случайных процессов 𝜀 и 𝑓 равенство (4) можно записать
следующим образом

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖𝜑𝜀 (𝑢)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . (6)

Если считать, что случайный вектор 𝑥0 не зависит от 𝜀 и 𝑓 , то равенство (5) можно переписать в виде

𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥0]𝜑𝜀 (𝑢)𝜑 𝑓 (𝑣). (7)

Таким образом, было формально получено детерминированное дифференциальное уравнение (6)
первого порядка с обычной и вариационной производными и детерминированное начальное условие
для этого уравнения (7).

Решением задачи (6), (7) называется отображение 𝑦 : 𝑇 × 𝐿1 (𝑇,R) × 𝐿1 (𝑇,𝑋 ) → 𝑋, удовлетворяющее
почти всюду уравнению (6) и начальному условию (7).

Задача (6), (7) была получена формально, однако равенство (3) дает возможность сформулировать
следующее определение:

Определение 3.2. Математическим ожиданием 𝐸 [𝑥 (𝑡)] решения задачи (1), (2) называется функция
𝑦 (𝑡, 0, 0), где 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) является решением задачи (6), (7).

4. Оператор𝑈 (𝑠, 𝑡) и его свойства. Рассмотрим функцию переменной 𝜏 𝜒 (𝑠, 𝑡, 𝜏), равную 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜏 − 𝑠),
при 𝜏 , принадлежащем отрезку с концами 𝑡, 𝑠 , и равную нулю в противном случае, 𝐼 – единичный
оператор в пространстве 𝑋 . Заметим, что функция 𝜒 обладает свойством 𝜒 (𝑠, 𝑡1 + 𝑡2) = 𝜒 (𝑠, 𝑡1) + 𝜒 (𝑠, 𝑡2)
при всех 𝑡1, 𝑡2 ∈ R.

Построим операторнозначную функцию на основе заданного функционала [9, 10, 11]. Пусть 𝜑 :
𝐿1 (𝑇,R) → C –аналитический функционал

𝜑 (𝑢) =
∞∑︁
𝑘=0

∫
𝑇

. . .

∫
𝑇

𝑐𝑘 (𝑠1, . . . , 𝑠𝑘 )𝑢 (𝑠1) . . . 𝑢 (𝑠𝑘 )𝑑𝑠1 . . . 𝑑𝑠𝑘 ,

где 𝑐𝑘 – симметричные по любым двум переменным функции. Тогда можно определить матричное
отображение 𝜑 (𝑢𝐼 ), где 𝐼 – единичный оператор, как 𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢)𝐼 .

На множестве аналитических операторных функций зададим оператор 𝑈 (𝑠, 𝑡) по следующему
правилу:

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑 (𝑢𝐼 ) =
∞∑︁
𝑘=0

∫
𝑇

. . .

∫
𝑇

𝑐𝑘 (𝑠1, . . . , 𝑠𝑘 ) (𝑢 (𝑠1)𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝑡)𝐴) . . . (𝑢 (𝑠𝑘 )𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠𝑘 , 𝑡)𝐴)𝑑𝑠1 . . . 𝑑𝑠𝑘 .

Эту сумму будем обозначать 𝜑 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴).
Таким образом,

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴).
Свойства оператора𝑈 (𝑠, 𝑡) подробно изучены в работах [9, 10]. Перечислим его свойства:
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1. 𝑈 (𝑡0, 𝑡0)𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝜑 (𝑢)𝐼 ,

2. 𝑈 (𝑡, 𝜏)𝑈 (𝜏, 𝑠) = 𝑈 (𝑡, 𝑠),

3. 𝐴𝑈 (𝑡, 𝑠) = 𝑈 (𝑡, 𝑠)𝐴,

4. 𝑈 (𝑡 + 𝜏, 𝑠) = 𝑈 (𝑡, 𝑠)𝑈 (𝑡 + 𝜏, 𝑡),

5. 𝑈 (𝑡, 𝑠) [𝛼𝜑1 (𝑢𝐼 ) + 𝛽𝜑2 (𝑢𝐼 )] = 𝛼𝑈 (𝑡, 𝑠)𝜑1 (𝑢𝐼 ) + 𝛽𝑈 (𝑡, 𝑠)𝜑2 (𝑢𝐼 ), где 𝛼, 𝛽 ∈ C,

6. 𝑈 (𝑡0, 𝑡) = 𝑈 −1 (𝑡, 𝑡0),

7. 𝛿
𝛿𝑢 (𝑡 )𝑈 (𝑡, 𝑠)𝜑 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (𝑡, 𝑠) 𝛿𝜑 (𝑢𝐼 )

𝛿𝑢 (𝑡 ) .

Рассмотрим характеристический функционал гауссова случайного процесса 𝜀, он имеет вид [8, с. 206]

𝜓𝜀 (𝑢) = exp ©«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠− 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2
ª®¬ , (8)

где 𝐸 [𝜀 (𝑠)] – математическое ожидание, 𝑏 (𝑠1, 𝑠2) = 𝐸 [𝜀 (𝑠1)𝜀 (𝑠2)] − 𝐸 [𝜀 (𝑠1)]𝐸 [𝜀 (𝑠2)] – ковариационная
функция случайного процесса 𝜀.

Лемма 4.1. Если 𝜓𝜀 (𝑢) имеет вид (8) и при этом 𝐸 [𝜀 (𝑠)] – 𝜔-периодическая функция, 𝑏 (𝑠1, 𝑠2) – 𝜔-
периодическая функция по обеим переменным, то

1. 𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (0, 𝜔)𝑈 (0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ),

2. 𝑈 (𝑡 + 𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (𝑡, 0)𝑈 (𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑡, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) .

Доказательство.Докажем первое свойство. Отметим, что ковариационная функция𝑏 (𝑠1, 𝑠2) симметрична
по двум своим переменным, применяя теорему Фубини, приходим к следующему результату:

𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = 𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (0, 𝑡 + 𝜔)𝐴) = exp ©«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠𝐼+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴−

− 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐼 + 𝑖
∫
R

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴 + 𝑖
∫
R

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴+

+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+ 1

2

𝑡∫
0

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+ 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+ 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬.

Отметим, что если функция 𝑎(·) – 𝜔-периодическая при любом 𝑡 ∈ R, то справедливо следующее
равенство:

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑎(𝑠)𝑑𝑠 =
𝜔∫

0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠.

С учетом предположения леммы о 𝜔-периодичности 𝐸 [𝜀 (𝑠)] и 𝑏 (𝑠1, 𝑠2) приходим к следующему резуль-
тату:

𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ) = exp ©«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠𝐼+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴−

− 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐼 + 𝑖
∫
R

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴 + 𝑖
∫
R

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴+

+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝑡∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +1

2

𝜔∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬ .
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С другой стороны,

𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )=𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (0, 𝜔)𝐴)=𝑈 (0, 𝜔)𝑈 (0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )=

= exp ©«𝑖
∫
R

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑢 (𝑠)𝑑𝑠𝐼+
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴 − 1
2

∫
R

∫
R

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑢 (𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐼+

+ 𝑖
∫
R

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴 + 𝑖
∫
R

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑢 (𝑠1)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴+
1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

+ 1
2

𝑡∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝜔∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬ .

Последнее выражение полностью совпадает с выражением, полученным ранее для 𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 ). Их
совпадение говорит о справедливости первой формулы леммы. Вторая формула доказывается аналогично.

5. Математическое ожидание решения задачи (1), (2). Формула для математического ожидания и
смешанных моментных функций получена в работе [9, 11] для случая, когда случайный коэффициент 𝜀
задан гауссовым характеристическим функционалом и может быть статистически зависим с случайным
процессом 𝑓 .

По нашему предположению процессы 𝜀 и 𝑓 независимы, тогда справедлива следующая теорема
Теорема 5.1. Если процессы 𝜀 и 𝑓 независимы и 𝜀 – гауссов процесс с характеристическим функционалом

(8), кроме того существуют вариационные производные 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡 ) и 𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼−𝑖 𝜒 (𝑡0,𝑡 )𝐴)

𝛿𝑢 (𝑡 ) , тогда решение задачи (6),
(7) имеет вид

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

= 𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠. (9)

Доказательство. Легко убедиться, что формула (9) удовлетворяет начальному условию (7). Покажем, что
она определяет решение уравнения (6). Для этого найдем 𝜕𝑦 (𝑡,𝑢,𝑣)

𝜕𝑡
от формулы (9)

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

=
𝜕

𝜕𝑡
𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫
𝑡0

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

= −𝑖𝐴𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)
𝛿𝑢 (𝑡) 𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) −𝐴

𝑡∫
𝑡0

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝑢 (𝑡)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠,

и вариационную производную 𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢,𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡 )

𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝑢 (𝑡) 𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖

𝑡∫
𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡) 𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝑢 (𝑡)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

=
𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)

𝛿𝑢 (𝑡) 𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)
𝛿𝑢 (𝑡)

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Тогда нетрудно увидеть, что

𝜕𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) .

Следовательно, 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣), определяемая формулой (9), является решением уравнения (6).
Замечание 5.1. С подробным обоснованием теоремы 5.1 можно ознакомиться в статье [9, 11].
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Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, тогда математическое ожидание решения задачи
(1), (2) определяется формулой

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴)𝐸 [𝑥0] +
𝑡∫

𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 (10)

или с учетом вида функционала 𝜑𝜀 (𝑢) (8) получаем

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = exp ©«
𝑡∫

𝑡0

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝑑𝑠𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑡0

𝑡∫
𝑡0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡∫

𝑡0

exp


𝑡∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠. (11)

Доказательство. В силу определения 𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝑦 (𝑡, 0, 0). Полагая в равенстве (9) 𝑢 = 0, 𝑣 = 0, так как
𝜑 𝑓 (0) = 1, а 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠 )

���
𝑣=0

= 𝑖𝐸 [𝑓 (𝑠)] [8, с. 30], получаем формулы (10) и (11).

6. Существование периодических решений уравнения (6).
Теорема 6.1. Пусть выполнено условие леммы 4.1, кроме того 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑡 ) есть 𝜔-периодическая функция и
определен оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, тогда

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 (12)

является 𝜔-периодическим решением уравнения (6).
Доказательство. Отметим, что в случае 𝜔-периодичности функции 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) по переменной 𝑡 , всегда
справедливо равенство𝑦 (𝜔,𝑢, 𝑣) = 𝑦 (0, 𝑢, 𝑣). Запишем это равенство для𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣), определяемого формулой
(9), при условии, что 𝑡0 = 0.

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] = 𝑈 (0, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] − 𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Преобразуем полученное равенство

𝑈 (0, 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] = −𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

По условию теоремы существует оператор (𝑈 (𝜔, 0)−𝐼 )−1, что позволяет из последнего равенства получить
уравнение для нахождения начального условия (7)

𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0] = −𝑖 (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Подстановим найденное выражение в формулу (9) в случае 𝑡0 = 0

𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) = −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 − 𝑖

𝑡∫
0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

=−𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1

𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠−

−
𝑡∫

0

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠

 =−𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1

𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠+

+
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠
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Преобразуем второй интеграл с учетом леммы 4.1 и предположения теоремы о 𝜔-периодичности по 𝑡
функции 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑡 )

𝑡∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 =

𝑡∫
0

𝑈 (𝑠 + 𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 = |𝑠 + 𝜔 = 𝑠1 | =

=

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠1 − 𝜔)
𝑑𝑠1 =

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝑑𝑠1 .

Подставляя полученный результат в формулу для 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣) и объединяя интегралы, получаем формулу
(12).

Осталось установить, что 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣), определяемая формулой (12), является 𝜔-периодической функцией
переменной 𝑡 . Вычислим 𝑦 (𝑡 + 𝜔,𝑢, 𝑣)

𝑦 (𝑡 + 𝜔,𝑢, 𝑣) = −𝑖𝑈 (0, 𝑡 + 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+2𝜔∫
𝑡+𝜔

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠 = |𝑠1 = 𝑠 − 𝜔 | =

= −𝑖𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠1 + 𝜔, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠1 + 𝜔)
𝑑𝑠1 =

= −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (0, 𝜔)
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝑑𝑠1 =

= −𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠1, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝑑𝑠1 = 𝑦 (𝑡,𝑢, 𝑣).

7. Периодические в среднем решения уравнения (1).
Теорема 7.1. Пусть выполнены условия теоремы 6.1, тогда периодическое в среднем решение уравнения

(1) представимо в виде

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (𝑖 𝜒 (0, 𝑠)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠. (13)

Доказательство.В силу теоремы6.1математическое ожидание𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝑦 (𝑡, 0, 0) является𝜔-периодической
функцией. Полагая в формуле (12) 𝑢 = 0 и 𝑣 = 0, и так как 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠 )

���
𝑣=0

= 𝑖𝐸 [𝑓 (𝑠)], получаем формулу (13).
Замечание 7.1. Полученная формула (13) имеет один существенный недостаток, это трудность

вычисления оператора (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1.

Найдем другую форму представления периодического в среднем решения уравнения (1).
Теорема 7.2. Пусть справедливы условия леммы 4.1, существует оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, матема-

тическое ожидание 𝐸 [𝑓 (𝑡)] является 𝜔-периодическим, кроме того выполнено условие 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) ≠ 𝐼 ,
тогда периодическое в среднем решения уравнения (1) задается формулой

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠.

Доказательство. На основании формулы (12) математическое ожидание 𝐸 [𝑥 (𝑡)] имеет вид

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = ©«−𝑖𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠

ª®¬
������ 𝑢 = 0
𝑣 = 0

.

Заметим, что
(𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

��
𝑢=0 = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )

��
𝑢=0 .

Основываясь на лемме 4.1, можно утверждать, что операторы (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1 и 𝑈 (𝑠, 0) перестановочны.
Тогда

𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (𝑠, 0)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
��
𝑢=0 = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴),
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что и приводит к необходимому результату.
Теорема 7.3. Если справедливы условия теоремы 5.2 и 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) = 𝐼 , тогда для существования

𝜔-периодического математического ожидания решения уравнения (1) необходимо выполнение условия
𝜔∫

0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 0)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 0. (14)

Доказательство. Пусть 𝐸 [𝑥 (𝑡)] 𝜔 – периодическая функция. Тогда справедливо 𝐸 [𝑥 (0)] = 𝐸 [𝑥 (𝜔)] .
Запишем данное равенство, основываясь на формуле (10) в предположении, что 𝑡0 = 𝜔

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴)𝐸 [𝑥0] +
0∫

𝜔

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 0)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 𝐸 [𝑥0] .

Отсюда легко сделать вывод о справедливости теоремы.
Используя вид функционала 𝜑𝜀 (𝑢), напомним, что он определяет характеристический функционал

гауссова случайного процесса 𝜀 (8), мы можем получить уточнённые версии теорем 7.2 и 7.3.
Теорема 7.4. Пусть 𝐸 [𝜀 (𝑠)], 𝐸 [𝑓 (𝑠)] –𝜔-периодические функции по 𝑠 , а 𝑏 (𝑡, 𝑠) –𝜔-периодическая по обоим

переменным. Кроме того, существует оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1 и оператор

−
𝜔∫

0
𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴

2 не имеет собственных значений вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = ©«exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×
𝑡+𝜔∫
𝑡

exp


𝑡∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠

является 𝜔-периодическим математическим ожиданием решения уравнения (1).
Доказательство. Отметим, что требование отсутствия в спектре оператора

−
𝜔∫

0
𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1

2

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴

2 собственных значений вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, равносильно выполнению

условия теоремы 7.2 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) ≠ 𝐼 с учетом вида характеристического функционала (8). Убедимся
непосредственно в 𝜔-периодичности 𝐸 [𝑥 (𝑡)] . Выпишем 𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)]

𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)] = ©«exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×
𝑡+2𝜔∫
𝑡+𝜔

exp

𝑡+𝜔∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡+𝜔∫
𝑠

𝑡+𝜔∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = |𝑠 = 𝜉 + 𝜔 | =

=
©«exp(−

𝜔∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1 𝑡+𝜔∫
𝑡

exp


𝑡+𝜔∫

𝜉+𝜔

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+

+1
2

𝑡+𝜔∫
𝜉+𝜔

𝑡+𝜔∫
𝜉+𝜔

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2

𝐸 [𝑓 (𝜉 + 𝜔)]𝑑𝜉 =
©«exp(−

𝜔∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×
𝑡+𝜔∫
𝑡

exp


𝑡∫

𝜉

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝜉

𝑡∫
𝜉

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2

 𝐸 [𝑓 (𝜉)]𝑑𝜉 = 𝐸 [𝑥 (𝑡)] .
Пусть теперь не выполнено условие теоремы 7.4, т. е. спектр оператора −

𝜔∫
0
𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+

+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴

2 содержит хотя бы одно собственное значение вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, тогда справед-

ливо

exp ©«−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬ = 𝐼 . (15)
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Согласно теореме 7.3, если существует 𝜔-периодическое математическое ожидание 𝐸 [𝑥 (𝑡)], то должно
выполняться условие (14). В нашем случае

𝜔∫
0

exp
−

𝑠∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑠∫
0

𝑠∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 0.

Выясним, существует ли при выполнении условия (15) 𝜔-периодическое математическое ожидание
𝐸 [𝑥 (𝑡)] .

Лемма 7.1. Пусть 𝑓 (𝑡, 𝑠) – 𝜔-периодическая функция по 𝑠 и 𝑡, 𝐴 – линейный ограниченный оператор.

Тогда интеграл
𝑡∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 является 𝜔-периодической функцией по 𝑡 тогда и только тогда, когда выполнено

условие
𝜔∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 = 0 для любого 𝑡 ∈ [0, 𝜔). Кроме того, функция exp(
𝑡∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴) является𝜔-периодической

по 𝑡 тогда и только тогда, когда выполнено условие exp
[
𝜔∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴
]
= 𝐼 для любого 𝑡 ∈ [0, 𝜔).

Доказательство. Справедливость первого утверждения леммы следует из равенства

𝑡+𝜔∫
𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 =
𝑡∫

𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 =
𝑡∫

𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 +
𝜔∫

0

𝑓 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠.

Второе утверждение показывается аналогично.
Теорема 7.5. Если выполнено условие (15) и 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0, то для существования ненулевого 𝜔- периодиче-

ского в среднем решения уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴) = 𝐼 ,
𝜔∫

0

𝑏 (𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0. (16)

Если условия (16) выполняются, и кроме того выполнено условие при всех 𝑡 ∈ [0, 𝜔)

𝜔∫
0

exp©«
0∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

0∫
𝑠

0∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +

0∫
𝑠

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = 0, (17)

то все решения уравнения (1) являются 𝜔-периодическими в среднем и 𝐸 [𝑥 (𝑡)] имеет вид

𝐸 [𝑥 (𝑡)] =
exp(

𝑡∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2)𝐸 [𝑥0]

 +
+


𝑡∫

0

exp ©«
𝑡∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠

 . (18)

Доказательство. Пусть 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0. Предположим, что уравнение (1) имеет 𝜔-периодическое в среднем
решение 𝐸 [𝑥 (𝑡)] ≠ 0. Формула (10) для случая 𝑡0 = 0 принимает вид

𝐸 [𝑥 (𝑡)] = exp(
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2)𝐸 [𝑥0],

а

𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)] = exp(
𝑡+𝜔∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1
2

𝑡+𝜔∫
0

𝑡+𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2)𝐸 [𝑥0] =

= exp(
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝐴+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2
 𝑑𝑠)𝐸 [𝑥 (𝑡)] .
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Учитывая предположение о существовании 𝜔-периодического в среднем решения
𝐸 [𝑥 (𝑡)] = 𝐸 [𝑥 (𝑡 + 𝜔)], получаем

exp(
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝐴+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2
 𝑑𝑠) = 𝐼 .

Продифференцируем полученное равенство по 𝑡, имеем

exp(
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝐸 [𝜀 (𝑠)]𝐴+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑠)𝑑𝑠1𝐴
2
 𝑑𝑠)

𝐸 [𝜀 (𝑡 + 𝜔)]𝐴 − 𝐸 [𝜀 (𝑡)]𝐴 +

+
𝑡∫

0

𝑏 (𝑠1, 𝑡 + 𝜔)𝑑𝑠1𝐴
2 −

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑡)𝑑𝑠1𝐴
2 + 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑡 + 𝜔)𝑑𝑠1𝐴
2 − 1

2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑠1, 𝑡)𝑑𝑠1𝐴
2 +

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴2+

+1
2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡 + 𝜔, 𝑠)𝑑𝑠𝐴2 − 1
2

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝐴2
 = ∅.

Учитывая предположения о периодичности 𝐸 [𝜀 (𝑠)] и 𝑏 (𝑡, 𝑠), получаем условие
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 = 0, что

эквивалентно требованию
𝜔∫

0
𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 = 0. Тогда очевидно, что

𝜔∫
0

𝜔∫
0
𝑏 (𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 0. С учетом этого условие

(15) принимает вид

exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴) = 𝐼 .

Таким образом, условия (16) получены и необходимость доказана.
Покажем достаточность условий (16) для существования 𝜔-периодического в среднем решения урав-

нения (1) в случае 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0. Из равенства (10) легко получить представление (18) для математического
ожидания задачи (1), (2). Из равенств (16) с применением леммы 7.1 можно установить 𝜔-периодичность
первого слагаемого для 𝐸 [𝑥 (𝑡)] в формуле (18), записанного в квадратных скобках. Следовательно, при
𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≡ 0 из условий (16) вытекает 𝜔-периодичность математического ожидания 𝐸 [𝑥 (𝑡)] решения
задачи (1), (2).

Осталось доказать вторую часть теоремы для случая 𝐸 [𝑓 (𝑠)] ≠ 0. Для этого достаточно установить,
что выполнение условий (16) и (17) приведет к 𝜔-периодичности второго слагаемого в выражении (18),
записанного в фигурных скобках.

Перепишем функцию, стоящую в фигурных скобках из выражения (18) следующим образом

𝑡∫
0

exp ©«
0∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+
𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

0∫
𝑠

0∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +

0∫
𝑠

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

+1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠 = exp ©«

𝑡∫
0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬×

×
𝑡∫

0

exp ©«
0∫

𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

0∫
𝑠

0∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2 +

0∫
𝑠

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2ª®¬𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠.

Тогда из условий (16) и (17) на основании леммы 7.1 делаем вывод о 𝜔-периодичности последнего
выражения.

8. Вторая моментная функция решения уравнения (1). Найдем вторую моментную функцию
решения задачи (1), (2) в тех же предположениях, т. е. будем считать процессы 𝜀 и 𝑓 независимыми и
заданными характеристическими функционалами 𝜑𝜀 (𝑢) и 𝜑 𝑓 (𝑣), а случайный вектор 𝑥0 независимым от
𝜀 и 𝑓 .

Умножим уравнение (1) на 𝑥𝑇 (𝜏)𝑤 и возьмем математическое ожидание полученного равенства

𝐸 [𝑑𝑥 (𝑡)
𝑑𝑡

𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] = 𝐸 [𝜀 (𝑡)𝐴𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] + 𝐸 [𝑓 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] . (19)
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Введем обозначение
𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤] .

Тогда уравнение (19) формально можно переписать в виде

𝜕𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣)

𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖
𝛿𝑝𝑦 (𝜏,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . (20)

Умножимначальное условие (2) на 𝑥𝑇 (𝑡0)𝑤 и вычислимматематическое ожидание полученного равенства
с учетом предположения

𝐸 [𝑥 (𝑡0)𝑥𝑇 (𝑡0)𝑤] = 𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ]𝜑𝜀 (𝑢)𝜑 𝑓 (𝑣).
Тогда получаем

𝜁 (𝑡0, 𝑡0, 𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ]𝜑𝜀 (𝑢)𝜑 𝑓 (𝑣). (21)

Определение 8.1. Второй моментной функцией 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] решения задачи Коши (1), (2) называется
𝜁 (𝑡, 𝜏, 0, 0), где 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) – симметричное по переменным 𝑡, 𝜏 решение уравнения (20), удовлетворяющее
условию 𝜁 (𝑡0, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝐸 [𝑥 (𝑡0)𝑥𝑇 (𝜏)𝑤], в некоторой окрестности точки 𝑢 = 0, 𝑣 = 0.

Нам необходимо в первую очередь получить начальное условие для уравнения (20). Запишем
уравнение (20) при 𝜏 = 𝑡0

𝜕𝜁 (𝑡, 𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝜕𝑡

= −𝑖𝐴
𝛿𝑝𝜁 (𝑡, 𝑡0, 𝑢, 𝑣)

𝛿𝑢 (𝑡) − 𝑖
𝛿𝑝𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑡) . (22)

Задача (22), (21) имеет вид задачи (6), (7). Запишем ее решение по формуле (9)

𝜁 (𝑡, 𝑡0, 𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)
𝛿𝑝𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Так как 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) должна быть симметрична по переменным 𝑡 и 𝜏, то

𝜁 (𝑡0, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)
𝛿𝑝𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Подставим вид 𝑦 (𝑡0, 𝑢, 𝑣) из формулы (9), получаем начальное условие для уравнения (20)

𝜁 (𝑡0, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠. (23)

Задача (20), (23) имеет вид задачи (6), (7). Выпишем ее решение по формуле (9)

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (𝑡0, 𝑡)
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

−𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)
𝛿𝑝𝑦 (𝜏,𝑢, 𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠.

Подставляя в последний интеграл представление для 𝑦 (𝜏,𝑢, 𝑣) из формулы (9), окончательно получаем

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (𝑡0, 𝑡)𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (𝑡0, 𝑡)
𝜏∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

− 𝑖
𝑡∫

𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (𝑡0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝑡∫
𝑡0

𝜏∫
𝑡0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠. (24)

Заметим, что функция 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣), определяемая формулой (24), симметрична по переменным 𝑡 и 𝜏 .
Замечание 8.1. Все приведенные выше рассуждения по нахождению решения задачи (20), (23)

сделаны в следующих предположениях: характеристический функционал 𝜑𝜀 имеет вариационную
производную

𝛿𝜑𝜀 (𝑢𝐼 − 𝑖 𝜒 (𝜎, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝜉, 𝜏)𝐴)
𝛿𝑢 (𝜉) ,
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кроме того существуют вариационные производные

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) и

𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)

.

Теорема 8.1. В условиях замечания 8.1 формула вида

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = 𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] +
𝜏∫

𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡∫

𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑡0, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0] +
𝑡∫

𝑡0

𝜏∫
𝑡0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠

является второй моментной функцией решения задачи (1), (2).
Доказательство. Отметим, что

𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠)

����
𝑣=0

= 𝑖𝐸 [𝑓 (𝑠)], а
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)

�����
𝑣=0

= 𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)] .

Подставляя в (24) 𝑢 = 0 и 𝑣 = 0, получаем требуемое равенство.
9. Существование периодического решения уравнения (20).
Теорема 9.1. Пусть справедливы предположения леммы 4.1, существует оператор

(𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, кроме того, 𝛿𝜑𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠 ) является𝜔-периодической функцией и 𝛿2𝜑𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠 )𝛿𝑣 (𝑠1 ) является𝜔-периодической
функцией по 𝑠 и 𝑠1, тогда уравнение (20) имеет 𝜔-периодическое симметричное по 𝑡 и 𝜏 решение вида

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1
−𝑖

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]−

−
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 . (25)

Доказательство. Запишем решение (24) в предположении, что 𝑡0 = 0

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (0, 𝑡)
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝑡∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝑡)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠. (26)

Если предположить, что уравнение (20) имеет 𝜔-периодическое по 𝑡 решение, то должно выполняться
условие 𝜁 (𝜔, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝜁 (0, 𝜏,𝑢, 𝑣). Запишем данное равенство, используя представление (26)

𝑈 (0, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖𝑈 (0, 𝜔)
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

− 𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

= 𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠.

Перепишем полученное равенство в виде

𝑈 (0, 𝜔) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )
𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠

 =

= −𝑖
𝜔∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠.
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Кабанцова Л. Ю. 23

По предположению теоремы существует обратный оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1, тогда

𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )𝜑 𝑓 (𝑣)𝐸 [𝑥0 · 𝑥𝑇0 ] − 𝑖
𝜏∫

0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 = (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (𝜔, 0)×

×
−𝑖

𝜔∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 .
Подставляя полученное выражение в формулу (26), получаем

𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1𝑈 (𝜔, 0)
−𝑖

𝜔∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

−
𝜔∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜔)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 − 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

−
𝑡∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (0, 𝑡)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 = 𝑈 (0, 𝑡) (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1×

×
−𝑖

𝜔∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 −

𝜔∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 −

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 + 𝑖

𝑡∫
0

𝑈 (𝑠, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠−

−
𝑡∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 +

𝑡∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠

 .
Преобразуем третий и пятый интеграл последней суммы, используя лемму 4.1 и предположение теоремы,
имеем

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 =

− 𝑖
𝑡∫

0

𝑈 (𝜔+𝑠, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠) 𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠 = −𝑖

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 0)𝑈 (0, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠1 − 𝜔)
𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠1 =

− 𝑖
𝑡+𝜔∫
𝜔

𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿𝜑 𝑓 (𝑣)
𝛿𝑣 (𝑠1)

𝐸 [𝑥0]𝑑𝑠1,

а

−
𝑡∫

0

𝜏∫
0

𝑈 (𝜔, 0)𝑈 (𝑠,0)𝑈 (𝑠1,𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 =−

𝑡∫
0

𝜏∫
0

𝑈 (𝜔+𝑠,0)𝑈 (𝑠1,𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝑠)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝑠 =

=−
𝑡+𝜔∫
𝜔

𝜏∫
0

𝑈 (𝜎, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝜎−𝜔)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝜎 =−

𝑡+𝜔∫
𝜔

𝜏∫
0

𝑈 (𝜎, 0)𝑈 (𝑠1, 𝜏)𝜑𝜀 (𝑢𝐼 )
𝛿2𝜑 𝑓 (𝑣)

𝛿𝑣 (𝜎)𝛿𝑣 (𝑠1)
𝑑𝑠1𝑑𝜎.

Подставляя эти выражения в соотношение для 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣) и объединяя интегралы, получаем равенство
(25).

Непосредственными вычислениями нетрудно убедиться в том, что 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣), определяемая формулой
(25), является𝜔-периодическойфункцией переменных 𝑡 и 𝜏 .Для этого достаточно вычислить 𝜁 (𝑡+𝜔, 𝜏,𝑢, 𝑣)
и по аналогии с теоремой 7.1 убедиться в том, что 𝜁 (𝑡 + 𝜔, 𝜏,𝑢, 𝑣) = 𝜁 (𝑡, 𝜏,𝑢, 𝑣).

Так как вторая моментная функция симметрична по переменным 𝑡 и 𝜏, то получаем периодичность
второй моментной функции по обеим переменным.
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24Периодические в среднем решения мультипликативно возмущенной гауссовым случайным шумом . . .

10. Периодическая вторая моментная функция решения уравнения (1).
Теорема 10.1. Пусть выполнены условия теоремы 9.1, тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠


определяет 𝜔-периодическую по 𝑡 и 𝜏 вторую моментную функцию решения уравнения (1).
Доказательство. Доказывается по аналогии с теоремой 8.1.

Теорема 10.2. Если в случае выполнения условия теоремы 10.1 выполнено соотношение
𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) ≠ 𝐼 , тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = (𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝜔, 0)𝐴) − 𝐼 )−1

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (0, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0]+

+
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

𝜑𝜀 (−𝑖 𝜒 (𝑠, 𝑡)𝐴 − 𝑖 𝜒 (𝑠1, 𝜏)𝐴)𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠

 .
определяет 𝜔-периодическую по 𝑡 и 𝜏 вторую моментную функцию решения уравнения (1).

Используя вид функционала 𝜑𝜀 (𝑢) – характеристического функционала гауссова случайного процесса
𝜀 (8), можно получить уточнение теоремы 10.2.

Теорема 10.3.Пусть 𝐸 [𝜀 (𝑠)], 𝐸 [𝑓 (𝑠)] –𝜔-периодические функции по 𝑠 , а𝑏 (𝑡, 𝑠) –𝜔-периодическая функция
по обеим переменным. Кроме того, существует оператор (𝑈 (𝜔, 0) − 𝐼 )−1 и оператор

−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴 + 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2

не имеет собственных значений вида 2𝜋𝑖𝑘, 𝑘 ∈ Z, тогда

𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝜏)] = ©«exp(−
𝜔∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝜔∫
0

𝜔∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2) − 𝐼ª®¬

−1

×

×

𝑡+𝜔∫
𝑡

𝑒𝑥𝑝


𝑡∫

0

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
0

𝑡∫
0

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

𝜏∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜎)]𝑑𝜎𝐴+ 1
2

𝜏∫
𝑠

𝜏∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 ×

×𝐸 [𝑓 (𝑠)]𝑑𝑠𝐸 [𝑥0] +
𝑡+𝜔∫
𝑡

𝜏∫
0

exp


𝑡∫
𝑠

𝐸 [𝜀 (𝜏)]𝑑𝜏𝐴+ 1
2

𝑡∫
𝑠

𝑡∫
𝑠

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2+

𝜏∫
𝑠1

𝐸 [𝜀 (𝜎)]𝑑𝜎𝐴+

+ 1
2

𝜏∫
𝑠1

𝜏∫
𝑠1

𝑏 (𝑠1, 𝑠2)𝑑𝑠1𝑑𝑠2𝐴
2
 𝐸 [𝑓 (𝑠) 𝑓 𝑇 (𝑠1)]𝑑𝑠1𝑑𝑠


является 𝜔-периодической по 𝑡 и 𝜏 второй моментной функцией решения задачи (1), (2).

Замечание 10.1. Используя теоремы 8.2 и 10.3 в случае 𝜏 = 𝑡, можно найти периодическую дисперси-
онную функцию 𝐸 [𝑥 (𝑡)𝑥𝑇 (𝑡)] − (𝐸 [𝑥 (𝑡)])2 и тем самым получить условия существования периодического
в широком смысле [2, с. 70] решения задачи (1), (2).

11. Заключение. В предположении, что коэффициент уравнения (1) 𝜀 (𝑡) является гауссовым случай-
ным процессом и при этом статистически не зависит от векторного случайного процесса 𝑓 , получены
условия существования периодического в среднем решения и периодической второй моментной функ-
ции решения, а также явные формулы периодического математического ожидания и периодической
второй моментной функции. В работе были рассмотрены две ситуации, когда однородное уравнение,
соответствующее уравнению (1), не имеет отличных от нуля 𝜔-периодических в среднем решений и
более сложная ситуация, когда линейное однородное уравнение со случайными коэффициентами имеет
ненулевое периодическое в среднем решение.
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