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Аннотация. В гильбертовом пространстве рассматривается задача Коши для линейного дифференциального
уравнения первого порядка, в котором коэффициент при неизвестной функции является неограниченным нор-
мальным оператором. Точное решение такой задачи выражается через операторную экспоненту. Предлагается
спектральный метод построения приближенного решения, основанный на вычислении линейной комбинации
значений резольвенты оператора в различных точках его резольвентного множества. Для этого берется скалярная
рациональная функция, приближающая экспоненту на спектре оператора, полученная рациональная функция
раскладывается в сумму элементарных дробей, и затем в нее подставляется оператор. Доказаны теоремы об оценке
абсолютной и относительной точности приближения. Приводятся результаты численных экспериментов.
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Abstract. In a Hilbert space, we consider the Cauchy problem for a first-order linear differential equation. The coefficient at
the unknown function in the equation is an unbounded normal operator. The exact solution of such a problem is expressed
in terms of an operator exponential. We suggest a spectral method for constructing an approximate solution based on the
calculation of some rational function of the normal operator. Namely, we take a scalar rational function approximating
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1. Введение. В статье обсуждается решение дифференциального уравнения

¤𝑧 (𝑡) = 𝑁𝑧 (𝑡) + 𝑓 (𝑡) (1)

с точки зрения функционального исчисления от оператора 𝑁 . Предполагается, что оператор 𝑁 является
нормальным и может быть неограниченным. Как известно, для нормального оператора в гильбертовом
пространстве справедлива [1, 2, 3] спектральная теорема, сопоставляющая каждому такому оператору
спектральное разложение — семейство операторов, представляющих собой разложение единицы, сосре-
доточенное на его спектре. Это позволяет представлять функции от оператора 𝑁 в виде интегралов по
спектральной мере. Основными для нас примерами таких функций являются операторная экспонента 𝑒𝑁𝑡 ,
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возникающая в формулах для точного решения уравнения (1), а также вспомогательная функция 𝜃𝑡 (𝑁 ),
которую мы будем использовать при решении уравнения (1) в случае правой части вида 𝑓 (𝑡) = 𝑏𝑣 (𝑡), где
𝑏 — фиксированный вектор, а 𝑣 — заданная скалярная функция.

В настоящей работе предлагается численный метод нахождения таких функций от оператора 𝑁 ,
позволяющий получить приближенное решение уравнения (1). Для этого оператор 𝑒𝑁𝑡 или 𝜃𝑡 (𝑁 )
заменяется рациональной функцией 𝑟𝑡 (𝑁 ). Отметим, что для вычисления 𝑟𝑡 (𝑁 ) достаточно уметь
находить линейную комбинацию значений резольвенты оператора 𝑁 в корнях знаменателя функции 𝑟𝑡
и использовать интегральное представление не требуется. Тем не менее спектральное разложение
нормального оператора позволяет получить априорные оценки точности приближения.

Отметим, что использование такого подхода для решения уравнений в частных производных,
записанных в абстрактной форме (1), позволяет не переходить в конечномерное пространство по
пространственной переменной и получить численно-аналитическое решение. Это отличает его от
проекционных методов, основанных на методе Галеркина [4, 5, 6], и неявных разностных схем [7, 8, 9].
Кроме того, в случае однородного уравненияинеоднородного уравнения с правойчастьювида 𝑓 (𝑡) = 𝑏𝑣 (𝑡)
метод позволяет сразу вычислить решение в точке 𝑡 , без нахождения решения в предыдущих точках.

Подобный подход для решения уравнения первого порядка с самосопряженным операторным коэф-
фициентом и скалярной выходной функцией 𝑦 (𝑡) = ⟨𝑥 (𝑡), 𝑙⟩, где 𝑙 — заданный вектор, обсуждался в [10], а
для уравнений второго порядка специального вида с самосопряженным операторным коэффициентом –
в [11] и [12].

Изложение статьи построено следующим образом. В п. 2 уточняется постановка задачи и приводятся
формулы для представления точного решения с использованием разложения единицы, порожденного
оператором 𝑁 . В п. 3 излагается основная идея метода, формулируются и доказываются теоремы об
оценке абсолютной и относительной погрешности приближения. В п. 4 приводится пример решения
дифференциального уравнения в частных производных предложенным методом.

2. Точное решение. Пусть H — гильбертово пространство, а 𝑁 : 𝐷 (𝑁 ) ⊂ H → H — линейный
неограниченный оператор. Будем предполагать, что оператор 𝑁 является нормальным [1], то есть, что
он плотно определен, замкнут и удовлетворяет условию 𝑁𝑁 ∗ = 𝑁 ∗𝑁 , где 𝑁 ∗ — сопряженный оператор.
Кроме того, будем предполагать, что для некоторого действительного числа 𝛾 < +∞ спектр оператора 𝑁
лежит слева от прямой 𝜆 = 𝛾 , то есть

∀𝜆 ∈ 𝜎 (𝑁 ) Re 𝜆 ≤ 𝛾 . (2)

Пусть 𝑎 ∈ H — заданный вектор, а 𝑓 : [0, +∞) → H — заданная непрерывная функция. Рассмотрим
задачу Коши для линейного неоднородного дифференциального уравнения

¤𝑧 (𝑡) = 𝑁𝑧 (𝑡) + 𝑓 (𝑡),
𝑧 (0) = 𝑎,

(3)

и соответствующую ей задачу Коши для однородного уравнения

¤𝑥 (𝑡) = 𝑁𝑥 (𝑡),
𝑥 (0) = 𝑎.

(4)

Хорошо известно, что решение задачи (3) можно представить в виде 𝑧 (𝑡) = 𝑥 (𝑡) +𝑦 (𝑡), где 𝑥 – решение
однородной задачи (4), а 𝑦 – решение неоднородной задачи с нулевым начальным условием:

¤𝑦 (𝑡) = 𝑁𝑦 (𝑡) + 𝑓 (𝑡),
𝑦 (0) = 0.

(5)

Мы будем также обсуждать вариант задачи (3) или (5) с правой частью специального вида 𝑓 (𝑡) = 𝑏𝑣 (𝑡),
где 𝑏 ∈ H — заданный вектор, а 𝑣 : [0, +∞) → R — заданная (скалярная) непрерывная функция, то есть
нам понадобится решение задачи

¤𝑦 (𝑡) = 𝑁𝑦 (𝑡) + 𝑏𝑣 (𝑡),
𝑦 (0) = 0.

(6)

Так как оператор 𝑁 является нормальным, для него существует [1, 2] единственное разложение
единицы 𝐸 на борелевских подмножествах его спектра 𝜎 (𝑁 ) такое, что для оператора 𝑁 справедливо
представление

𝑁 =

∫
𝜎 (𝑁 )

𝜉 𝑑𝐸 (𝜉).
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Разложение единицы 𝐸, порожденное оператором 𝑁 , позволяет определить функциональное исчисление,
которое каждой измеримой по Борелю функции 𝑔 сопоставляет плотно определенный замкнутый
оператор

𝑔(𝑁 ) =
∫

𝜎 (𝑁 )

𝑔(𝜉) 𝑑𝐸 (𝜉)

с областью определения

𝐷 (𝑔(𝑁 )) =
{
𝜑 ∈ H :

∫
𝜎 (𝑁 )

|𝑔(𝜉) |2 𝑑𝐸𝜑𝜑 (𝜉) < ∞
}
,

где 𝐸𝜑𝜑 (𝜉) = ⟨𝐸 (𝜉)𝜑, 𝜑⟩. При этом для всех 𝜑 ∈ 𝐷 (𝑔(𝑁 )) выполняется [1] соотношение

∥𝑔(𝑁 )𝜑 ∥2 =

∫
𝜎 (𝑁 )

|𝑔(𝜉) |2 𝑑𝐸𝜑𝜑 (𝜉) . (7)

Если функция 𝑔 является ограниченной на 𝜎 (𝑁 ), то оператор 𝑔(𝑁 ) ограничен, при этом справедливо [1]
неравенство

∥𝑔(𝑁 )∥ ≤ sup
𝜉∈𝜎 (𝑁 )

|𝑔(𝜉) |. (8)

Если функция 𝑔 является ограниченной и непрерывной на 𝜎 (𝑁 ), то в (8) имеет место равенство.
Определение 2.1. Операторным фундаментальным решением однородной задачи (4) будем называть

функцию

𝑈 (𝑡) = exp𝑡 (𝑁 ) =
∫

𝜎 (𝑁 )

𝑒𝜉𝑡 𝑑𝐸 (𝜉),

где exp𝑡 (𝜉) = 𝑒𝜉𝑡 .
Заметим, что так как функция 𝜉 ↦→ 𝑒𝜉𝑡 ограничена и непрерывна на 𝜎 (𝑁 ), а в силу (2) справедливо

неравенство |𝑒𝜉𝑡 | ≤ 𝑒𝛾𝑡 для всех 𝜉 ∈ 𝜎 (𝑁 ), то операторы𝑈 (𝑡) ограничены и

∥𝑈 (𝑡)∥ = sup
𝜉∈𝜎 (𝑁 )

|𝑒𝜉𝑡 | ≤ 𝑒𝛾𝑡 . (9)

Определение 2.2. Функцию 𝑥 (𝑡) = 𝑈 (𝑡)𝑎 = exp𝑡 (𝑁 )𝑎 будем называть обобщенным решением однородной
задачи (4), функцию

𝑦 (𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑈 (𝑡 − 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 (10)

обобщенным решением неоднородной задачи (5), а функцию

𝑧 (𝑡) = 𝑈 (𝑡)𝑎 +
∫ 𝑡

0
𝑈 (𝑡 − 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 (11)

обобщенным решением неоднородной задачи (3).
Для неоднородной задачи (6) введем в рассмотрение вспомогательную скалярную функцию

𝜃𝑡 (𝜉) =
∫ 𝑡

0
𝑒𝜉 (𝑡−𝜏 )𝑣 (𝜏) 𝑑𝜏 . (12)

Теорема 2.1. Обобщенное решение задачи (6) можно представить в виде

𝑦 (𝑡) = 𝜃𝑡 (𝑁 )𝑏. (13)

Доказательство. Из формулы (10) в случае 𝑓 (𝑡) = 𝑏𝑣 (𝑡) следует, что

𝑦 (𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑈 (𝑡 − 𝜏)𝑏𝑣 (𝜏) 𝑑𝜏 =

∫ 𝑡

0

∫
𝜎 (𝑁 )

𝑒𝜉 (𝑡−𝜏 ) 𝑑𝐸 (𝜉) 𝑏𝑣 (𝜏) 𝑑𝜏 =
∫ 𝑡

0

∫
𝜎 (𝑁 )

𝑒𝜉 (𝑡−𝜏 )𝑣 (𝜏) 𝑑𝐸 (𝜉) 𝑑𝜏 𝑏.

Поменяем пределы интегрирования. В результате получим

𝑦 (𝑡) =
∫
𝜎 (𝑁 )

∫ 𝑡

0
𝑒𝜉 (𝑡−𝜏 )𝑣 (𝜏) 𝑑𝜏 𝑑𝐸 (𝜉) 𝑏 =

∫
𝜎 (𝑁 )

𝜃𝑡 (𝜉) 𝑑𝐸 (𝜉) 𝑏 = 𝜃𝑡 (𝑁 )𝑏.

Теорема доказана.
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Отметим, что в силу ограниченности функции 𝜉 ↦→ 𝜃𝑡 (𝜉) на 𝜎 (𝑁 ) операторы 𝜃𝑡 (𝑁 ) также ограничены.

3. Приближенное решение. Для построения приближенного решения при каждом фиксированном
𝑡 > 0 приблизим на 𝜎 (𝑁 ) функцию 𝜉 ↦→ exp𝑡 (𝜉) рациональной функцией

𝑟 1
𝑡 (𝜉) = 𝑝1

0 +
𝐾1∑︁
𝑘=1

𝑝1
𝑘

𝜉 − 𝑞1
𝑘

с корнями знаменателя𝑞1
𝑘
вне 𝜎 (𝑁 ). В качестве приближенного операторного фундаментального решения

возьмем функцию

𝑈 (𝑡) = 𝑟 1
𝑡 (𝑁 ) = 𝑝1

01 +
𝐾1∑︁
𝑘=1

𝑝1
𝑘
(𝑁 − 𝑞1

𝑘
1)−1, (14)

в качестве приближенного решения однородной задачи (4) — функцию

𝑥 (𝑡) = 𝑈 (𝑡)𝑎 = 𝑟 1
𝑡 (𝑁 )𝑎, (15)

а в качестве приближенного решения неоднородной задачи (5) — функцию

𝑦 (𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑈 (𝑡 − 𝜏) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 =

∫ 𝑡

0
𝑟 1
𝑡−𝜏 (𝑁 ) 𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏 . (16)

В случае неоднородной задачи (6) можно при каждом фиксированном 𝑡 > 0 дополнительно использо-
вать еще одну рациональную функцию

𝑟 2
𝑡 (𝜉) = 𝑝2

0 +
𝐾2∑︁
𝑘=1

𝑝2
𝑘

𝜉 − 𝑞2
𝑘

, 𝑞2
𝑘
∉ 𝜎 (𝑁 ),

приближающую функцию 𝜉 ↦→ 𝜃𝑡 (𝜉) на 𝜎 (𝑁 ). Теперь в качестве приближенного решения неоднородной
задачи (6) возьмем функцию

𝑦 (𝑡) = 𝑟 2
𝑡 (𝑁 )𝑏. (17)

Для оценки абсолютной точности полученного приближения предлагается использовать следующую
теорему.

Теорема 3.1. Зафиксируем 𝑡 > 0. Пусть функция 𝜉 ↦→ 𝑟 1
𝑡 (𝜉) приближает функцию 𝜉 ↦→ exp𝑡 (𝜉) на 𝜎 (𝑁 ) с

абсолютной точностью 𝜀 (𝑡) ≥ 0, т.е.

|𝑟 1
𝑡 (𝜉) − 𝑒𝜉𝑡 | ≤ 𝜀 (𝑡), 𝜉 ∈ 𝜎 (𝑁 ). (18)

Тогда

(a) для приближенного операторного фундаментального решения (14) справедлива оценка

∥𝑈 (𝑡) −𝑈 (𝑡)∥ ≤ 𝜀 (𝑡);

(b) для приближенного решения (15) однородной задачи (4) справедлива оценка

∥𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡)∥ ≤ 𝜀 (𝑡)∥𝑎∥;

(c) для приближенного решения (16) неоднородной задачи (5) справедлива оценка

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ ≤
∫ 𝑡

0
𝜀 (𝑡 − 𝜏)∥ 𝑓 (𝜏)∥ 𝑑𝜏 .

Если известна функция 𝜉 ↦→ 𝑟 2
𝑡 (𝜉), приближающая функцию 𝜉 ↦→ 𝜃𝑡 (𝜉) на 𝜎 (𝑁 ) с абсолютной точностью

𝜀2 (𝑡) ≥ 0, т. е.
|𝑟 2
𝑡 (𝜉) − 𝜃𝑡 (𝜉) | ≤ 𝜀2 (𝑡), 𝜉 ∈ 𝜎 (𝑁 ), (19)

то для приближенного решения (17) неоднородной задачи (6) справедлива оценка

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ ≤ 𝜀2 (𝑡)∥𝑏∥ . (20)
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Доказательство. (a) Возьмем 𝑔𝑡 (𝜉) = 𝑟 1
𝑡 (𝜉) − exp𝑡 (𝜉). Очевидно, функция 𝑔𝑡 ограничена на 𝜎 (𝑁 ). Восполь-

зуемся оценками (8) и (18), в результате получим

∥𝑈 (𝑡) −𝑈 (𝑡)∥ = ∥𝑟 1
𝑡 (𝑁 ) − exp𝑡 (𝑁 )∥ = ∥𝑔𝑡 (𝑁 )∥ ≤ sup

𝜉∈𝜎 (𝑁 )
|𝑔𝑡 (𝜉) | ≤ 𝜀 (𝑡).

(b) Следует из (a): ∥𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡)∥ = ∥𝑈 (𝑡)𝑎 −𝑈 (𝑡)𝑎∥ ≤ ∥𝑈 (𝑡) −𝑈 (𝑡)∥ · ∥𝑎∥ ≤ 𝜀 (𝑡)∥𝑎∥.
(c) Из формул (10) и (16) с учетом (a) следует, что

∥𝑦 (𝑡)−𝑦 (𝑡)∥ =
∫ 𝑡

0

(
𝑈 (𝑡 − 𝜏) −𝑈 (𝑡 − 𝜏)

)
𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏

 ≤
∫ 𝑡

0

𝑈 (𝑡 − 𝜏) −𝑈 (𝑡 − 𝜏)
)
𝑓 (𝜏)

 𝑑𝜏 ≤
∫ 𝑡

0
𝜀 (𝑡−𝜏)∥ 𝑓 (𝜏)∥ 𝑑𝜏 .

Докажем теперь оценку (20). Возьмем 𝑔𝑡 (𝜉) = 𝑟 2
𝑡 (𝜉) − 𝜃𝑡 (𝜉). Очевидно, функция 𝑔𝑡 ограничена на 𝜎 (𝑁 ).

Воспользуемся оценками (8) и (19), в результате получим

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ = ∥𝑟 2
𝑡 (𝑁 )𝑏 − 𝜃𝑡 (𝑁 )𝑏∥ = ∥𝑔𝑡 (𝑁 )𝑏∥ ≤ ∥𝑔𝑡 (𝑁 )∥ · ∥𝑏∥ ≤ 𝜀2 (𝑡)∥𝑏∥ .

Теорема доказана.
Перейдем к обсуждению относительной точности приближения.
Теорема 3.2. Зафиксируем 𝑡 > 0. Пусть функция 𝜉 ↦→ 𝑟 1

𝑡 (𝜉) приближает функцию 𝜉 ↦→ exp𝑡 (𝜉) на 𝜎 (𝑁 ) с
относительной точностью 𝜀 (𝑡) ≥ 0, т.е.

|𝑟 1
𝑡 (𝜉) − 𝑒𝜉𝑡 | ≤ 𝜀 (𝑡) |𝑒𝜉𝑡 |, 𝜉 ∈ 𝜎 (𝑁 ). (21)

Тогда

(a) для приближенного операторного фундаментального решения (14) справедлива оценка

∥𝑈 (𝑡) −𝑈 (𝑡)∥ ≤ 𝜀 (𝑡)∥𝑈 (𝑡)∥;

(b) для приближенного решения (15) однородной задачи (4) справедлива оценка

∥𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡)∥ ≤ 𝜀 (𝑡)∥𝑥 (𝑡)∥;

(c) для приближенного решения (16) неоднородной задачи (5) справедлива оценка

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ ≤
∫ 𝑡

0
𝜀 (𝑡 − 𝜏)∥𝑈 (𝑡 − 𝜏) 𝑓 (𝜏)∥ 𝑑𝜏 ≤ 𝑒𝛾𝑡

∫ 𝑡

0
𝜀 (𝑡 − 𝜏)𝑒−𝛾𝜏 ∥ 𝑓 (𝜏)∥ 𝑑𝜏 .

Если известна функция 𝜉 ↦→ 𝑟 2
𝑡 (𝜉), приближающая функцию 𝜉 ↦→ 𝜃𝑡 (𝜉) на 𝜎 (𝑁 ) с относительной точностью

𝜀2 (𝑡) ≥ 0, т. е.
|𝑟 2
𝑡 (𝜉) − 𝜃𝑡 (𝜉) | ≤ 𝜀2 (𝑡) |𝜃𝑡 (𝜉) |, 𝜉 ∈ 𝜎 (𝑁 ), (22)

то для приближенного решения (17) неоднородной задачи (6) справедлива оценка

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ ≤ 𝜀2 (𝑡)∥𝑦 (𝑡)∥. (23)

Доказательство. (a) Возьмем 𝑔𝑡 (𝜉) = 𝑟 1
𝑡 (𝜉) − exp𝑡 (𝜉). Воспользуемся оценками (8), (9) и (21). В результате

получим
∥𝑈 (𝑡) −𝑈 (𝑡)∥ = ∥𝑔𝑡 (𝑁 )∥ ≤ sup

𝜉∈𝜎 (𝑁 )
|𝑔𝑡 (𝜉) | ≤ 𝜀 (𝑡) sup

𝜉∈𝜎 (𝑁 )
|𝑒𝜉𝑡 | = 𝜀 (𝑡)∥𝑈 (𝑡)∥.

(b) Возьмем 𝑔𝑡 (𝜉) = 𝑟 1
𝑡 (𝜉) − exp𝑡 (𝜉). Воспользуемся формулой (7) и оценкой (21), в результате получим

∥𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡)∥2 = ∥𝑈 (𝑡)𝑎 −𝑈 (𝑡)𝑎∥2 = ∥𝑔𝑡 (𝑁 )𝑎∥2 =

∫
𝜎 (𝑁 )

|𝑔𝑡 (𝜉) |2 𝑑𝐸𝑎𝑎 (𝜉) ≤
∫

𝜎 (𝑁 )

(𝜀 (𝑡))2 |𝑒𝜉𝑡 |2 𝑑𝐸𝑎𝑎 (𝜉) =

= (𝜀 (𝑡))2∥𝑈 (𝑡)𝑎∥2 = (𝜀 (𝑡))2∥𝑥 (𝑡)∥2 .

(c) Из формул (9), (10), (16) и (21) следует, что

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ =
∫ 𝑡

0

(
𝑈 (𝑡 − 𝜏) −𝑈 (𝑡 − 𝜏)

)
𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏

 ≤

≤
∫ 𝑡

0

𝑈 (𝑡 − 𝜏) −𝑈 (𝑡 − 𝜏)
)
𝑓 (𝜏)

 𝑑𝜏 ≤
∫ 𝑡

0
𝜀 (𝑡 − 𝜏)𝑒𝛾 (𝑡−𝜏 ) ∥ 𝑓 (𝜏)∥ 𝑑𝜏 .
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Докажем теперь оценку (23). Возьмем 𝑔𝑡 (𝜉) = 𝑟 2
𝑡 (𝜉) −𝜃𝑡 (𝜉). Воспользуемся формулой (7) и оценкой (22),

в результате получим

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥2 = ∥𝑔𝑡 (𝑁 )𝑏∥2 =

∫
𝜎 (𝑁 )

|𝑔𝑡 (𝜉) |2 𝑑𝐸𝑏𝑏 (𝜉) ≤
∫

𝜎 (𝑁 )

(𝜀2 (𝑡))2 |𝜃𝑡 (𝜉) |2 𝑑𝐸𝑏𝑏 (𝜉) =

= (𝜀2 (𝑡))2∥𝜃𝑡 (𝑁 )𝑏∥2 = (𝜀2 (𝑡))2∥𝑦 (𝑡)∥2.

Теорема доказана.

4. Численные эксперименты. Продемонстрируем применение предложенного в п. 3 метода для
приближенного решения уравнения

𝜕

𝜕𝑡
𝑢 (𝑡, 𝑠) = 𝜕2

𝜕𝑠2𝑢 (𝑡, 𝑠) + 𝛼1
𝜕

𝜕𝑠
𝑢 (𝑡, 𝑠) + 𝛼2𝑢 (𝑡, 𝑠) + 𝑏 (𝑠)𝑣 (𝑡) (24)

c начальным условием
𝑢 (0, 𝑠) = 𝑎(𝑠) (25)

и периодическими краевыми условиями

𝑢 (𝑡, 0) = 𝑢 (𝑡, 2𝜋),
𝜕

𝜕𝑠
𝑢 (𝑡, 𝑠) |𝑠=0 =

𝜕

𝜕𝑠
𝑢 (𝑡, 𝑠) |𝑠=2𝜋 .

(26)

Здесь 𝛼1, 𝛼2 ∈ R, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿2 [0, 2𝜋], а 𝑣 : [0, +∞) → R — непрерывная функция.
В гильбертовом пространстве H = 𝐿2 [0, 2𝜋] со скалярным произведением

⟨𝑧1, 𝑧2⟩ =
1

2𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑧1 (𝑠)𝑧2 (𝑠) 𝑑𝑠

рассмотрим оператор

𝑁 =
𝑑2

𝑑𝑠2 + 𝛼1
𝑑

𝑑𝑠
+ 𝛼2

с областью определения 𝐷 (𝑁 ) =
{
𝑧 ∈𝑊 2

2 [0, 2𝜋] : 𝑧 (0) = 𝑧 (2𝜋), 𝑧′ (0) = 𝑧′ (2𝜋)
}
. Положим 𝑧 (𝑡) (𝑠) = 𝑢 (𝑡, 𝑠) и

запишем задачу (24)–(26) в виде

¤𝑧 (𝑡) = 𝑁𝑧 (𝑡) + 𝑏𝑣 (𝑡),
𝑧 (0) = 𝑎.

Несложно проверить, что оператор 𝑁 является нормальным. Отметим, что собственные функции этого
оператора имеют вид𝜓𝑘 (𝑠) = 𝑒𝑖𝑘𝑠 , 𝑘 ∈ Z, а его спектр есть множество 𝜎 (𝑁 ) = {𝜉𝑘 = −𝑘2 + 𝑖𝑎1𝑘 + 𝑎2 : 𝑘 ∈ Z}.
Таким образом, используя разложение по собственным функциям, можно получить точные решения
основной и вспомогательных задач для последующего сравнения с приближенными решениями.

В соответствии с п. 2 представим искомую функцию в виде 𝑧 (𝑡) = 𝑥 (𝑡) + 𝑦 (𝑡), где 𝑥 (𝑡) = exp𝑡 (𝑁 )𝑎 –
решение задачи (4), а 𝑦 (𝑡) = 𝜃𝑡 (𝑁 )𝑏 – решение задачи (6). Для 𝑡 > 0 возьмем две рациональные функции

𝑟 1
𝑡 (𝜉) = 𝑝1

0 +
𝐾1∑︁
𝑘=1

𝑝1
𝑘

𝜉 − 𝑞1
𝑘

≈ exp𝑡 (𝜉), 𝑟 2
𝑡 (𝜉) = 𝑝2

0 +
𝐾2∑︁
𝑘=1

𝑝2
𝑘

𝜉 − 𝑞2
𝑘

≈ 𝜃𝑡 (𝜉), 𝜉 ∈ 𝜎 (𝑁 ), 𝑞1
𝑘
, 𝑞2
𝑘
∉ 𝜎 (𝑁 ),

в результате получим приближенное решение

𝑥 (𝑡) ≈ 𝑥 (𝑡) = 𝑟 1
𝑡 (𝑁 )𝑎 = 𝑝1

0𝑎 +
𝐾1∑︁
𝑘=1

𝑝1
𝑘
(𝑁 − 𝑞1

𝑘
1)−1𝑎,

𝑦 (𝑡) ≈ 𝑦 (𝑡) = 𝑟 2
𝑡 (𝑁 )𝑏 = 𝑝2

0𝑏 +
𝐾2∑︁
𝑘=1

𝑝2
𝑘
(𝑁 − 𝑞2

𝑘
1)−1𝑏,

𝑧 (𝑡) ≈ 𝑧 (𝑡) = 𝑥 (𝑡) + 𝑦 (𝑡).

(27)

Такимобразом, для нахождения𝑧 (𝑡) необходимопосчитать линейные комбинации значений резольвенты
оператора 𝑁 в нулях знаменателей выбранных рациональных функций, примененных к векторам 𝑎 и
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𝑏. Для резольвенты (𝑁 − 𝜆1)−1, 𝜆 ∉ 𝜎 (𝑁 ), входящей в эти линейные комбинации, справедлива явная
формула

(𝑁 − 𝜆1)−1𝑤 (𝑠) = 𝐶1 (𝜆, 𝑠)
𝐶0 (𝜆)

∫ 𝑠

0
𝑒

1
2 𝜉 (𝛼1+𝐶0 (𝜆) )𝑤 (𝜉) 𝑑𝜉 + 𝐶2 (𝜆, 𝑠)

𝐶0 (𝜆)

∫ 2𝜋

𝑠

𝑒
1
2 𝜉 (𝛼1+𝐶0 (𝜆) )𝑤 (𝜉) 𝑑𝜉+

+ 𝐶3 (𝜆, 𝑠)
𝐶0 (𝜆)

∫ 𝑠

0
𝑒

1
2 𝜉 (𝛼1−𝐶0 (𝜆) )𝑤 (𝜉) 𝑑𝜉 + 𝐶4 (𝜆, 𝑠)

𝐶0 (𝜆)

∫ 2𝜋

𝑠

𝑒
1
2 𝜉 (𝛼1−𝐶0 (𝜆) )𝑤 (𝜉) 𝑑𝜉, (28)

где

𝐶1 (𝜆, 𝑠) =
𝑒 (𝜋−

𝑠
2 ) (𝐶0 (𝜆)+𝛼1 )

1 − 𝑒𝜋 (𝐶0 (𝜆)+𝛼1 )
, 𝐶2 (𝜆, 𝑠) =

𝑒−
𝑠
2 (𝐶0 (𝜆)+𝛼1 )

1 − 𝑒𝜋 (𝐶0 (𝜆)+𝛼1 )
, 𝐶3 (𝜆, 𝑠) =

𝑒
𝑠
2 (𝐶0 (𝜆)−𝛼1 )

1 − 𝑒𝜋 (𝐶0 (𝜆)−𝛼1 )
,

𝐶4 (𝜆, 𝑠) =
𝑒 (𝜋+

𝑠
2 ) (𝐶0 (𝜆)−𝛼1 )

1 − 𝑒𝜋 (𝐶0 (𝜆)−𝛼1 )
, 𝐶0 (𝜆) =

√︃
𝛼2

1 − 4𝛼2 + 4𝜆.

Подчеркнем, что при использовании предложенного метода для фиксированного 𝑡 > 0 строится
приближение для вектора 𝑧 (𝑡) ∈ H. При этом из формул (27) и (28) видно, что в результате приближение
для 𝑢 (𝑡, 𝑠) = 𝑧 (𝑡) (𝑠) получается в виде аналитической функции от 𝑠 .

Зададим входные параметры уравнения: 𝛼1 = 2, 𝛼2 = − 1
4 , 𝑎(𝑠) =

(
2𝜋𝑠 − 𝑠2) sin 2𝑠 + cos 10𝑠 , 𝑏 (𝑠) = 20 sin 𝑠

2 ,

𝑣 (𝑡) = 𝑒−
(𝑡−𝜇)2

2𝜎2 , 𝜇 = 1, 𝜎 = 1/5, см. рис 1.

1 2 3 4 5 6
s

-10

-5

5

10

a(s)

0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

v(t)

Рис. 1. Графики начальной функции 𝑢 (0, 𝑠) = 𝑎(𝑠) (слева) и входной функции 𝑣 (𝑡) (справа)
Fig. 1. Graphs of the initial function 𝑢 (0, 𝑠) = 𝑎(𝑠) (left) and the input function 𝑣 (𝑡) (right)

На рис. 2 приведены графики приближенных решений 𝑥 и 𝑦, в которых для 𝑥 (𝑡) в качестве рацио-
нальной функции 𝑟 1

𝑡 использовалась аппроксимация Паде [13, 14] в нуле степени (3, 9) для функции
exp𝑡 (𝜉), а для 𝑦 (𝑡) в качестве рациональной функции 𝑟 2

𝑡 — аппроксимация Паде в нуле степени (2, 6) для
функции 𝜃𝑡 (𝜉). Перед применением формул (27) полученные аппроксимации Паде раскладывались в
сумму элементарных дробей.

Рис. 2. Графики приближенных решений вспомогательных задач (4) (слева) и (6) (справа)
Fig. 2. Graphs of the approximate solutions of auxiliary problems (4) (left) and (6)(right)

На рис. 3 представлены графики зависимостей ∥𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡)∥ и ∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ абсолютной точности
полученных приближений от 𝑡 ∈ [0, 2], при этом максимальные значения абсолютной погрешности
составили

max
𝑡 ∈[0,2]

∥𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡)∥ = 9.46652 · 10−4, max
𝑡 ∈[0,2]

∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ = 1.28625 · 10−3 . (29)
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Рис. 3. Графики абсолютной точности приближенных решений задач (4) (слева) и (6) (справа)
Fig. 3. Graphs of the absolute errors for the approximate solutions of problems (4) (left) and (6)(right)

Для 𝜉 ∈ 𝜎 (𝑁 ), 𝑡 ∈ [0, 2], выполняются скалярные оценки |𝑟 1
𝑡 (𝜉) − 𝑒𝜉𝑡 | ≤ 2 · 10−4 и |𝑟 2

𝑡 (𝜉) − 𝜃𝑡 (𝜉) | ≤ 1.89 · 10−2,
при этом ∥𝑎∥ ≈ 5.15, ∥𝑏∥ ≈ 14.14, поэтому из теоремы 3.1 получаем оценки

∥𝑥 (𝑡) − 𝑥 (𝑡)∥ ≤ 2 · 10−4 · 5.15 = 1.03 · 10−3, ∥𝑦 (𝑡) − 𝑦 (𝑡)∥ ≤ 1.89 · 10−2 · 14.14 = 2.67246 · 10−1 .

Видно, что полученные максимальные значения абсолютной погрешности (29) укладываются в теорети-
ческие оценки, полученные с помощью теоремы 3.1.

0.5 1.0 1.5 2.0
t
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0.0004
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0.0008

0.0010

0.0012

||z
˜
(t) - z(t)||

Рис. 4. Графики приближенного решения задачи (24)–(26) (слева) и абсолютной точности (справа)
Fig. 4. Graphs of the approximate solution of problem (24)–(26) (left) and the absolute accuracy (right)

На рис. 4 представлен график приближенного решения 𝑧 (𝑡) (𝑠) = �̃� (𝑡, 𝑠) исходной задачи (24)–(26), а
также график зависимости ∥𝑧 (𝑡)−𝑧 (𝑡)∥ абсолютной точности полученного приближения для 𝑡 ∈ [0, 2], при
этом максимальное значение абсолютной погрешности составило max𝑡 ∈[0,2] ∥𝑧 (𝑡) − 𝑧 (𝑡)∥ = 1.28625 · 10−3.

Рис. 5. График поточечной абсолютной ошибки
Fig. 5. Graph of the pointwise absolute error

Для удобства сравнения на рис. 5 изображен также график поточечной абсолютной ошибки, то
есть модуля разности между полученным приближением и точным решением. Максимум поточечной
абсолютной ошибки приближения составил max𝑠∈[0,2𝜋 ],𝑡 ∈[0,1] |�̃� (𝑡, 𝑠) − 𝑢 (𝑡, 𝑠) | = 4.28 · 10−3.
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5. Заключение. Предложен операторный метод построения приближенного решения линейного
дифференциального уравнения первого порядка с нормальным операторным коэффициентом, поз-
воляющий выписать априорные оценки точности приближения. Для этого используется вычисление
рациональных функций от нормального оператора, в качестве которых можно использовать, например,
аппроксимации Паде. Для повышения точности можно увеличить степени аппроксимации Паде или
заменить их на рациональные функции наилучшего приближения. Однако нахождение наилучших
рациональных приближений, особенно в случае комплексного спектра, является существенно более
трудоемкой задачей. Тем не менее, если необходимо решать несколько задач с одним и тем же операто-
ром, но разными начальными условиями, такой подход может быть оправдан. В этом случае можно
заранее вычислить рациональные функций для данного оператора при различных значениях 𝑡 , которые
затем многократно использовать для решения задач с этим оператором. В частности, для однородного
уравнения с оператором, спектр которого лежит на отрицательной действительной полуоси, удобно
использовать функции, приведенные в [15].
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