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Аннотация. Движение быстрой заряженной частицы в кристалле под малым углом к одной из плотно упакованных
атомами кристаллографических осей с хорошей точностью описывается как движение в непрерывных потенциалах
параллельных атомных цепочек, при котором сохраняется параллельная оси цепочки компонента импульса
частицы. Финитное движение частицы в поперечной плоскости называется аксиальным каналированием и может
квантоваться. В статье представлены полные каталоги найденных численно уровней энергии поперечного движения
позитронов с энергиями 5 и 20 ГэВ, каналирующих в направлении ⟨111⟩ кристалла кремния, и соответствующих этим
уровням волновых функций стационарных состояний. Дана классификация найденных состояний по неприводимым
представлениям группы 𝐶3𝑣 .
Ключевые слова: каналирование, быстрые частицы, высокие энергии, позитроны, кремний, стационарные
состояния, уровни энергии
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Abstract. The fast charged particle’s motion in the crystal under small angle to one of the crystallographic axes densely
packed with atoms can be described with high accuracy as the motion in the uniform potentials of the parallel atomic strings
that conserves the particle’s momentum component parallel to the string axis. The finite motion in the transverse plane in
this case is called the axial channeling and can be quantized. This paper presents the full catalogue of the transverse motion
energy levels and the corresponding wave functions computed numerically for the positrons with energies of 5 and 20 GeV
channeling in the ⟨111⟩ direction of the silicon crystal. The classification of these stationary states according to irreducible
representations of the 𝐶3𝑣 group is given.
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1. Введение. Быстрая заряженная частица, движущаяся в кристалле вблизи одной из плотно
упакованных атомами кристаллографических осей, может захватываться в образованную этими осями
потенциальную яму, совершая финитное движение в плоскости, перпендикулярной соответствующей
оси, и аномально глубоко проникая в кристалл. Такое явление называется аксиальным каналированием.
Оно было предсказано на основе численного моделирования в [?]; последующие теоретические и
экспериментальные исследования отражены в многочисленных монографиях и обзорах (см., например,

© Исупов А. Ю., Сыщенко В. В., Тарновский А. И., Парахин А. С., 2024

http://orcid.org/0000-0002-0927-8266
http://orcid.org/0000-0003-2594-6030
http://orcid.org/0000-0002-7823-5294
http://orcid.org/0000-0001-6862-6067
http://orcid.org/0000-0002-0927-8266
http://orcid.org/0000-0003-2594-6030
http://orcid.org/0000-0002-7823-5294
http://orcid.org/0000-0002-7823-5294


Исупов А. Ю., Сыщенко В. В., Тарновский А. И., Парахин А. С. 321

[?, ?, ?, ?]). Движение частицы в режиме аксиального каналирования с хорошей точностью может быть
описано как движение в непрерывном потенциале атомной цепочки, то есть в потенциале, усредненном
вдоль оси цепочки [?]. В таком потенциале сохраняется продольная компонента импульса частицы 𝑝𝑧 , и
задача о движении частицы сводится к двумерной задаче о движении в поперечной плоскости (𝑥,𝑦).

При движении положительно заряженных частиц (для определенности — позитронов) вблизи
направления ⟨111⟩ кристалла кремния финитное движение в поперечной плоскости происходит в
неглубокой потенциальной яме (рис. 1), образованной отталкивающими непрерывными потенциалами
трех ближайших соседних атомных цепочек ⟨111⟩ [?, ?]:

𝑈 (𝑥,𝑦) = 𝑈 (1) (𝑥,𝑦 − 𝑎/
√

3) +𝑈 (1) (𝑥 + 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2
√

3) +𝑈 (1) (𝑥 − 𝑎/2, 𝑦 + 𝑎/2
√

3) − 7.8571 эВ, (1)

где потенциальная энергия частицы в поле уединенной атомной цепочки принята равной [?]

𝑈 (1) (𝑥,𝑦) = 𝑈0 ln
[
1 + 𝛽𝑅2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝛼𝑅2

]
, (2)

(где𝑈0 = 58.8 эВ, 𝛼 = 0.37, 𝛽 = 2.0, 𝑅 = 0.194 Å), 𝑎 = 𝑎𝑧/
√

6 ≈ 2.217 Å( где 𝑎𝑧 — основной период кристалла
кремния, то есть период цепочки ⟨100⟩), а константа выбрана таким образом, чтобы потенциал в центре
треугольника был равен нулю. Глубина центральной ямки (точнее, высота седловой точки потенциала
(??)) составляет приблизительно

𝑈𝑠𝑎𝑑𝑑𝑙𝑒 = 0.3278 эВ. (3)

Рис. 1. Слева: проекция решетки кристалла типа алмаза на плоскость (111). Справа: линии уровня потенциала (??);
вблизи начала координат видна потенциальная ямка

Fig. 1. Left: Projection of the diamond-like lattice on the (111) plane. Right: equipotentials of (??); the small potential pit is seen
near the origin of coordinates

Состояния поперечного движения релятивистского позитрона в потенциале (??) будут описываться
двумерным уравнением Шрёдингера, в котором роль массы частицы играет параметр 𝐸𝑧/𝑐2 [?], где

𝐸𝑧 =

√︃
𝑚2𝑐4 + 𝑝2

𝑧𝑐
2 = const ≈ 𝐸. (4)

Численныйметод, позволяющийнайти уровни энергии 𝐸⊥ и волновыефункции стационарных состояний
в яме (??), подробно описан в [?, ?].

2. Классификация стационарных состояний и выбор затравочных функций. Потенциал (??)
обладает симметрией равностороннего треугольника. Из теории групп известно (см., например, [?]), что
такая симметрия описывается группой𝐶3𝑣 , элементами которой являются тождественное преобразование
𝐼 , повороты 𝑅 и 𝑅2 (на углы 2𝜋/3 и 4𝜋/3, соответственно), отражение в «вертикальной» плоскости 𝑃 ,
а также комбинации 𝑃𝑅 и 𝑃𝑅2. Эта группа имеет два одномерных неприводимых представления 𝐴1
и 𝐴2 и одно двумерное неприводимое представление 𝐸, по которым будут классифицироваться все
стационарные состояния частицы в яме (??).

Для численного нахождения уровней энергии и волновых функций стационарных состояний,
относящихся к выбранному представлению, нашему алгоритму требуется задать затравочную функцию,
относящуюся к тому же представлению. Графики таких функций представлены на рис. 2.
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Рис. 2. Затравочные волновые функции, образующие базисы неприводимых представлений группы 𝐶3𝑣
Fig. 2. Initial waveforms with specific symmetry that are the bases of the irreducible representations of 𝐶3𝑣 group

Функция 𝜓 (𝐴1 ) , остающаяся неизменной при всех преобразованиях симметрии треугольника, об-
разует базис неприводимого представления 𝐴1 . Функция𝜓 (𝐴2 ) , меняющая знак при преобразованиях,
содержащих отражение, преобразуется по неприводимому представлению 𝐴2 . Пара функций 𝜓 (𝐸 )

𝑅𝑒
и

𝜓
(𝐸 )
𝐼𝑚

представляют собой вещественную и мнимую части функций, составляющих базис двумерного
неприводимого представления 𝐸:

𝜓
(𝐸 )
1 = 𝜓

(𝐸 )
𝑅𝑒

+ 𝑖𝜓 (𝐸 )
𝐼𝑚

, 𝜓
(𝐸 )
2 = 𝜓

(𝐸 )
𝑅𝑒

− 𝑖𝜓 (𝐸 )
𝐼𝑚

. (5)

Эти функции переходят друг в друга при отражениях, а при поворотах приобретают фазовый множитель.
Соответствующие им уровни энергии будут двукратно вырождены.

3. Стационарные состояния поперечного движения каналированного позитрона с энергией
5 ГэВ. Из квазиклассических соображений следует (см., например, [?, ?, ?]), что число уровней энергии
в потенциальной яме возрастает с ростом энергии продольного движения (??), в двумерном случае —
линейно. Результаты выполненного нами численного моделирования показывают, что для позитронов
с 𝐸𝑧 = 5 ГэВ в яме (??) не будет ни одного связанного состояния, относящегося по своим свойствам
симметрии к представлению 𝐴2 группы 𝐶3𝑣 (характер симметрии состояний этого типа таков, что даже
наинизшее из них обладает тремя линиями узлов, что соответствует достаточно высокой кинетической
энергии). Найденные значения энергии поперечного движения стационарных состояний, отосящихся к
представлениям 𝐴1 и 𝐸, перечислены в таблице 1.

Таблица 1
Table 1

Уровни энергии поперечного движения (в эВах) позитрона с 𝐸𝑧 = 5 ГэВ в яме (??)
Transverse motion energy levels (eV) for the 𝐸𝑧 = 5 GeV positron in the well (??)

𝐴1 0.08241 0.23490 0.32324
𝐸 0.16267 0.24409 0.30827
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На рис. 3 представлены графики волновых функций, соответствующих уровням энергии из таблицы 1,
относящиеся к типу симметрии𝐴1 (верхний ряд), 𝐸𝑅𝑒 (средний ряд) и 𝐸𝐼𝑚 (нижний ряд). Белой линией на
каждом графике отмечена граница разрешенной для движения с точки зрения классической механики
области, определяемая уравнением𝑈 (𝑥,𝑦) = 𝐸⊥ .

Рис. 3. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с 𝐸𝑧 = 5 ГэВ в потенциале (??)
Fig. 3. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the 𝐸𝑧 = 5 GeV positrons in the potential (??)

4. Стационарные состояния поперечного движения каналированного позитрона с энергией
20 ГэВ. Численно найденные для этого случая уровни энергии поперечного движения приведены в
таблице 2.

Таблица 2
Table 2

Уровни энергии поперечного движения (в эВах) позитрона с 𝐸𝑧 = 20 ГэВ в яме (??)
Transverse motion energy levels (eV) for the 𝐸𝑧 = 20 GeV positron in the well (??)

𝐴1 𝐴2 𝐸

0.04123 0.08195
0.12070 0.12305
0.16421 0.16477 0.15983
0.19702 0.19915

0.20625
0.23742 0.23994 0.23437

0.24817
0.26969 0.27127
0.29014 0.29012 0.27878
0.30581 0.30440

0.31295 0.31807

Графики соответствующих им волновых функций представлены на рис. 4 (тип симметрии 𝐴1), рис. 5
(тип симметрии 𝐴2), рис. 6 (тип симметрии 𝐸𝑅𝑒 ) и рис. 7 (тип симметрии 𝐸𝐼𝑚). Нетрудно заметить, что
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структура волновых функций наинизших энергетических состояний совпадает с таковой для случая
𝐸𝑧 = 5 ГэВ (ср. рис. 3).

Рис. 4. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с 𝐸𝑧 = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии 𝐴1

Fig. 4. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the 𝐸𝑧 = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to 𝐴1 type of symmetry

Рис. 5. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с 𝐸𝑧 = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии 𝐴2

Fig. 5. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the 𝐸𝑧 = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to 𝐴2 type of symmetry

5. Заключение. В работе представлены уровни энергии поперечного движения и соответствующие
им волновые функции позитронов с энергиями 5 и 20 ГэВ, движущихся в режиме аксиального каналиро-
вания вблизи направления ⟨111⟩ кристалла кремния. Интерес к данной задаче связан с возможностью
исследования проявлений квантового хаоса в структуре волновых функций [?, ?]. Подробное обсуждение
особенностей волновых функций каналированных позитронов в условиях данной задачи см. в статье
[?], где, в частности, приведен полный набор стационарных состояний каналированных позитронов с
энергией 6 ГэВ. Отметим также методическую ценность задачи нахождения собственных значений и соб-
ственных функций двумерного гамильтониана. Исследование такого «двумерного атома» существенно
дополняет стандартный набор задач курса квантовой механики [?].
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Рис. 6. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с 𝐸𝑧 = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии 𝐸𝑅𝑒

Fig. 6. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the 𝐸𝑧 = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to 𝐸𝑅𝑒 type of symmetry

Рис. 7. Волновые функции стационарных состояний дискретного спектра позитронов с 𝐸𝑧 = 20 ГэВ в потенциале (??),
относящиеся к типу симметрии 𝐸𝐼𝑚

Fig. 7. Wave functions of the discrete spectrum stationary states of the 𝐸𝑧 = 20 GeV positrons in the potential (??) that belong
to 𝐸𝐼𝑚 type of symmetry
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