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Аннотация. В статье рассматриваются локализованные производные типа Римана – Лиувилля, Маршо и локализо-
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1. Введение. В настоящей статье исследуется действие правосторонних усечённых локализованных
дробных производных ([1]) типа Маршо

(𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥) = lim
𝛿→0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝑓

)
(𝑥) =

= lim
𝛿→0

©« 1
Γ (1 − 𝛼)

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
𝜀𝛼

+ 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥−𝛿∫
𝑥−𝜀

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝜏)
(𝑥 − 𝜏)1+𝛼 𝑑𝜏

ª®¬ (1)

и правосторонних локализованных дробных интегралов ([2]) типа Римана – Лиувилля

(𝐼𝛼,−𝜀𝜙) (𝑥) = 1
Γ (𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1 𝜙 (𝑡) 𝑑𝑡, −∞ < 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 < +∞ (2)

в пространстве функций с заданным модулем непрерывности ([3]).
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В работе получены условия, связывающие модуль непрерывности функции (3), ограниченность вине-
ровской p-вариации (12) и выполнения условия гёльдеровости (4). Доказана возможность представления
гёльдеровской функции порядка 𝜆 в виде разности двух почти возрастающих гёльдеровской функции
порядка 𝜆 или возможность представления гёльдеровской функции в виде разности двух монотонных
ломанных и гёльдеровской функции с модулем меньшим любого сколь угодно малого 𝜀, 𝜀 > 0. Для
локализованного интеграла (2) введён левый обратный оператор

𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ]𝜙 (𝑥) = lim

𝛿→0

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝜙 (𝑥 − 𝜀𝑘)
)
(𝑥) = 0

и доказана теорема о изоморфизме фактор-пространствa пространства 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) по одномерному
пространству, состоящему из констант и весового гёльдеровского пространства 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏]).

Целью данной работы является изучение свойств операторов локализованного дробного интегродиф-
ференцирования (1), (2) в пространнствах функций с заданным модулем непрерывности. Библиографию
по аналогичным результатом для операторов дробного интегродифференцирования содержит [3]. В
работе обобщается известный факт, что функции с ограниченным изменением могут быть представлены
в виде разности двух неубывающих функций с ограниченным изменением. Среди близких к настоящей
статье работ, описывающих структуру гёльдеровских пространств, отметим работу [4] и работу [5], в
которой авторы показывают, что функция имеет ограниченную p-вариацию тогда и только тогда, когда
она является композицией ограниченной неубывающей функции с функцией Гельдера. В работе [6]
рассматривались пространства с модулем непрерывности, удовлетворяющим условию Дини. В качестве
приближающих объектов применялись гармонические в стягивающихся к кривой областях функции.
Мы рассматриваем более узкие пространства, пространства, в которых модуль непрерывности содержит
ненулевую степенную составляющую. Полученные результаты дополняют исследования автора в этом
направлении [1, 2, 7, 8].

2. Основные результаты. Рассмотрим класс непрерывных функций с заданными модулями непре-
рывности или характеристиками 𝜔𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 (ℎ), соответствующими разбиению 𝜋 = {𝑥0;𝑥1; . . . , 𝑥𝑛} , 𝜋 : 𝑎 = 𝑥0 <

𝑥1 < . . . < 𝑥𝑘 < . . . < 𝑥𝑛 = 𝑏 отрезка [𝑎;𝑏] на конечное количество отрезков [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1] , 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 < 1, см.[3],
§13.6:

𝜔 (𝑓 , [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] , ℎ) = sup
0<𝑡<ℎ

sup
𝑥

𝑥,𝑥−𝑡 ∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡) | ≤ 𝜔𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝜋,ℎ) ≡ 𝜔𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 (ℎ) , (3)

𝜔
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ) – заданные, непрерывные, неубывающие по ℎ функции, для которых 𝜔𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 (0) = 0, 𝑘 = 0, 𝑛 − 1.
Обозначим класс функций с заданными модулями непрерывности 𝐻𝜔 (𝜋,ℎ) ( [𝑎, 𝑏]) . В классе функций с
заданными модулями непрерывности, соответствующими разбиению 𝜋 , можно ввести норму:

∥ 𝑓 ∥𝐻𝜔 (𝜋,ℎ) = max
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

|𝑓 (𝑥) | + sup
𝜋,ℎ,𝑘

𝜔 (𝑓 , [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] , ℎ)
𝜔
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ)

.

Частным случаем класса функций с заданными модулями непрерывности является класс функций с
переменным порядком гёльдеровости 𝜆 (𝑥) и множителем 𝜎 (ℎ). Пусть 𝑡𝑘 произвольная точка отрезка
[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] , 𝑘 = 0, 𝑛 − 1, 0 < 𝜆 (𝑡𝑘 ) ≤ 1. Функция 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 (𝑥 ),𝜎 (ℎ) ( [𝑎;𝑏]) ≡ 𝐻𝜆,𝜎 ( [𝑎;𝑏]), если существует
𝜎 (ℎ) : [0; 1] → 𝑅+, lim

ℎ→0
ℎ𝜆

𝜎 (ℎ) = 0, что для всех 𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1 ∈ [𝑎, 𝑏] выполнено условие

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) | ≤ |𝜎 (ℎ) | |ℎ |𝜆 , |ℎ | < 1
2
, (4)

𝐶 > 0 – константа. В этом классе можно ввести норму:

∥ 𝑓 ∥𝐻𝜆,𝜎 = ∥ 𝑓 ∥ + sup
𝑥,𝑥+ℎ∈[𝑎;𝑏 ]
|ℎ |<0,5

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) |
|𝜎 (ℎ) | |ℎ |𝜆

.

В работах [7], [8] были получены следующие результаты.
Теорема 2.1. Пусть 𝑥 ∈ [𝑎 + 2𝜀, 𝑏] ,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞, равенство

(𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥) = lim
𝛿→0

(
𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀

𝛿
𝑓

)
(𝑥) = 𝜙 (𝑥) −

1∫
0

𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑓 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝑠) 𝑑𝑠,

где
1∫

0
𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑑𝑠 = 1

Γ (1−𝛼 )Γ (𝛼 )

(
1∫

0
𝑠𝛼−1𝑑𝑠 +

1∫
0

𝑠−𝛼−𝑠𝛼
𝑠+1 𝑑𝑠

)
= 1 имеет место поточечно для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 [(𝑎;𝑏)] , 0 <

𝛼 < 𝜆 < 1 и почти всюду для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝑎, 𝑏) , 1 ≤ 𝑝 < ∞.
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Теорема 2.2. Пусть функция 𝑓 (𝑥) может быть представлена в виде 𝑓 (𝑥) = 𝐼𝛼,−𝜀𝜙 (𝑥) , тогда для любого
𝑥 ∈ [𝑎 + 2𝜀, 𝑏] ,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞, равенство

(𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥) = lim
𝛿→0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝑓

)
(𝑥) = 𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀) , 0 < 𝛿 < 𝜀,

имеет место поточечно для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏) , 0 < 𝛼 < 𝜆 < 1 и почти всюду для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝑎, 𝑏) , 1 ≤ 𝑝 < ∞ .
Теорема 2.3. Пусть 𝛼 ∈ (0, 1) , 𝜀 > 0,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞. Интегральное уравнение

𝐼𝛼,−𝜀 (𝐷𝛼,−𝜀𝜙 (𝑥)) (𝑥) = 𝜙 (𝑥) −
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑓 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝑠) 𝑑𝑠 = 0

где
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑑𝑠 = 1
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼)

©«
1∫

0

𝑠𝛼−1𝑑𝑠 +
1∫

0

𝑠𝛼 − 𝑠−𝛼
𝑠 + 1

𝑑𝑠
ª®¬ = 1,

в пространстве 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏) , для 𝑎 > −∞, имеет единственное решение 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏) , заданное следующими
рекурентными соотношениями:
1. 𝑎 < 𝑥 < 𝑎 + 2𝜀, 𝜙 (𝑥) = 𝜙0 (𝑥) – задана произвольно;
2. 𝑎 + 2𝜀 < 𝑥 < 𝑎 + 3𝜀,

𝜙 (𝑥) = 𝜙1 =

1∫
0

𝜏𝛼−1𝜙0 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) +

1∫
0

(𝜏𝛼 − 𝜏−𝛼 ) 𝜙0 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) (𝜏 + 1) ;

...
n. 𝑛 > 2, 𝑎 + 𝑛𝜀 < 𝑥 < 𝑏,

𝜙 (𝑥) = 𝜙𝑛−1 (𝑥) =
1∫

𝑥−𝑎−𝑛𝜀
𝜀

𝜏𝛼−1𝜙𝑛−3 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) +

1∫
𝑥−𝑎−𝑛𝜀

𝜀

(𝜏𝛼 − 𝜏−𝛼 ) 𝜙𝑛−3 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) (𝜏 + 1) +

+

𝑥−𝑎−𝑛𝜀
𝜀∫

0

𝜏𝛼−1𝜙𝑛−2 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) +

𝑥−𝑎−𝑛𝜀
𝜀∫

0

(𝜏𝛼 − 𝜏−𝛼 ) 𝜙𝑛−2 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) (𝜏 + 1) .

Введём в пространстве функций с заданными модулями непрерывности порядок гёльдеровости. Если

lim
𝑡→𝑥

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) |
𝑥 − 𝑡 = lim

𝑡→𝑥

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) | − |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) |
𝑥 − 𝑡 = 0,

для всех 𝑥 ∈ (𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1) , то производные по 𝑡 функции |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) | равны нулю и, следовательно,
𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , на отрезке [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1]. Если

lim
𝑡→𝑥+

|𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |
𝑡 − 𝑥 = lim

𝑡→𝑥−

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) |
𝑥 − 𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

для всех 𝑥 ∈ (𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1) , то односторонние производные по 𝑡 функции |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) | в точке 𝑥 равны
константе, и следовательно, |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) | = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 |𝑥 − 𝑡 |, т. е. липшицевы на отрезке [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1]. Если
функция 𝑓 (𝑥)-непрерывна, но

lim
𝑡→𝑥+

|𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |
𝑡 − 𝑥 = lim

𝑡→𝑥−

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) |
𝑥 − 𝑡 = +∞.

Тогда существует ℎ < 1, 𝑁 > 1, такие, что для всех |𝑡 − 𝑥 | < ℎ выполняется:

|𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |
𝑡 − 𝑥 > 𝑁, 𝑡 > 𝑥 или

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) |
𝑥 − 𝑡 > 𝑁, 𝑡 < 𝑥 .

Поэтому имеем:

log |𝑡−𝑥 |
|𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) |

|𝑡 − 𝑥 | < log |𝑡−𝑥 | 𝑁, lim
𝑡→𝑥

log |𝑡−𝑥 | |𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) | ≤ 1.

По предположению 0 < |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) | ≤ 1, следовательно получаем:

0 ≤ lim
𝑡→𝑥

log |𝑡−𝑥 | |𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) | ≤ 1. (5)
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Пусть 𝑓 (𝑥) – непрерывная функция. В случае, если выполнено условие (5), в качестве порядка гёльдеро-
вости 𝜆𝑏𝑎 (𝑥) в точке 𝑥 ∈ [𝑎;𝑏] можно взять

𝜆𝑏𝑎 (𝑥) = lim
𝑡→𝑥

log |𝑡−𝑥 | |𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) | . (6)

Определённый в (6) порядок гёльдеровости в точке 𝑥 означает, что поскольку

|𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) | ≤
𝜎

max(𝑡 ;𝑥 )
min(𝑡 ;𝑥 ) ( |𝑡 − 𝑥 |)

|𝑡 − 𝑥 |𝜆𝑡𝑥 (𝑥 )
|𝑡 − 𝑥 |𝜆𝑡𝑥 (𝑥 ) , 𝑥, 𝑡 ∈ [𝑎;𝑏] ,

множитель
𝜎

max(𝑡 ;𝑥 )
min(𝑡 ;𝑥 ) ( |𝑡−𝑥 | )

|𝑡−𝑥 |𝜆𝑡𝑥 (𝑥 ) может стремиться к бесконечности, но lim
𝑡→𝑥

𝜎
max(𝑡 ;𝑥 )
min(𝑡 ;𝑥 ) ( |𝑡−𝑥 | )

|𝑡−𝑥 |𝜆𝑡𝑥 (𝑥 ) |𝑡 − 𝑥 |𝜀 = 0, для любого
𝜀 > 0. Поскольку

lim
𝑡→𝑥+

log𝑡−𝑥 |𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) | = lim
𝑡→𝑥+

log𝑡−𝑥 𝜔
𝑡
𝑥 (𝑡 − 𝑥) , lim

𝑡→𝑥−

log𝑥−𝑡 |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) | = lim
𝑡→𝑥−

log𝑥−𝑡 𝜔
𝑥
𝑡 (𝑥 − 𝑡) ,

то в качестве порядка гёльдеровости 𝜆𝑏𝑎 (𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎;𝑏] можно взять

𝜆𝑏𝑎 (𝑥) = min

(
lim

ℎ→0,𝑥+ℎ∈[𝑎;𝑏 ]
logℎ 𝜔

𝑥+ℎ
𝑥 (ℎ) ; lim

ℎ→0,𝑥−ℎ∈[𝑎;𝑏 ]
logℎ 𝜔

𝑥
𝑥−ℎ (ℎ)

)
. (7)

По предположению 𝜔𝑡𝑥 (𝑡 − 𝑥) ≤ 1, следовательно, получаем:

0 ≤ min

(
lim
𝑡→𝑥−

log𝑡−𝑥 𝜔
𝑡
𝑥 (𝑡 − 𝑥) , lim

𝑡→𝑥+

log𝑥−𝑡 𝜔
𝑥
𝑡 (𝑥 − 𝑡)

)
;

log𝑡−𝑥 𝜔
𝑡
𝑥 (𝑡 − 𝑥) , log𝑥−𝑡 𝜔

𝑥
𝑡 (𝑥 − 𝑡) ≤ 1, |𝑡 − 𝑥 | < ℎ. (8)

Пусть на некотором отрезке [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] ⊂ [𝑎;𝑏] , 0 < 𝑐 < 𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥) ≤ 1, 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] . Из определения

порядка гёльдеровости 𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥), имеющего множитель в точке (7), следует, что для любого выбора

точек 𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1, существует такое 𝜀, 0 < 𝜀 < 𝑐, для которого можно ввести кусочно постоянный порядок
гёльдеровости на отрезке [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1]:

𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 − 𝜀 = inf

𝑥∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥) − 𝜀 > 0.

Лемма 2.1. Пуст 𝜆𝑏𝑎 = inf
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

lim
𝑡→𝑥

log |𝑡−𝑥 | |𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) | > 𝑐 > 0. Тогда класс 𝐻𝜔 (ℎ) ( [𝑎, 𝑏]) ⊂ 𝐻𝜆
𝑏
𝑎−𝜀 ( [𝑎, 𝑏]),

для любого 𝜀, 0 < 𝜀 < 𝑐.

Доказательство. Действительно, если 𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 = inf

𝑥∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥), то для любого 𝜀1 > 0 существует

такой 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1], что lim
𝑡→𝑥

log |𝑡−𝑥 | |𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑥) | < 𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 + 𝜀1, т. е. существует такая последовательность

{𝑡𝑛} ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] , что lim
𝑡𝑛→𝑥

log |𝑡𝑛−𝑥 | |𝑓 (𝑡𝑛) − 𝑓 (𝑥) | = 𝜆, 𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 ≤ 𝜆 < 𝜆

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 + 𝜀1. Далее, для всех достаточно

малых 𝜀2 таких, что 𝜆𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 > 𝜀2 > 0 существует такое 𝑛0 ∈ 𝑁, что для всех 𝑛, 𝑛 > 𝑛0 будет выполняться:���log |𝑥−𝑡𝑛 | |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡𝑛) | − 𝜆

��� < 𝜀2;

|𝑥 − 𝑡𝑛 |𝜆+𝜀2 < |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡𝑛) | < |𝑥 − 𝑡𝑛 |𝜆−𝜀2 .

Если последнее неравенство выполнено для всех точек 𝑡𝑛, 𝑛 > 𝑛0, в которых график функции 𝑓 (𝑥)
приближается на минимальное расстояние к графикам функций ± |𝑥 − 𝑡 |𝜆−𝜀2 , оставаясь внутри площади,
ограниченной сверху |𝑥 − 𝑡 |𝜆−𝜀2 и снизу − |𝑥 − 𝑡 |𝜆+𝜀2 , то и для всех 𝑡, |𝑥 − 𝑡 | < 𝛿, 0 < 𝛿 <

��𝑥 − 𝑡𝑛0

�� будет иметь
место:

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡) | < |𝑥 − 𝑡 |𝜆𝑘+1
𝑘

−𝜀2 . (9)

Класс𝐻𝜔 (ℎ)ℎ
𝜀
2 ( [𝑎, 𝑏]) компактен в𝐻𝜔 (ℎ) ( [𝑎, 𝑏]). Действительно, по предположению класс𝐻𝜔 (ℎ)ℎ

𝜀
2 ( [𝑎, 𝑏])

равномерно ограничен 0 ≤ |𝑓 (𝑥) | ≤ 1, 𝑥 ∈ [𝑎;𝑏] и равностепенно непрерывен. Для любого 𝜀1 > 0
существует такое 𝛿 > 0, что для любых 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜔 (ℎ)ℎ

𝜀
2 ( [𝑎, 𝑏]) , |𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥1) | ≤ 𝜔𝑏𝑎 (𝑥2 − 𝑥1) < 𝜀1, 𝑥1, 𝑥2 ∈

[𝑎;𝑏] , |𝑥2 − 𝑥1 | < 𝛿 . Следовательно, по теореме Арцела класс 𝐻𝜔 (ℎ) ( [𝑎, 𝑏]) предкомпактен в пространстве
непрерывных функций, а значит полон и компактен (см.,[9] стр. 173) в 𝐻𝜔 (ℎ) ( [𝑎, 𝑏]). Поэтому 𝛿 может
быть выбрано независимо от 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1]. Следовательно, функция гёльдерова порядка 𝜆𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 − 𝜀2 с
константой равной единице на отрезках [𝑥 ;𝑥 + 𝛿] , [𝑥 + 𝛿 ;𝑥], а значит с константой 𝐶𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 ≤ 𝑥𝑘+1−𝑥𝑘
𝛿

на
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всём [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1]. Поэтому 𝛿 может быть выбрано независимо от 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1]. Следовательно, функция
гёльдерова порядка 𝜆𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 − 𝜀2 с константой равной единице на отрезках [𝑥 ;𝑥 + 𝛿] , [𝑥 + 𝛿 ;𝑥], а значит с
константой 𝐶𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 ≤ 𝑥𝑘+1−𝑥𝑘
𝛿

на всём [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1].
Оценка (9) имеет место и для 𝜔𝑡𝑥 (𝑡 − 𝑥) , 𝜔𝑥𝑡 (𝑥 − 𝑡) . Если 𝜆𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 = inf
𝑥∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝜆 (𝑥), где 𝜆 (𝑥) вычисляется
по формуле (7), то для любого 𝜀1 > 0 существует 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] такой, что

𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 ≤ min

(
lim

ℎ→0,𝑥,𝑥+ℎ∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
logℎ 𝜔

𝑥+ℎ
𝑥 (ℎ) ; lim

ℎ→0,𝑥,𝑥−ℎ∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
logℎ 𝜔

𝑥
𝑥−ℎ (ℎ)

)
< 𝜆

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 + 𝜀1.

Т. е. всегда существует такая последовательность {ℎ𝑛} ∈ [0;𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ] , что

min
(

lim
ℎ𝑛→0,𝑥,𝑥+ℎ𝑛∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

logℎ𝑛 𝜔
𝑥+ℎ𝑛
𝑥 (ℎ𝑛) ; lim

ℎ𝑛→0,𝑥,𝑥−ℎ𝑛∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
logℎ𝑛 𝜔

𝑥
𝑥−ℎ𝑛 (ℎ𝑛)

)
= 𝜆𝑘 , 𝜆

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 ≤ 𝜆𝑘 < 𝜆

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 + 𝜀1.

Далее, для всех достаточно малых 𝜀2 таких, что 𝜆𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 > 𝜀2 > 0, существует такое 𝑛0 ∈ 𝑁, что для всех

𝑛, 𝑛 > 𝑛0 будет выполнятся: ���min
(
logℎ𝑛 𝜔

𝑥+ℎ𝑛
𝑥 (ℎ𝑛) ; logℎ𝑛 𝜔

𝑥
𝑥−ℎ𝑛 (ℎ𝑛)

)
− 𝜆𝑘

��� < 𝜀2;

ℎ
𝜆𝑘+𝜀2
𝑛 < max

(
𝜔𝑥+ℎ𝑛𝑥 (ℎ𝑛) ;𝜔𝑥

𝑥−ℎ𝑛 (ℎ𝑛)
)
< ℎ

𝜆𝑘−𝜀2
𝑛 .

Еслипоследниенеравенства выполненыдля всех точекℎ𝑛, 𝑛 > 𝑛0, в которых графикфункций𝜔𝑥+𝑡𝑥 (𝑡) , 𝜔𝑥𝑥−𝑡 (𝑡)
приближается на минимальное расстояние к графикам функций ±𝑡𝜆𝑘−𝜀2 , оставаясь внутри площади,
ограниченной сверху 𝑡𝜆𝑘−𝜀2 и снизу −𝑡𝜆𝑘+𝜀2 , то и для всех 𝑡, |𝑥 − 𝑡 | < 𝛿, 0 < 𝛿 <

��𝑥 − 𝑡𝑛0

�� будет иметь место:
max

(
𝜔𝑥+ℎ𝑛𝑥 (ℎ𝑛) ;𝜔𝑥

𝑥−ℎ𝑛 (ℎ𝑛)
)
< ℎ

𝜆𝑘−𝜀2
𝑛 .

Следовательно, на отрезках [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] ⊂ [𝑎;𝑏] функции 𝜔𝑥+𝑡
𝑥 (𝑡 )

𝑡
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀𝑘
,
𝜔𝑥
𝑥−𝑡 (𝑡 )

𝑡
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀𝑘
, 𝑘 = 1;𝑛 − 1 непрерывны и

равномерно ограничены. Имеет место следующее свойство:

|𝑓 (𝑡𝑘+1) − 𝑓 (𝑡𝑘 ) | ≤ 𝜔𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 ) ≤ max

ℎ∈[0;𝑡𝑘+1−𝑡𝑘 ]

{
𝜔
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ)

ℎ
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀

}
ℎ
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀

≤ sup
𝑥∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

(
max

ℎ∈[0;𝑡𝑘+1−𝑡𝑘 ]

{
𝜔
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ)

ℎ
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀

})
|𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 |

𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀
= 𝐶

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 |𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 |

𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀
,

𝐶
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 = sup

𝑥∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

(
max

ℎ∈[0;𝑡𝑘+1−𝑡𝑘 ]

{
𝜔
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ)

ℎ
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀

})
< ∞, 𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] , 𝜆𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 > 𝜀 > 0. (10)

Рассмотрим винеровскую вариацию с переменной экспонентой 𝑝 (𝑥), введённую в работе [10].
Определение 2.1. Пусть 𝑓 (𝑥) : [𝑎;𝑏] → 𝑅, 𝑝 (𝑥) : [𝑎;𝑏] → [1,∞) , 𝜋 – произвольное разбиение отрезка
[𝑎;𝑏] точками 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑛 = 𝑏 вместе с произвольным выбором точек 𝑡𝑘 , 𝑥𝑘 ≤ 𝑡𝑘 ≤ 𝑥𝑘+1, 𝑘 = 1, 𝑁 .
Функция 𝑓 (𝑥) называется функцией с ограниченным винеровским изменением с переменным показателем
степени 𝑝 (𝑥) на отрезке [𝑎;𝑏], если существует такая константа 𝐶 > 0, что выполнено неравенство:

𝑁∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑡𝑘 ) ≤ 𝐶. (11)

Определение 2.2. Пусть 𝑓 (𝑥) : [𝑎;𝑏] → 𝑅, 𝑝 (𝑥) : [𝑎;𝑏] → [1,∞) , 𝜋 – произвольное разбиение отрезка
[𝑎;𝑏] точками 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑛 = 𝑏 вместе с произвольным выбором точек 𝑡𝑘 , 𝑥𝑘 ≤ 𝑡𝑘 ≤ 𝑥𝑘+1, 𝑘 = 1, 𝑁 .
Точная верхняя грань сумм (12) по всевозможным конечным разбиениям 𝜋 отрезка [𝑎;𝑏] называется полным
винеровским изменением с переменным показателем степени 𝑝 (𝑥) (винеровской вариацией с переменной
экспонентой 𝑝 (𝑥) ) и обозначается

𝑉
𝑏,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] = sup

𝜋

(
𝑁∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘+1) |𝑝 (𝑡𝑘 )
)
. (12)

Всюду в дальнейшем будем считать, что функции равномерно ограничены, т. е. 0 ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 1 и
|𝑏 − 𝑎 | ≤ 1. Если 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 такие условия не выполняются, то можно рассмотреть функцию 𝑓 (𝑥),
где 𝑓 (𝑡) = 𝑓 ∗ (𝑡) − min

𝑡
𝑓 ∗ (𝑡) , 𝑓 ∗ (𝑡) = 𝑓 (𝑡 )

max
𝑡
𝑓 (𝑡 )−min

𝑡
𝑓 (𝑡 ) , 𝑡 =

𝑥
𝑏−𝑎 , поскольку в неравенстве Гёльдера (4) для

преобразованных функций значение множителя 𝜎 (ℎ) изменится на константу.
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Гринько А. П. 301

Для полной вариация порядка 𝑝 (𝑥) имеют место следующие свойства:

1)𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡] = 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ], (13)

2)𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝐴𝑓 ] ≤
 𝐴

sup
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏 ]

𝑝 (𝑥 )
𝑉
𝑏,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ], 𝐴 ≥ 1,

𝐴
inf

𝑥 ∈ [𝑎,𝑏 ]
𝑝 (𝑥 )

𝑉
𝑏,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ], 𝐴 < 1.

(14)

3) Если 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 , то 𝑉 𝑏,𝑝1 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] ≤ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] , 1 ≤ 𝑝 (𝑥) ≤ 𝑝1 (𝑥) . (15)

4) Если 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 𝑝0 ] < +∞, 1 ≤ 𝑝 (𝑥) < +∞, то 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 𝑝1 ] ≤ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 𝑝0 ], 0 ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 1, 1 ≤ 𝑝0 ≤ 𝑝1 . (16)

5) Если 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 𝑝0 ] < +∞, 1 ≤ 𝑝 (𝑥) , 𝑝0 < +∞, то 𝑉 𝑏,𝑝0𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] < +∞. (17)

6)𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1 + 𝑓2] ≥ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1] +𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓2],𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1 − 𝑓2] ≤ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1] +𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓2] . (18)

7) Если 𝑓 (𝑥) – непрерывная и кусочно монотонная функция на [𝑎;𝑏] и 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘 <

. . . < 𝑥𝑁 = 𝑏 – не более чем счётное число всех точек локальных экстремумов,
|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) | ≤ 1, 𝑘 = 0;𝑁 − 1, 𝑁 ≤ +∞, то

𝑉
𝑏,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |
inf

𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑥 )

, 1 ≤ 𝑝 (𝑥) . (19)

Также в работе [5] были получены свойства:

8)𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ]– неотрицательная неубывающая функция;

9) |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑥 ) ≤ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ], 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘 ∈ [𝑎, 𝑏] , 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1] ;

10)𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] +𝑉 𝑐,𝑝 (𝑥 )
𝑏

[𝑓 ] ≤ 𝑉 𝑐,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ], 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐.

Обозначим 𝑝 (𝑡𝑘 ) = 𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1) , 𝑡𝑘 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] . Имеют место неравенства:��𝑎𝑝 − 𝑏𝑝 �� ≥ |𝑎 − 𝑏 |𝑝 , 𝑏, 𝑎 ≥ 0, 𝑝 ≥ 1; (20)

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 ≤ (𝑎 + 𝑏)𝑝 , 𝑏, 𝑎 ≥ 0, 𝑝 ≥ 1; (21)

|𝑎 |𝑝 + |𝑏 |𝑝 ≥ |𝑎 − 𝑏 |𝑝 , 𝑎𝑏 ≥ 0, 𝑝 ≥ 1. (22)

Доказательство свойства (15):

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝1 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) ≤ |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) .

Доказательство (16):

��𝑓 (𝑥𝑘+1)𝑝0 − 𝑓 (𝑥𝑘 )𝑝0
�� =

�������
𝑓 (𝑥𝑘+1 )∫

0

𝑡𝑝0−1

𝑝0
𝑑𝑡 −

𝑓 (𝑥𝑘 )∫
0

𝑡𝑝0−1

𝑝0
𝑑𝑡

������� =
�������
𝑓 (𝑥𝑘+1 )∫
𝑓 (𝑥𝑘 )

𝑡𝑝0−1

𝑝0
𝑑𝑡

������� ≥
�������
𝑓 (𝑥𝑘+1 )∫
𝑓 (𝑥𝑘 )

𝑡𝑝1−1

𝑝1
𝑑𝑡

������� =
=

��𝑓 (𝑥𝑘+1)𝑝1 − 𝑓 (𝑥𝑘 )𝑝1
�� , 0 ≤ 𝑓 (𝑥𝑘 ) , 𝑓 (𝑥𝑘+1) ≤ 1, 1 ≤ 𝑝0 ≤ 𝑝1.

Доказательство (17). Из неравенства (21) следует, что���𝑓 𝑝0 (𝑥𝑘+1) − 𝑓
𝑝0 (𝑥𝑘 )

���𝑝 (𝑥1,𝑥2 )
≥

���𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 )
���𝑝0𝑝 (𝑥1,𝑥2 )

.

Доказательство (18). Из неравенства (21) следует, что

| (𝑓1 (𝑥𝑘+1) + 𝑓2 (𝑥𝑘+1)) − (𝑓1 (𝑥𝑘 ) + 𝑓2 (𝑥𝑘 )) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) = ((𝑓1 (𝑥𝑘+1) − 𝑓1 (𝑥𝑘 )) +

+ (𝑓2 (𝑥𝑘+1) − 𝑓2 (𝑥𝑘 )))𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) ≥ (𝑓1 (𝑥𝑘+1) − 𝑓1 (𝑥𝑘 ))𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) + (𝑓2 (𝑥𝑘+1) − 𝑓2 (𝑥𝑘 ))𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) .

т. е. 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1 + 𝑓2] ≥ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1] +𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓2] . Из неравенства (22) следует, что

| (𝑓1 (𝑥𝑘+1) − 𝑓2 (𝑥𝑘+1)) − (𝑓1 (𝑥𝑘 ) − 𝑓2 (𝑥𝑘 )) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) = ((𝑓1 (𝑥𝑘+1) − 𝑓1 (𝑥𝑘 )) −

− (𝑓2 (𝑥𝑘+1) − 𝑓2 (𝑥𝑘 )))𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) ≤ (𝑓1 (𝑥𝑘+1) − 𝑓1 (𝑥𝑘 ))𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) + (𝑓2 (𝑥𝑘+1) − 𝑓2 (𝑥𝑘 ))𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) .
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т. е. 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1 − 𝑓2] ≤ 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1] +𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓2] .
Доказательство (19). Покажем, что если функция непрерывная и кусочно монотонна на отрезках

[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1], то винеровская вариация по всему отрезку [𝑎;𝑏] равна сумме винеровских вариаций по отрезкам
[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1]. Пусть в точке 𝑐 ∈ [𝑎;𝑏] функция 𝑓 (𝑥) имеет единственный локальный экстремум на отрезке
𝑓 (𝑥), тогда |𝑓 (𝑐) − 𝑓 (𝑎) |𝑝 + |𝑓 (𝑐) − 𝑓 (𝑏) |𝑝 ≥ |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) |𝑝 , т. к. либо |𝑓 (𝑐) − 𝑓 (𝑎) |𝑝 ≥ |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) |𝑝 ,
либо |𝑓 (𝑐) − 𝑓 (𝑏) |𝑝 ≥ |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) |𝑝 . Следовательно, разбиение 𝜋 всегда содержит точки локальных
экстремумов и наоборот внутри промежутков монотонности разбиение 𝜋 не содержит точек. Поскольку
если 𝑓 (𝑥)–монотонная на отрезке [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] , 𝑑 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1], то из свойства (21) следует

|𝑓 (𝑑) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑑 ) + |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑑) |𝑝 (𝑑 ;𝑥𝑘+1 ) ≤

≤ |𝑓 (𝑑) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |
inf

𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 )

+ |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑑) |
inf

𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 )

≤

≤ ||𝑓 (𝑑) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) | + |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑑) | |
inf

𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 )

≤ |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |
inf

𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 )

.

Значит разбиение 𝜋 не будет содержать точек монотонности. Следовательно 𝜋 =

{
𝑥𝑘 , 𝑘 = 0;𝑁 − 1

}
.

Для функций 𝑓 (𝑥) из пространства 𝐻𝜔 (𝑥 ) ( [𝑎;𝑏]) с 𝜆𝑏𝑎 > 𝑐 > 𝜀 > 0 рассмотрим винеровскую вариацию
с переменной экспонентой 𝑝 (𝑥) ≥ 1. Пусть 𝜋 : 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1 < . . . < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏-
произвольное разбиение отрезка [𝑎;𝑏]. Учитывая (8) и свойство 1

logℎ 𝜔 (ℎ)−𝜀 =
logℎ ℎ

logℎ 𝜔 (ℎ)ℎ−𝜀 = log𝜔 (ℎ)ℎ−𝜀 ℎ,
введём переменную экспоненту:

𝑝 (𝑥) = max
(

lim
𝑡→𝑥−

log𝜔𝑡
𝑥 (𝑡−𝑥 ) (𝑡−𝑥 )−𝜀 (𝑡 − 𝑥) , lim

𝑡→𝑥+
log𝜔𝑥

𝑡 (𝑥−𝑡 ) (𝑥−𝑡 )
−𝜀 (𝑥 − 𝑡)

)
, 1 ≤ 𝑝 (𝑥) < ∞, 𝑥 ∈ [𝑎;𝑏] .

Из свойства (13) следует, что 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡] = 0. Если 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то 𝜔𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) = 0, 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1] ,

и 𝑝 (𝑥𝑘 ) = log
𝜔

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

(𝑥𝑘+1−𝑥𝑘 ) (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) не определено. В тоже время |𝑓 (𝑥𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘−1) |𝑝𝑘 (𝑥 ) = 0, для любого
𝑝 (𝑥) > 0. Поскольку для константы 𝜔

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) ≤ |𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 | , то

log
𝜔

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

(𝑥𝑘+1−𝑥𝑘 ) (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) ≤ log(𝑥𝑘+1−𝑥𝑘 ) (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) = 1 и 𝑝 (𝑥) примем равным единице. Можно также

при вычислении 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 (𝑥)] вместо функции 𝑓 (𝑥) рассматривать функцию 𝑓 (𝑥) с уменьшенной
областью определения на интервалы [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1] , для которых 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .

Лемма 2.2. Пусть для произвольного разбиения 𝜋 : 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1 < . . . <

𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜔 (𝑥 ) ( [𝑎;𝑏]) с заданными модулями непрерывности 𝜔
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ) и с 𝜆𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 (𝑥) =

min
𝑥+ℎ,𝑥−ℎ∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

(
lim
ℎ→0

logℎ 𝜔𝑥+ℎ𝑥 (ℎ) ; lim
ℎ→0

logℎ 𝜔𝑥𝑥−ℎ (ℎ)
)
, ℎ > 0, 𝜆𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 = inf
𝑥∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥) , 0 < 𝑐 ≤ 𝜆

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 . То-

гда, для всех 𝜀, удовлетворяющих условиям 0 < 𝜀 < 𝑐, функции 𝑓 (𝑥) имеют ограниченную винеровскую
вариацию кусочно переменного порядка 𝑝 (𝑡𝑘 ) = 𝑝𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 (𝑡𝑘 ) = 𝑝𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 = 1

𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀 , 𝑡𝑘 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] вида:

𝑉
𝑏,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] = sup

𝜋

(
𝑁∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑡𝑘 )
)
= sup

𝜋

(
𝑁∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |
1

𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀

)
, 𝑡𝑘 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] .

Доказательство. Из оценки (10) имеем:

𝑉
𝑏,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] = sup

𝜋

(
𝑁∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑡𝑘 )
)
≤ sup

𝜋

(
𝑁∑︁
𝑘=0

(
𝐶
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 )𝜆

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀
) 1
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀

)
=

= (𝑏 − 𝑎) sup
𝜋

(
max
𝑘=1,𝑛−1

(
𝐶
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

) 1
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀
)
= (𝑏 − 𝑎) sup

𝜋

©« max
𝑘=1,𝑛−1

(
max

ℎ∈[0;𝑥𝑘+1−𝑥𝑘 ]

{
𝜔
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ)

ℎ
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀

}) 1
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀 ª®¬ ≤

≤ (𝑏 − 𝑎) sup
𝜋

(
max
𝑘=1,𝑛−1

𝐶

1
𝜆
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

−𝜀
)
< ∞, 𝜀 < 𝑐. (23)

Следующая лемма показывает, что для непрерывных функций ограниченность винеровской ва-
риации с переменным порядком 𝑝 (𝑥) ≥ 1 совпадает с принадлежностью пространству 𝐻𝜔 ( [𝑎;𝑏])
с характеристиками 𝜔

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) = 𝑉

𝑥𝑘+1,𝑝 (𝑥 )
𝑥𝑘 [𝑓 ]

1
𝑝 (𝑥 ) и кусочно постоянным порядком вариации

𝑝 (𝑥) = 𝑝𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 = sup

𝑡 ∈[𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
(𝑝 (𝑡)) .

Лемма 2.3. Если непрерывная функция 𝑓 (𝑥) имеет ограниченную винеровскую вариацию с переменным
непрерывным порядком 𝑝 (𝑥) , 1 ≤ 𝑝 (𝑥) ≤ 𝑃 < ∞, то 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜔 ( [𝑎;𝑏]) . Для любых 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘 ∈ [𝑎, 𝑏]
непрерывные, монотонные характеристики 𝜔𝑥𝑘+1

𝑥𝑘 (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) на отрезках [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] могут быть вычислены
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по формуле 𝜔𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 ) = 𝑉 𝑥𝑘+1,𝑝 (𝑥 )

𝑥𝑘 [𝑓 ]
1

𝑝 (𝑧) . Переменный порядок гёльдеровости функции 𝑓 (𝑥) в точке 𝑥
равен 1

𝑝 (𝑥 ) .

Доказательство. Покажем, что из непрерывности 𝑓 (𝑥) следует непрерывность винеровской вариации
𝜙 (𝑥) = 𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] на [𝑎, 𝑏] . Предположим противное, 𝑓 (𝑥) имеет разрыв в точке 𝑥 . В силу ограниченности
𝑓 (𝑥) это разрыв первого рода. Для определённости будем считать, что 𝑉 𝑦,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] = 𝑇 , тогда имеем:

lim
𝑥→𝑦−

𝑉
𝑥,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] = 𝑀 > 0, 𝑀 < 𝑇 .

Т. е. для любого 𝜀 > 0 существует 𝛿 > 0, такое, что для всех 𝑥,𝑦 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑦 одновременно будет
выполняться

𝑉
𝑥,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] ≤ 𝑀, 𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥) < 𝜀.

Тогда можем записать:
𝑉
𝑦,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] −𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] ≥ 𝑇 −𝑀 > 𝜀. (24)

С другой стороны, если 𝑉 𝑦,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] = 𝑇, то для 𝜀 > 0, существует такое конечное разбиение 𝜋 = {𝑥𝑖 } , 𝑖 =
1, 𝑁 , 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑁 = 𝑦 и такой выбор 𝑡𝑘 , 𝑥𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥𝑘+1, 𝑝 (𝑡𝑘 ) = 𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1) , что

𝑉
𝑦,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] ≤

𝑁−1∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) + 𝜀 ≤T + 𝜀.

В случае, если 𝑥𝑁−1 > 𝑦 − 𝛿, возьмём 𝑥 = 𝑥𝑁−1, имеем:

𝑉
𝑦,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] −𝑉 𝑥𝑁 −1,𝑝 (𝑥 )

𝑎 [𝑓 ] ≤ 𝜀 +
𝑁−1∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) −𝑉 𝑥𝑁 −1,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] =

= 𝜀 +
𝑁−2∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) + |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦) −𝑉 𝑥𝑁 −1,𝑝 (𝑥 )
𝑎 ≤ 𝜀 +𝑉 𝑥𝑁 −1,𝑝 (𝑥 )

𝑎 [𝑓 ]+

+ |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦) −𝑉 𝑥𝑁 −1,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] = 𝜀 + |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦) ≤ 𝜀 + 𝜀

min
𝑥 ∈ [𝑎,𝑏 ]

𝑝 (𝑥 )
≤ 2𝜀. (25)

Пусть 𝑥𝑁−1 < 𝑦 − 𝛿 . Тогда учитывая, что 𝑉 𝑦,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] −𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] ≥ 0, | |𝑎 | − |𝑏 | | ≤ |𝑎 − 𝑏 | , существует 𝛿 > 0,
такое, что если 𝑦 − 𝑥 < 𝛿, то |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | < 𝜀, max

𝑥∈[𝑥𝑁 −1,𝑥 ],𝑦∈[𝑥𝑁 −1,𝑦 ]
|𝑝 (𝑥𝑁−1;𝑦) − 𝑝 (𝑥𝑁−1;𝑥) | < 𝜀. Тогда

имеем:
𝑉
𝑦,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] −𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] ≤

𝑉
𝑦,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] −𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] ≤ 𝜀 +

𝑁−2∑︁
𝑘=0

|𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) + |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑥 )+

+ |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦) − |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦) + |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦) −

− |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑥 ) −𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] ≤ 𝜀 +𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] −𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] + 𝑝 (𝑥𝑁−1;𝑦) |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥) | ×

× (|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) | + 𝜃1 ( |𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) | − |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |))𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦)−1 +

+ |𝑝 (𝑥𝑁−1;𝑦) − 𝑝 (𝑥𝑁−1;𝑥) | |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥𝑁−1) |𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑥 )+𝜃1 (𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑦)−𝑝 (𝑥𝑁 −1;𝑥 ) ) ≤ 𝜀 + 𝜀𝑃2𝑃−1 + 𝜀11. (26)

Полученные противоречия в неравенствах (24), (25) или (24), (26) показывают, что функция 𝜙 (𝑥) =

𝑉
𝑥,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] непрерывна.

Из леммы 2 работы [5] следует, что |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) | ≤ 𝑉
𝑥𝑘+1,𝑝 (𝑥 )
𝑥𝑘 [𝑓 ]

1
𝑝 (𝑥𝑘+1,𝑥𝑘 ) для любого порядка

𝑝 (𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘 ) = 𝑝 (𝑧) , 𝑡 ∈ [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1] . В качестве характеристики, т. е. непрерывной по ℎ > 0 , неотрицательной,
монотонной на отрезке [𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1] функции возьмём 𝜔

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 (ℎ) ≡ 𝑉

𝑥𝑘+ℎ,𝑝 (𝑥 )
𝑥𝑘 [𝑓 ]

1
𝑝 (𝑥𝑘+1,𝑥𝑘 ) . Из леммы 4.2 [5]

следует, что 𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝜙 (𝑥)) , где 𝜙 (𝑥) = 𝑉
𝑥,𝑝 (𝑥 )
𝑥𝑘 [𝑓 ] ограниченная неотрицательная неубывающая

функция, а 𝑔 (𝑦) ∈ 𝐻
1

𝑝 (𝑥𝑘+1,𝑥𝑘 ) ( [𝜙 (𝑥𝑘 ) , 𝜙 (𝑥𝑘+1)]) . Поскольку 𝜙 (𝑥) непрерывна, т. е. гёльдерова порядка
𝜃 (𝑥) , 0 ≤ 𝜃 (𝑥) ≤ 1, а 𝑔 (𝑦) гёльдерова порядка 1

𝑝 (𝑥𝑘+1,𝑥𝑘 ) , то из [9] следует, что порядок гёльдеровости
композиции 𝑔 (𝜙 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥) равен произведению 1

𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) 𝜃 (𝑥) ≤
1

𝑝 (𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ) . С другой стороны, поскольку

мы показали, что 𝑉 𝑦,𝑝 (𝑥 )𝑥 [𝑓 ]
1

𝑝 (𝑥 ;𝑦) – характеристика, то из леммы 2.2 оценка (23) следует, что для полного
винеровского изменения имеет место оценка:

𝑉
𝑦,𝑝 (𝑥 )
𝑥 [𝑓 ] ≤ 𝐺 (𝑦 − 𝑥) ,
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а значит
𝑉
𝑦,𝑝 (𝑥 )
𝑥 [𝑓 ]

1
𝑝 (𝑥 ;𝑦) ≤ 𝐺

1
𝑝 (𝑥 ;𝑦) (𝑦 − 𝑥)

1
𝑝 (𝑥 ;𝑦) ≤ 𝐶 |𝑦 − 𝑥 |

1
𝑝 (𝑥 ;𝑦) .

Т. е. переменный порядок гёльдеровости больше либо равен 1
𝑝 (𝑥 ;𝑦) . Следовательно, функция 𝑓 (𝑥) имеет

порядок гёльдеровости 1
𝑝 (𝑥 ;𝑦) . Лемма доказана.

Поскольку неограниченное изменение даёт осцилляция функции смодулемменьшимлюбого наперёд
заданного числа, то введём понятие почти монотонной функции.

Определение 2.3. Функция 𝑓 (𝑥, 𝜀) с 𝐷 (𝑓 ) , 𝐸 (𝑓 ) ⊂ 𝑅 называется почти возрастающей (почти убываю-
щей) с показателем 𝜀, если 𝑓 (𝑥1, 𝜀) − 𝑓 (𝑥2, 𝜀) ≤ 𝜀, (𝑓 (𝑥2, 𝜀) − 𝑓 (𝑥1, 𝜀) ≤ 𝜀) для 𝑥1 < 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷 (𝑓 ) .

Лемма 2.4. Если функция 𝑓 (𝑥) имеет ограниченную винеровскую вариацию с переменной экспонентой
𝑝 (𝑥) , 1 ≤ 𝑝 (𝑥) на отрезке [𝑎;𝑏], то функцию 𝑓 (𝑥) для любого 𝜀 > 0 можно представить в виде разности
двух почти неубывающих функций с показателем 𝜀.
Доказательство.Построимдля любойфункции с ограниченнымвинеровскимизменением 𝑓 (𝑥) и любого
𝜀 > 0 почти возрастающие функции 𝑓1 (𝑥, 𝜀) = 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥, 𝜀) = 𝑓2 (𝑥), для которых 𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓1],𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓2] <
∞ и 𝑓 (𝑥) = 𝑓1 (𝑥) − 𝑓2 (𝑥) . По определению, если функция имеет ограниченну винеровскую вариацию, то
для ∀𝜀 > 0 существует такое конечное разбиение 𝜋 : 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑖 < . . . < 𝑥𝑁 = 𝑏 и такой выбор
точек 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖 ;𝑥𝑖+1], что

𝑉
𝑥,𝑝 (𝑥 )
𝑎 [𝑓 ] − 𝜀 ≤

𝑁−1∑︁
𝑖=1

|𝑓 (𝑥𝑖+1) − 𝑓 (𝑥𝑖 ) |𝑝 (𝑡𝑖 ) ≤ 𝑉 𝑥,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓 ] . (27)

Для того, чтобы при переходе к соседнему интервалу знаки 𝑓 (𝑥𝑖+1) − 𝑓 (𝑥𝑖 ) и 𝑓 (𝑥𝑖+2) − 𝑓 (𝑥𝑖+1) были
различны, объединим соседние интервалы, если 𝑓 (𝑥𝑖+1) − 𝑓 (𝑥𝑖 ) и 𝑓 (𝑥𝑖+2) − 𝑓 (𝑥𝑖+1) имеют одинаковый

знак. В силу свойства (21), новая сумма
𝑀−1∑
𝑖=1

|𝑓 (𝑥𝑖+1) − 𝑓 (𝑥𝑖 ) |𝑝 (𝑡𝑖 ) не уменьшится и неравенство (27) будет

иметь место. Полученное разбиение обозначим 𝜋 ′ : 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘 < . . . < 𝑥𝑀 = 𝑏,𝑀 ≤ 𝑁 . Для
определённости будем считать, что 𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥1) ≤ 0. Рассмотрим последовательность функций

𝑓1 (𝑥) = 𝑓 (𝑥1) − (𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥1)) = 2𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑎;𝑏] ;

𝑓2 (𝑥) =
{

2𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥1;𝑥2] ,
2𝑓1 (𝑥2) − 𝑓1 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥2;𝑏] ;

=

{
2𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥1;𝑥2] ,
2𝑓 (𝑥1) − 2𝑓 (𝑥2) + 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥2;𝑏] ;

𝑓3 (𝑥) =


2𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥1;𝑥2] ,
2𝑓 (𝑥1) − 2𝑓 (𝑥2) + 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥2;𝑥3] ,
2 (2𝑓 (𝑥1) − 2𝑓 (𝑥2) + 𝑓 (𝑥3)) − 2𝑓 (𝑥1) + 2𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥3;𝑏] ;

=

=


2𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥1;𝑥2] ,
2𝑓 (𝑥1) − 2𝑓 (𝑥2) + 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥2;𝑥3] ,
2𝑓 (𝑥1) − 2𝑓 (𝑥2) + 2𝑓 (𝑥3) − 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥3;𝑏] ;

и т. д.

𝑓 𝑘 (𝑥) =


𝑓 𝑘−1 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥1;𝑥𝑘 ] ,

2
𝑘∑
𝑗=1

(−1) 𝑗+1 𝑓
(
𝑥 𝑗

)
+ (−1)𝑘 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑏] ;

и т. д.

𝑓 𝑀−1 (𝑥) =


𝑓 𝑀−2 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥1;𝑥𝑀−1] ,

2
𝑀−1∑
𝑗=1

(−1) 𝑗+1 𝑓
(
𝑥 𝑗

)
− (−1)𝑀−1 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥𝑀−1;𝑏] . (28)

Покажем, что 𝑓 𝑀−1 (𝑥) – почти возрастающая. На частичных отрезках разбиения 𝜋 ′ не может быть

локального максимума в точке 𝑡𝑘 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1], для которого 𝑓 (𝑡𝑘 ) > max (𝑓 (𝑥𝑘 ) ; 𝑓 (𝑥𝑘+1)) +
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
,

или локального минимума, для которого 𝑓 (𝑡𝑘 ) < min (𝑓 (𝑥𝑘 ) ; 𝑓 (𝑥𝑘+1)) −
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
. В противном

случае добавляя точку 𝑡𝑘 к разбиению 𝜋 мы увеличим 𝑉 𝑏,𝑝 (𝑥 )𝑎 [𝑓𝑁−1] более чем на 𝜀. Действительно, пусть
𝑡𝑘 локальный максимум на отрезке [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] и max (𝑓 (𝑥𝑘 ) ; 𝑓 (𝑥𝑘+1)) = 𝑓 (𝑥𝑘+1) , тогда, используя оценку
(21) и учитывая то, что 0 < |𝑓 (𝑥) | < 1, можем записать:

|𝑓 (𝑡𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑡𝑘 ]
𝑝 (𝑡 )

+ |𝑓 (𝑡𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘+1) |
inf

𝑡 ∈ [𝑡𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

− |𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) |
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

=

= (𝑓 (𝑡𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘+1) + 𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ))
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑡𝑘 ]
𝑝 (𝑡 )

+ (𝑓 (𝑡𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘+1))
inf

𝑡 ∈ [𝑡𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

−
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− (𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ))
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

≥ (𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ))
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

+ (𝑓 (𝑡𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘+1))
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

+

+ (𝑓 (𝑡𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘+1))
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

− (𝑓 (𝑥𝑘+1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ))
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

= 2 (𝑓 (𝑡𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘+1))
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

> 𝜀.

Доказательство для минимума аналогично. Мы доказали, что 𝑓 𝑁−1 (𝑥) – почти возрастающая с по-

казателем
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
. Покажем, что 𝑓1 (𝑥) = 𝑓 𝑁−1 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) – почти возрастающая с показателем

2
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
> 0. Используя представление (28), для 𝑡1 < 𝑡2, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] . имеем:

𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) = 𝑓 𝑘 (𝑡1) − 𝑓 (𝑡1) − 𝑓 𝑘 (𝑡2) + 𝑓 (𝑡2) = 2
𝑘∑︁
𝑗=1

(−1) 𝑗+1 𝑓
(
𝑥 𝑗

)
+ (−1)𝑘 𝑓 (𝑡1) −

−2
𝑘∑︁
𝑗=1

(−1) 𝑗+1 𝑓
(
𝑥 𝑗

)
− (−1)𝑘 𝑓 (𝑡2) − 𝑓 (𝑡1) + 𝑓 (𝑡2) = (𝑓 (𝑡2) − 𝑓 (𝑡1))

(
1 − (−1)𝑘

)
.

Следовательно, 𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) = 0, для промежутков [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1], где 𝑓 (𝑡) почти возрастает и 𝑓1 (𝑡1) −

𝑓1 (𝑡2) = 2 (𝑓 (𝑡2) − 𝑓 (𝑡1)) ≤ 2
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
, для промежутков, где 𝑓 (𝑡) почти убывает. Окончательно,

𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) ≤ 2
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
, т. е. 𝑓1 (𝑡) – почти возрастающая с показателем 2

(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
. Пусть

𝑡1 < 𝑡2, 𝑡1 ∈ [𝑥𝑠 ;𝑥𝑠+1] , 𝑡2 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1] , 𝑠 < 𝑘, тогда можем записать:

𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) = 𝑓 𝑠 (𝑡1) − 𝑓 (𝑡1) − 𝑓 𝑘 (𝑡2) + 𝑓 (𝑡2) = −2
𝑘∑︁

𝑗=𝑠+1
(−1) 𝑗+1 𝑓

(
𝑥 𝑗

)
+

+ (−1)𝑠 𝑓 (𝑡1) − (−1)𝑘 𝑓 (𝑡2) − 𝑓 (𝑡1) + 𝑓 (𝑡2) .

Если 𝑠, 𝑘 – чётные, то, по предположению, для чётных 𝑗 𝑓
(
𝑥 𝑗

)
− 𝑓

(
𝑥 𝑗+1

)
≤ 0,−𝑓 (𝑥𝑠+1) ≤ 0, имеем:

𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) = 2 (− 𝑓 (𝑥𝑠+1) + 𝑓 (𝑥𝑠+2) − 𝑓 (𝑥𝑠+3) + 𝑓 (𝑥𝑠+4) − 𝑓 (𝑥𝑠+5) + . . . + 𝑓 (𝑥𝑘−1) − 𝑓 (𝑥𝑘 )) ≤ 0.

Если 𝑠 – нечётная, 𝑘 – чётная, то поскольку для чётных 𝑘 функция 𝑓 (𝑥) – почти возрастающая, то

𝑓 (𝑥𝑘 ) − 𝑓 (𝑡2) ≤
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
и можем записать:

𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) =

= 2 (𝑓 (𝑥𝑠+1) − 𝑓 (𝑥𝑠+2) + . . . + 𝑓 (𝑥𝑘−2) − 𝑓 (𝑥𝑘−1) + 𝑓 (𝑥𝑘 ) − 𝑓 (𝑡1)) ≤ 2
( 𝜀
2

) 1
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

.

Если 𝑠 – чётная, 𝑘 – нечётная, по предположению −𝑓 (𝑥𝑠+1) ≤ 0, то функция 𝑓 (𝑥) – почти убывающая и

−𝑓 (𝑥𝑘 ) + 𝑓 (𝑡2) ≤
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
, имеем:

𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) =

= 2 (−𝑓 (𝑥𝑠+1) + 𝑓 (𝑥𝑠+2) − . . . − 𝑓 (𝑥𝑘−2) + 𝑓 (𝑥𝑘−1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) + 𝑓 (𝑡2)) ≤ 2
( 𝜀
2

) 1
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

.

Если 𝑠 – нечётная, 𝑘 – нечётная, то можем записать:

𝑓1 (𝑡1) − 𝑓1 (𝑡2) = 2 (−𝑓 (𝑡1) + 𝑓 (𝑥𝑠+1) − 𝑓 (𝑥𝑠+2) +

+𝑓 (𝑥𝑠+3) −𝑓 (𝑥𝑠+4) + . . . + 𝑓 (𝑥𝑘−3) − 𝑓 (𝑥𝑘−2) + 𝑓 (𝑥𝑘−1) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) + 𝑓 (𝑡2)) ≤ 2
( 𝜀
2

) 1
inf

𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]
𝑝 (𝑡 )

.

Мы доказали, что функция 𝑓1 (𝑥) – почти возрастающая с показателем 2
(
𝜀
2
) 1

inf
𝑡 ∈ [𝑥𝑘 ;𝑥𝑘+1 ]

𝑝 (𝑡 )
. Лемма доказана.

Из леммы 2.4 следует, что каждую функцию 𝑓 (𝑥) с ограниченным винеровским изменением, для
любого 𝜀 > 0, можно представить в виде

𝑓 (𝑥) = 𝜔 [𝑓 ] (𝑥) − (𝜔 [𝑓 ] (𝑥) − 𝑓 (𝑥) +𝜓 (𝑥)) +𝜓 (𝑥) ,
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где 𝜔 [𝑓 ] (𝑥) – монотонно неубывающая ломанная, проходящая через точки(
𝑥𝑘 ; 2

𝑘∑
𝑗=1

(−1) 𝑗+1 𝑓
(
𝑥 𝑗

)
+ (−1)𝑘 𝑓 (𝑥𝑘 )

)
, 𝑘 = 1, 𝑀 − 1, (𝜔 [𝑓 ] (𝑥) − 𝑓 (𝑥) +𝜓 (𝑥)) – монотонно неубывающая

функция,𝜓 (𝑥) – функция с ограниченным винеровским изменением, для которой |𝜓 (𝑥) | < 𝜀. В случае,
если 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝑤 (𝑥 ) ( [𝑎, 𝑏]) , тогда 𝜔 [𝑓 ] (𝑥) ,𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝑤 (𝑥 ) ( [𝑎, 𝑏]) , |𝜓 (𝑥) | < 𝜀.

Лемма 2.5. Пусть 0 < 𝜀, 0 < 𝛼 < 𝜆 < 1, функция 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) продлена нулём вне отрезка
[𝑎, 𝑏] , тогда оператор локализованного дифференцирования 𝐷𝛼,−𝜀 ограниченно действует из пространства
𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) в пространство 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏]) и

𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 .

Для любого 𝛿 > 0 существует такое 𝜀0, что для любых 𝜀 < 𝜀0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 − 𝛿 ≤ 𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀)

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛿. (29)

Доказательство. Из леммы 2.4 следует, что для любого 𝛿 > 0, 𝑓 (𝑥) может быть представлена в виде:

𝑓 (𝑥) = 𝑓1 (𝑥) − 𝑓2 (𝑥) +𝜓 (𝑥) ,

где 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) ,𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 [𝑎;𝑏] , |𝜓 (𝑥) | < 𝛿 и 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) неубывающие. Обозначим 𝑓1 (𝑥)−𝑓2 (𝑥) = 𝜙 (𝑥) .
Тогда можем записать:

𝐷𝛼,−𝜀𝜙 (𝑥) = 𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝑐 (𝑥 − 𝑡) 𝑑𝑡
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 =

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼𝑐𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼) =

=
𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼 (𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀))
(1 − 𝛼) Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 =

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
Γ (2 − 𝛼) 𝜀𝛼 . (30)

Для функции𝜓 (𝑥) можем записать:

|𝐷𝛼,−𝜀𝜓 (𝑥) | ≤ 2𝛿
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝛿

𝑐𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼+1−𝜆 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥−𝛿∫
𝑥−𝜀

2𝛿𝑑𝑡
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 =

=
𝛼𝛿𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (𝜆 − 𝛼) +
2𝛿1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) =
𝛿𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼)

( 𝛼

𝜆 − 𝛼 + 2𝛿1−𝜆
)
→ 0, 𝛿 → 0. (31)

Из оценок (30), (31) следует утверждение леммы (29).
Поскольку

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀)
𝜀𝛼

∈ 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏]) ⊂ 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏]) ,
то докажем, что

𝜓1 (𝑥) =
𝑥∫

𝑥−𝜀

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 𝑑𝑡 =

𝜀∫
0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑠)
𝑠𝛼+1 𝑑𝑠 ∈ 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏]) .

Используя подстановку 𝑡 |𝜀0 = ℎ + 𝑠 |𝜀−ℎ−ℎ в𝜓1 (𝑥 + ℎ) , можем записать:

𝜓1 (𝑥 + ℎ) −𝜓1 (𝑥) =
𝜀−ℎ∫

−ℎ

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)
(𝑡 + ℎ)𝛼+1 𝑑𝑡 +

𝜀∫
0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)
𝑡𝛼+1 𝑑𝑡 =

=

𝜀∫
0

(𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡))
(
(𝑡 + ℎ)−𝛼−1 − 𝑡−𝛼−1) 𝑑𝑡 + 0∫

−ℎ

(𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)) (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡+

+
𝜀∫

0

(𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)) (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡 −
𝜀∫

𝜀−ℎ

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)
(𝑡 + ℎ)𝛼+1 𝑑𝑡 = 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4.

В случае, если 𝑥 − 𝑎 < 𝜀 𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) =
𝑓 (𝑥 )

Γ (1−𝛼 )𝜀𝛼 +
𝑥∫
𝑎

𝑓 (𝑥 )−𝑓 (𝑡 )
(𝑥−𝑡 )𝛼+1 𝑑𝑡 и |𝜓1 (𝑥) | ≤ 𝑐

𝑥−𝑎∫
0
𝑡𝜆−𝛼−1𝑑𝑡 < ∞. Поэтому

|𝜓1 (𝑎) | = 0 и 𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎)
Γ (1−𝛼 )𝜀𝛼 . Результат действия оператора 𝐷

𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) следует из леммы 13.1 ([3]).
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Пусть 𝑥 − 𝑎 ≥ 𝜀, тогда, используя лемму 13.1 ([3]), можем записать:

|𝐽1 | ≤
𝑥−𝑎∫
0

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡) |
(
𝑡−𝛼−1 − (𝑡 + ℎ)−𝛼−1) 𝑑𝑡 ≤ 𝑐1ℎ

𝜆−𝛼 ;

|𝐽2 | ≤ 𝑐2ℎ
𝜆−𝛼 ;

|𝐽3 | ≤
𝑥−𝑎∫
0

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) | (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡 ≤ 𝑐3ℎ
𝜆−𝛼 ,

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 < ∞. Оценим 𝐽4. Используя (3.8) из [3], имеем:

|𝐽4 | ≤ 𝑐4

𝜀∫
𝜀−ℎ

(𝑡 + ℎ)𝜆−𝛼−1 𝑑𝑡 =
𝑐4

𝜆 − 𝛼

(
(𝜀 + ℎ)𝜆−𝛼 − 𝜀𝜆−𝛼

)
≤ 𝑐5ℎ (𝜀 + ℎ)𝜆−𝛼−1 ≤ 𝑐5ℎ

𝜆−𝛼 .

Лемма доказана.
Лемма 2.6. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝜆 ≤ 1, 0 < 𝜀, тогда оператор локализованного дробного интегрирования

𝐼𝛼,−𝜀 для 𝛼 + 𝜆 < 1 ограничен из 𝐻𝜆 [𝑎;𝑏] , в 𝐻𝛼+𝜆 [𝑎;𝑏] и для 𝛼 + 𝜆 ≤ 1 ограничен из 𝐻𝜆,1 [𝑎;𝑏] в 𝐻𝛼+𝜆,1 [𝑎;𝑏].
Доказательство. Представим оператор локализованного дробного интегрирования в виде:

𝐼𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) = 1
Γ (𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 = 1
Γ (𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1 (𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑎)) 𝑑𝑡 + 𝑓 (𝑎) 𝜀𝛼
Γ (1 + 𝛼) =

=
1

Γ (𝛼)

𝑥∫
𝑎

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1 (𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑎)) 𝑑𝑡 −
𝑥−𝜀∫
𝑎

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1

Γ (𝛼) (𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑎)) 𝑑𝑡 + 𝑓 (𝑎) 𝜀𝛼
Γ (1 + 𝛼) = 𝑀 + 𝑁 (𝑥) .

Воспользуемся подстановками 𝑥 − 𝑡 |𝑥−𝜀𝑎 = 𝑠 |𝜀𝑥−𝑎 и 𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎), тогда можем записать:

𝑁 (𝑥 + ℎ) − 𝑁 (𝑥) =
𝑥−𝑎∫
𝜀

(
(𝑠 + ℎ)𝛼−1 − 𝑠𝛼−1) 𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)

Γ (𝛼) 𝑑𝑠 +
𝜀∫

𝜀−ℎ

(𝑠 + ℎ)𝛼−1 𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)
Γ (𝛼) 𝑑𝑠+

+𝑔 (𝑥)
Γ (𝛼)

𝑥−𝑎∫
𝜀

(
(𝑠 + ℎ)𝛼−1 − 𝑠𝛼−1) 𝑑𝑠 + 𝜀∫

𝜀−ℎ

(𝑠 + ℎ)𝛼−1 𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)
Γ (𝛼) 𝑑𝑠 =

=

𝑥−𝑎∫
𝜀

(
(𝑠 + ℎ)𝛼−1 − 𝑠𝛼−1)

Γ (𝛼) (𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)) 𝑑𝑠 + 1
Γ (𝛼)

𝜀∫
𝜀−ℎ

(𝑠 + ℎ)𝛼−1 (𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)) 𝑑𝑠+

+ 𝑔 (𝑥)
Γ (1 + 𝛼) ((𝑥 − 𝑎 + ℎ)𝛼 − (𝑥 − 𝑎)𝛼 − (𝜀 + ℎ)𝛼 + 𝜀𝛼 + (𝜀 + ℎ)𝛼 − 𝜀𝛼 ) =

=
1

Γ (𝛼)

𝑥−𝑎∫
𝜀

(
(𝑠 + ℎ)𝛼−1 − 𝑠𝛼−1) (𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)) 𝑑𝑠 + 1

Γ (𝛼)

𝜀∫
𝜀−ℎ

(𝑠 + ℎ)𝛼−1 (𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)) 𝑑𝑠+

+ 𝑔 (𝑥)
Γ (1 + 𝛼) ((𝑥 − 𝑎 + ℎ)𝛼 − (𝑥 − 𝑎)𝛼 ) = 𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 .

Для слагаемых 𝑁1 и 𝑁3 известны оценки (см. [3], теорема 3.1.):

|𝑁1 | ≤
1

Γ (𝛼)

𝑥−𝑎∫
0

(
(𝑠 + ℎ)𝛼−1 − 𝑠𝛼−1) (𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)) 𝑑𝑠 ≤

{
𝑐ℎ𝜆+𝛼 , 𝜆 + 𝛼 < 1;
𝑐ℎ ln 1

ℎ
, 𝜆 + 𝛼 = 1; (32)

|𝑁3 | ≤ 𝑐ℎ𝜆+𝛼 . (33)

Оценим слагаемое 𝑁2 . Для этого вычислим максимум подынтегрального выражения:(
(𝑠 + ℎ)𝛼−1 𝑠𝜆

) ′
= 0, 𝑠 =

𝜆ℎ

1 − 𝛼 − 𝜆 .
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Поскольку знак производной положителен для 𝑠 ∈
(
0, 𝜆ℎ

1−𝛼−𝜆

)
и отрицателен для 𝑠 > 𝜆ℎ

1−𝛼−𝜆 , то 𝑠 =
𝜆ℎ

1−𝛼−𝜆
точка максимум. Тогда можем записать:

|𝑁2 | ≤
𝐴ℎ

Γ (𝛼)

(
𝜆ℎ

1 − 𝛼 − 𝜆 + ℎ
)𝛼−1 (

𝜆ℎ

1 − 𝛼 − 𝜆

)𝜆
=
𝐴ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

(
1 − 𝛼

1 − 𝛼 − 𝜆

)𝛼−1 (
𝜆

1 − 𝛼 − 𝜆

)𝜆
. (34)

Собирая оценки (32) – (34), получаем доказательство леммы.
Докажем, что 𝐼𝛼,−𝜀 ограничен из 𝐻𝜆,1 [𝑎;𝑏] в 𝐻𝛼+𝜆,1 [𝑎;𝑏] , для 𝛼 + 𝜆 ≤ 1. Воспользуемся подстановками

𝑥 − 𝑡 |𝑥+ℎ𝑥+ℎ−𝜀 = 𝑠 |−ℎ𝜀−ℎ , 𝑥 − 𝑡 |𝑥𝑥−𝜀 = 𝑠 |0𝜀

и обозначая 𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎), можем записать:

𝐼𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝐼𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) = 1
Γ (𝛼)

𝜀∫
0

(
(𝑠 + ℎ)𝛼−1 − 𝑠𝛼−1) (𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)) 𝑑𝑠+

−
0∫

−ℎ

𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)
Γ (𝛼) (𝑠 + ℎ)1−𝛼 𝑑𝑠 −

𝜀∫
𝜀−ℎ

𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥)
Γ (𝛼) (𝑠 + ℎ)1−𝛼 𝑑𝑠 = 𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3.

Рассмотрим слагаемое 𝑁2 (𝑥). Воспользуемся свойством 𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥) ≤ 𝐴 |𝑠 |𝜆 ln
�� 1
𝑠

�� , тогда проинтегри-
руем по частям:

ln 1
𝑡
= 𝑢, − 1

𝑡
𝑑𝑡 = 𝑑𝑢,

ℎ𝛼+𝜆−1+1 (
1 − 𝑡

ℎ

)𝛼−1 (
𝑡
ℎ

)𝜆
𝑑 𝑡
ℎ
= 𝑑𝑣,

ℎ𝛼+𝜆
∫
(1 − 𝑧)𝛼−1 𝑧𝜆𝑑𝑧 = ℎ𝛼+𝜆

∞∑
𝑘=0

(1−𝛼 )𝑘
𝑘!

∫
𝑧𝑘+𝜆𝑑𝑧 =

= ℎ𝛼+𝜆

𝜆+1
(
𝑡
ℎ

)𝜆+1
2𝐹1

(
1 − 𝛼, 𝜆 + 1; 𝜆 + 2; 𝑡

ℎ

)
= 𝑣 ;


|𝑁2 | ≤ 𝑐

ℎ∫
0

(ℎ − 𝑡)𝛼−1 𝑡𝜆

Γ (𝛼) ln
1
𝑡
𝑑𝑡 = 𝑐

ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1)

( 𝑡
ℎ

)𝜆+1
2𝐹1

(
1 − 𝛼, 𝜆 + 1; 𝜆 + 2;

𝑡

ℎ

)
ln

(
1
𝑡

)����ℎ
0
+

+𝑐 ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1)

ℎ∫
0

1
𝑡

( 𝑡
ℎ

)𝜆+1
2𝐹1

(
1 − 𝛼, 𝜆 + 1; 𝜆 + 2;

𝑡

ℎ

)
𝑑𝑡 ≤ 𝑐1ℎ

𝛼+𝜆 ln
(

1
ℎ

)
+

+𝑐 Γ (𝛼) Γ (𝜆 + 2)
Γ (𝛼) (𝜆 + 1) Γ (𝜆 + 𝛼 + 1)ℎ

𝛼+𝜆
1∫

0

𝑠𝜆𝑑𝑠 ≤ 𝑐2ℎ
𝛼+𝜆 ln

(
1
ℎ

)
. (35)

В случае, если 1
2 ≥ 𝜀 ≥ ℎ, 𝜆 + 𝛼 ≤ 1, с учётом оценок(

𝑥𝜆 ln
1
𝑥

) ′
= 𝑥𝜆−1

(
𝜆 ln

1
𝑥
− 1

)
> 0, ln

1
𝑥𝜆

> ln 𝑒, 0 < 𝑥 <
1
𝑒

1
𝜆

, (36)

и того, что (
𝑥𝜆+𝛼−1 ln

1
𝑥

) ′
= 𝑥𝜆+𝛼−2

(
(𝜆 + 𝛼 − 1) ln

1
𝑥
− 1

)
< 0, 0 < 𝑥 < 1, (37)

имеем:

|𝑁3 | ≤
𝐴

Γ (𝛼)

𝜀∫
𝜀−ℎ

(𝑠 + ℎ)𝛼−1 (𝑠 + ℎ)𝜆 ln
1

𝑠 + ℎ𝑑𝑠 ≤
𝐴

Γ (𝛼)

𝜀∫
𝜀−ℎ

ℎ𝛼+𝜆−1 ln
1
ℎ
𝑑𝑠 ≤ 𝐴

Γ (𝛼)ℎ
𝛼+𝜆 ln

1
ℎ
. (38)

В случае, если 1
2 ≥ ℎ ≥ 𝜀 > 0, 𝜆 + 𝛼 ≤ 1, с учётом того, что(

𝑧𝑎 ln
1
𝑧
+ 𝑧

𝑎

𝑎

) ′
= 𝑎𝑧𝑎−1 ln

1
𝑧
, 0 ≤ 𝑎 ≤ 1, 0 < 𝑧 < 1, (39)

имеем:

𝑁3 ≤ 1
Γ (𝛼)

𝜀∫
0

(𝑠 + ℎ)𝛼−1 𝑠𝜆 ln
1
𝑠
𝑑𝑠+ 1

Γ (𝛼)

0∫
𝜀−ℎ

(𝑠 + ℎ)𝛼−1 (−𝑠)𝜆 ln
1
−𝑠 𝑑𝑠 ≤
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=
ℎ𝛼−1

Γ (𝛼)

𝜀∫
0

𝑠𝜆 ln
1
𝑠
𝑑𝑠+ 1

Γ (𝛼)

ℎ−𝜀∫
0

(ℎ − 𝑡)𝛼−1 𝑡𝜆 ln
1
𝑡
𝑑𝑡 =

=
ℎ𝛼−1

Γ (𝛼)
©« 𝑠

𝜆+1

𝜆 + 1
ln

1
𝑠

����𝜀
0
+

𝜀∫
0

𝑠𝜆+1

𝜆 + 1
1
𝑠
𝑑𝑠+ª®¬ + ℎ𝛼−1

Γ (𝛼)

∞∑︁
𝑛=0

(1 − 𝛼)𝑛
ℎ𝑛𝑛!

ℎ−𝜀∫
0

𝑡𝜆+𝑛 ln
1
𝑡
𝑑𝑡 =

=
ℎ𝛼−1

Γ (𝛼)

(
𝜀𝜆+1

𝜆 + 1
ln

1
𝜀
+ 𝜀𝜆+1

(𝜆 + 1)2

)
+ ℎ𝛼−1

Γ (𝛼)

∞∑︁
𝑛=0

(1 − 𝛼)𝑛
ℎ𝑛𝑛!

(
(ℎ − 𝜀)𝜆+𝑛+1

𝜆 + 𝑛 + 1
ln

1
ℎ − 𝜀 +

(ℎ − 𝜀)𝜆+𝑛+1

(𝜆 + 𝑛 + 1)2

)
≤

≤ ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1) ln
1
ℎ
+ ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1)2 +
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝛼−1 (1 − 𝛼)𝑛
Γ (𝛼) ℎ𝑛 (𝜆 + 𝑛 + 1) 𝑛!

(
ℎ𝜆+𝑛+1 ln

1
ℎ
+ ℎ𝜆+𝑛+1

𝜆 + 𝑛 + 1

)
≤

≤ ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1) ln
1
ℎ
+ ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1)2 + ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

∞∑︁
𝑛=0

(1 − 𝛼)𝑛 (𝜆 + 1)𝑛 ℎ𝑛
(𝜆 + 1) (𝜆 + 2)𝑛 𝑛!

(
ln

1
ℎ
+ 1
𝜆 + 1

)
≤

≤ ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1) ln
1
ℎ
+ ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1)2 + ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 1)

(
ln

1
ℎ
+ 1
𝜆 + 1

)
Γ (𝛼) Γ (𝜆 + 2)
Γ (1 + 𝜆 + 𝛼) ≤ 𝑐ℎ𝛼+𝜆 ln

1
ℎ
. (40)

Для |𝑁1 | после подстановки 𝑠 |𝜀0 = ℎ 𝑡 |
𝜀
ℎ

0 можем записать:

|𝑁1 | ≤
1

Γ (𝛼)

𝜀∫
0

(
𝑠𝛼−1 − (𝑠 + ℎ)𝛼−1) |𝑔 (𝑥 − 𝑠) − 𝑔 (𝑥) | 𝑑𝑠 ≤ 𝑐ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

𝜀
ℎ∫

0

(
𝑡𝛼−1 − (𝑡 + 1)𝛼−1) 𝑡𝜆 ln

1
ℎ𝑡
𝑑𝑡 .

Пусть 𝜀 ≤ ℎ ≤ 1
2 , 𝛼 + 𝜆 ≤ 1. С учётом (39) и подстановки[

ln 1
ℎ𝑡

= 𝑢, − 1
𝑡
𝑑𝑡 = 𝑑𝑢,

𝑡𝛼+𝜆−1𝑑𝑡 = 𝑑𝑣, 𝑡𝛼+𝜆

𝛼+𝜆 = 𝑣 ;

]
можем записать:

|𝑁1 | ≤
𝑐ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

𝜀
ℎ∫

0

𝑡𝛼−1𝑡𝜆 ln
1
ℎ𝑡
𝑑𝑡 =

𝑐ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼) (𝜆 + 𝛼)

(
ln

1
ℎ 𝜀
ℎ

( 𝜀
ℎ

)𝜆+𝛼
− lim
𝐴→0

ln
1
ℎ𝐴

𝐴𝜆+𝛼 + 1
𝜆 + 𝛼

( 𝜀
ℎ

)𝛼+𝜆)
≤

=
𝑐

Γ (𝛼) (𝜆 + 𝛼)

(
ln

1
𝜀
𝜀𝜆+𝛼 + 𝜀𝛼+𝜆 1

𝜆 + 𝛼

)
≤ 𝑐

Γ (𝛼) (𝜆 + 𝛼)

(
ln

1
ℎ
ℎ𝜆+𝛼 + ℎ𝛼+𝜆 1

𝜆 + 𝛼

)
≤ 𝑐1ℎ

𝜆+𝛼 ln
1
ℎ
.

Пусть 1 > 𝜀 > ℎ, 𝜆 + 𝛼 < 1. С учётом знака производной в (39), имеем:

|𝑁1 | ≤
𝑐ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

1∫
0

(
𝑡𝛼−1 − (𝑡 + 1)𝛼−1) 𝑡𝜆 ����ln 1

ℎ𝑡

����𝑑𝑡 + 𝑐ℎ𝛼+𝜆Γ (𝛼)

𝜀
ℎ∫

1

(
𝑡𝛼−1 − (𝑡 + 1)𝛼−1) 𝑡𝜆 ����ln 1

ℎ𝑡

����𝑑𝑡 ≤
≤ 𝑐

Γ (𝛼)

1∫
0

(ℎ𝑡)𝜆+𝛼−1 ln
1
ℎ𝑡
𝑑 (ℎ𝑡) +𝑐ℎ

𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

𝜀
ℎ∫

1

(
1 −

(
1 + 1

𝑡

)𝛼−1
)
𝑡𝜆+𝛼−1 ln

1
ℎ𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑐

Γ (𝛼)

ℎ∫
0

𝑠𝜆+𝛼−1 ln
1
𝑠
𝑑𝑠+

+𝑐ℎ
𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

𝜀
ℎ∫

1

(1 − 𝛼) 1
𝑡
𝑡𝜆+𝛼−1 ln

1
ℎ𝑡
𝑑𝑡 =

𝑐

Γ (𝛼)
©« ln

1
𝑠

𝑠𝜆+𝛼

𝜆 + 𝛼

����ℎ
0
+

ℎ∫
0

𝑠𝜆+𝛼−1

𝜆 + 𝛼 𝑑𝑠
ª®¬+

+𝑐ℎ
𝛼+𝜆 (1 − 𝛼)
Γ (𝛼)

©« ln
1
ℎ𝑡

𝑡𝜆+𝛼−1

𝜆 + 𝛼 − 1

���� 𝜀ℎ
1
+

𝜀
ℎ∫

1

𝑡𝜆+𝛼−2

𝜆 + 𝛼 − 1
𝑑𝑡

ª®®¬ =
𝑐

Γ (𝛼)

(
ln

1
ℎ

ℎ𝜆+𝛼

𝜆 + 𝛼 + ℎ𝜆+𝛼

(𝜆 + 𝛼)2

)
+

+𝑐ℎ
𝛼+𝜆 (1 − 𝛼)
Γ (𝛼)

(
ln

1
ℎ 𝜀
ℎ

(
𝜀
ℎ

)𝜆+𝛼−1

𝜆 + 𝛼 − 1
− ln

1
ℎ

1
𝜆 + 𝛼 − 1

+
(
𝜀
ℎ

)𝜆+𝛼−1

(𝜆 + 𝛼 − 1)2 − 1𝜆+𝛼−1

(𝜆 + 𝛼 − 1)2

)
≤ 𝑐2ℎ

𝜆+𝛼 ln
1
ℎ
.
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Пусть 𝑥 − 𝑎 > 𝜀 ≥ ℎ, 𝜆 + 𝛼 = 1. Воспользуемся неравенством 1 −
(
1 + 1

𝑡

)𝛼−1 ≤ |𝛼 − 1| 1
𝑡
, которое следует из

[3], отрицательностью производной(
(𝜀 − ℎ) (ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ))−1 ln

1
ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ)

) ′
= − (ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ))−1 ln

1
ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ) −

− (𝜀 − ℎ) (1 − 𝜃 )
(ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ))2 ln

1
ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ) − (ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ))−1 (𝜀 − ℎ) (1 − 𝜃 )

ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ) < 0, 0 < ℎ ≤ 𝜀, 0 < 𝜃 < 1

и свойствами (37), для 𝜆 + 𝛼 = 1 и (36), для 𝜆 = 1, тогда можем записать:

|𝑁1 | ≤
𝑐ℎ𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

1∫
0

(
1 −

(
1 + 1

𝑡

)𝛼−1
)
𝑡𝜆+𝛼−1 ln

1
ℎ𝑡
𝑑𝑡 + 𝑐ℎ

𝛼+𝜆

Γ (𝛼)

𝜀
ℎ∫

1

(
1 −

(
1 + 1

𝑡

)𝛼−1
)
𝑡𝜆+𝛼−1 ln

1
ℎ𝑡
𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐

Γ (𝛼)

ℎ∫
0

ln
1
𝑠
𝑑𝑠 + 𝑐3ℎ

𝜀
ℎ∫

1

1
ℎ𝑡

ln
1
ℎ𝑡
𝑑 (ℎ𝑡) = 𝑐1ℎ ln

1
ℎ
− 𝑐4ℎ

𝜀∫
ℎ

ln
1
𝑠
𝑑

(
ln

1
𝑠

)
=

= 𝑐1ℎ ln
1
ℎ
+ 𝑐4

2
ℎ

(
ln2 1

ℎ
− ln2 1

𝜀

)
≤ 𝑐1ℎ ln

1
ℎ
+ 𝑐4

2
ℎ (𝜀 − ℎ)

ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ) ln
1

ℎ + 𝜃 (𝜀 − ℎ) ≤ 𝑐1ℎ ln
1
ℎ
+

+𝑐4ℎ

2
𝜀

𝜃𝜀
ln

1
𝜃𝜀

≤ 𝑐1ℎ ln
1
ℎ
+ 𝑐4ℎ

2𝜃

(
ln

1
𝜃𝜀

)
≤ 𝑐1ℎ ln

1
ℎ
+ 𝑐4ℎ

2𝜃
ln

1
𝜃ℎ

≤ 𝑐1ℎ ln
1
ℎ
+ 𝑐4

2𝜃 2

(
𝜃ℎ ln

1
𝜃ℎ

)
≤

≤ 𝑐1ℎ ln
1
ℎ
+ 𝑐4

2𝜃 2ℎ ln
1
ℎ
≤ 𝑐5ℎ ln

1
ℎ
. (41)

Собирая оценки (35), (38)–(41), получаем доказательство леммы.
Рассмотрим фактор-пространство пространства𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) по одномерному пространству, состоящему

из констант.
Определение 2.4. Классом функций 𝑓𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) ≡ 𝑓 (𝑥) ≡ 𝐻𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏]), назовём множество функций,

получаемых из функций 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) добавлением констант

𝐻𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏]) =
{
𝜙 (𝑥) | 𝜙 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜙 (𝑥) , 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) , 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ∈ 𝑅

}
.

Доказательство. Аналогично пространству суммируемых функций, в случае, если это не вызывает
затруднений, мы будем использовать одинаковые обозначения 𝑓 (𝑥) для класса и представителя класса.
Поскольку отношение принадлежать классу есть отношением эквивалентности, то классы разбивают
пространства𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) на систему непересекающихся множеств. Для пространства классов𝐻𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏])
с обычными операциями для классов, как операции для произвольных представителей классов, введём
норму:𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥)

𝐻𝜆
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏 ] )

=

𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) = max
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

(𝑓 (𝑥)) − min
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

(𝑓 (𝑥)) + sup
𝑥1,𝑥2∈[𝑎;𝑏 ]

|𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥2) |
|𝑥1 − 𝑥2 |𝜆

.

Действительно, поскольку 𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – это класс, для которого 𝑓 (𝑥) константа, то для любой
функции

𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) ≥ 0 и
𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) = 0 ⇔ 𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ;𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) + 𝑔𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) = max

𝑥∈[𝑎;𝑏 ]
(𝑓 (𝑥) + 𝑔 (𝑥)) + max

𝑥∈[𝑎;𝑏 ]
(−𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥)) +

+ sup
𝑥1,𝑥2∈[𝑎;𝑏 ]

|𝑓 (𝑥1) + 𝑔 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥2) − 𝑔 (𝑥2) |
|𝑥1 − 𝑥2 |

≤ max
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

(𝑓 (𝑥)) + max
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

(𝑔 (𝑥)) + max
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

(−𝑓 (𝑥)) +

+ max
𝑥∈[𝑎;𝑏 ]

(−𝑔 (𝑥)) + sup
𝑥1,𝑥2∈[𝑎;𝑏 ]

|𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥2) |
|𝑥1 − 𝑥2 |

+ sup
𝑥1,𝑥2∈[𝑎;𝑏 ]

|𝑔 (𝑥1) − 𝑔 (𝑥2) |
|𝑥1 − 𝑥2 |

=

𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) + 𝑔𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) ;𝑎𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) = |𝑎 |
𝑓 𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) , 𝑎 ∈ 𝑅.

Рассмотрим следующий оператор:

𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ]𝜙 (𝑥) = lim

𝛿→0

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝜙 (𝑥 − 𝜀𝑘)
)
(𝑥) = 0.
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Имеют место следующие леммы.
Лемма 2.7. Для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞, равенство(

𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎;𝑏 ]𝐼

𝛼,−𝜀 𝑓
)
(𝑥) = lim

𝛿→0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎;𝑏 ],𝛿 𝐼

𝛼,−𝜀 𝑓
)
(𝑥) = 𝑓 (𝑥) , 0 < 𝜀, 0 < 𝛼 < 1

имеет место поточечно для 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏) ,−∞ < 𝑎, 0 < 𝛼 < 𝜆 < 1.
Доказательство.Из теоремы2.2, а также того, что в случае 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (−∞, 𝑏) , 1 ≤ 𝑝 < ∞, lim

𝑥→−∞
𝑓 (𝑥) =

𝐿𝑝 (−∞,𝑏 )
0

следует: (
𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎;𝑏 ]𝐼

𝛼,−𝜀 𝑓
)
(𝑥) =

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]−1∑︁
𝑘=0

(𝐷𝛼,−𝜀 𝐼𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥 − 𝜀𝑘) +
(
𝐷𝛼𝑎+𝐼

𝛼
𝑎+ 𝑓

) (
𝑥 − 𝜀

[
𝑏 − 𝑎
𝜀

] )
=

+𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀) + 𝑓 (𝑥 − 𝜀) − 𝑓 (𝑥 − 2𝜀) + . . . + 𝑓
(
𝑥 − 𝜀

( [
𝑏 − 𝑎
𝜀

]
− 1

))
− 𝑓

(
𝑥 −

[
𝑏 − 𝑎
𝜀

]
𝜀

)
+

+𝑓
(
𝑥 −

[
𝑏 − 𝑎
𝜀

]
𝜀

)
= 𝑓 (𝑥) ,

в случае конечного отрезка и(
𝐷
𝛼,−𝜀
[−∞;𝑏 ]𝐼

𝛼,−𝜀 𝑓
)
(𝑥) =

𝐿𝑝 (−∞,𝑏 )

∞∑︁
𝑘=0

(𝐷𝛼,−𝜀 𝐼𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥 − 𝜀𝑘) =
𝐿𝑝 (−∞,𝑏 )

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀) +

+𝑓 (𝑥 − 𝜀) − 𝑓 (𝑥 − 2𝜀) + . . . =
𝐿𝑝 (−∞,𝑏 )

𝑓 (𝑥) ,

в случае бесконечного промежутка.
Лемма 2.8. Пусть 𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) , 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1, 𝑔 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2, для 𝑥 ≤ 𝑎.

𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ] 𝑓 (𝑥) = 𝐷

𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ]𝑔 (𝑥) (𝐷

𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) = 𝐷𝛼,−𝜀𝑔 (𝑥)) ,

тогда и только тогда, когда 𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .
Доказательство. Заметим, что поскольку 𝐷𝛼,−𝜀

𝛿
𝑓 (𝑥) = 0, если 𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1, то имеем:

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝜙 (𝑥 − 𝜀𝑘)
)
(𝑥) =

[ 𝑥−𝑎𝜀 ]+2∑︁
𝑘=0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝜙 (𝑥 − 𝜀𝑘)
)
(𝑥).

Необходимость. Пусть 𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑔 (𝑥) , 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆0 ( [𝑎;𝑏] , 𝜌) . В силу того, что 𝐷𝛼,−𝜀[𝑎,𝑏 ]𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 0, то
𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ]𝑔 (𝑥) = 𝐷

𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ] (𝑓 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) (𝑥) = 𝐷

𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ] 𝑓 (𝑥) .

Достаточность. Докажем, что если 𝐷𝛼,−𝜀[𝑎,𝑏 ] 𝑓 (𝑥) = 𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ]𝑔 (𝑥) , то 𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2. Вычислив

локализованный интеграл (2) от локализованной производной, имеем:

𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀[𝑎,𝑏 ] (𝑓 − 𝑔) (𝑥) = lim
𝛿→0

𝐼𝛼,−𝜀
[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

(𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀𝑘)
)
(𝑥) = 0.

Из теоремы 2.1 следует, что последнее равенство может быть переписано в виде:

(
𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀[𝑎,𝑏 ] (𝑓 − 𝑔)

)
(𝑥) =

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

©«(𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀𝑘) −
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼) (𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀𝑘 − 𝜀 − 𝜀𝑠) 𝑑𝑠ª®¬ =

=

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀𝑘) −
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼)
[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀 (𝑘 + 1) − 𝜀𝑠)𝑑𝑠 = 0.

Из теоремы 2.3 следует, что такие уравнения с усредняющими ядрами имеют единственное решение, удо-
влетворяющее начальному условию (𝑓 − 𝑔) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1 −𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2, для 𝑥 ≤ 𝑎. Решение задаётся рекуррентными
формулами, например, для 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑎 + 𝜀] , имеем:

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀𝑘) =
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼)
[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀 (𝑘 + 1) − 𝜀𝑠)𝑑𝑠 =
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=

1∫
0

𝐾 (𝑠, 𝛼) (𝑓 − 𝑔) (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝑠) 𝑑𝑠 = (𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2)
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑑𝑠 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2.

Продолжая вычисления (𝑓 − 𝑔) (𝑥) последовательно, для отрезков [𝑎 + 𝜀, 𝑎 + 2𝜀] , [𝑎 + 2𝜀, 𝑎 + 3𝜀] , . . . ,
[𝑏 − 𝜀, 𝑏] получаем, что (𝑓 − 𝑔) (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2, для 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] . Лемма доказана.

Имеет место следующая теорема.
Теорема 2.4.Пусть 𝑓𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏]) , 𝑓 (𝑥) = 0, для 𝑥 ≤ 𝑎, Если выполнены следующие условия:

0 < 𝜀, 0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝜆, 𝛼 + 𝜆 < 1, то оператор локализованного интегрирования 𝐼𝛼,−𝜀 осуществляет
изоморфизм пространства классов 𝐻𝜆𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏]) на пространство 𝐻𝜆+𝛼𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏]).
Доказательство. Из лемм 2.5, 2.6 и 2.7 следует, что между пространством 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) и, по край-
ней мере частью пространства 𝐻𝜆+𝛼 ( [𝑎;𝑏]), т. е. частью пространства функций представимых в ви-
де (𝐼𝛼,−𝜀𝜙) (𝑥) , 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆+𝛼𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ( [𝑎;𝑏]) оператор 𝐼𝛼,−𝜀 осуществляет изоморфизм. Покажем, что каждая
функция 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆+𝛼 ( [𝑎;𝑏]) может быть представлена в виде 𝑓 (𝑥) = 𝐼𝛼,−𝜀𝜙 (𝑥) , 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝛼+𝜆 ( [𝑎, 𝑏]) .
Предположим противное, т. е. существует 𝑔 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆+𝛼 ( [𝑎;𝑏]) и 𝑔 (𝑥) ≠ 𝐼𝛼,−𝜀𝜓 (𝑥) ,𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎, 𝑏]) .
Поскольку 𝐷𝛼,−𝜀[𝑎;𝑏 ]𝑔 (𝑥) ∈ 𝐻𝛼 ( [𝑎;𝑏]) и 𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀[𝑎;𝑏 ]𝑔 (𝑥) ∈ 𝐻𝛼+𝜆 ( [𝑎;𝑏]), то в пространстве 𝐻𝛼+𝜆 ( [𝑎;𝑏]) су-
ществуют две неравные функции 𝑔 (𝑥) , 𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀[𝑎;𝑏 ]𝑔 (𝑥), имеющие равные локализованные производ-
ные 𝐷𝛼,−𝜀[𝑎;𝑏 ]𝑔 (𝑥) . Поскольку для функций из пространства 𝐻𝜆+𝛼 ( [𝑎;𝑏]) такое возможно, только для
𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀[𝑎;𝑏 ]𝑔 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , т. е. функций, принадлежащих одному классу. Наше предположение о
существовании классов функций, не представимых в виде локализованного интеграла, ложно.

3. Заключение. Несмотря на то, что локализованные дробные производные и интегралы типа
Римана – Лиувиля во многом похожи на дробные производные и интегралы Римана – Лиувилля,
дифференциальные уравнения с локализованными дробными производными (теорема 2.2) являются
разностными и, следовательно, решения таких уравнений не ограничены в весовых гёльдеровских
пространствах. Вторым отличием локализованных дробных производных есть то, что локализованные
дробные производные констант равны нулю и, следовательно, изоморфизм локализованные дроб-
ные производные и интегралы типа Римана – Лиувиля осуществляют между фактор-пространствами
гёльдеровских пространств по пространству констант.
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