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Аннотация. Выполнены исследования точного аналитического решения гиперболического уравнения теплопро-
водности третьего порядка, найденного с учетом релаксации теплового потока и градиента температуры, потока
второго порядка в формуле закона Фурье. Исследования показали, что в зависимости от величин коэффициентов
релаксации (временных и пространственных) и толщины пластины могут наблюдаться качественно различные
варианты изменения температуры. И, в частности, при толщинах, существенно больших длины свободного пробега
микрочастиц, наблюдается диффузионная передача теплоты с временной задержкой установления граничного
условия 1-го рода. При сопоставимых с длиной свободного пробега микрочастиц толщинах (наноразмерная толщина)
диффузионный теплообмен заменяется на волновой, который в зависимости от величин коэффициентов релаксации
может протекать как в режиме баллистического переноса теплоты, так и в режиме колебаний с корреляцией в
области отрицательных значений температур. Рассмотрены условия, приводящие к каждому из вариантов волнового
переноса теплоты.
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Abstract. Research has been conducted on the exact analytical solution of the third-order hyperbolic heat conduction equation,
derived with consideration of heat flux relaxation, temperature gradient, and the second-order flux term in the Fourier law
formulation. The studies have shown that, depending on the values of the relaxation coefficients (temporal and spatial) and the
thickness of the plate, qualitatively different variants of temperature change can be observed. And, in particular, at thicknesses
significantly greater than the mean free path of microparticles, diffusion heat transfer with a time delay in establishing the
boundary condition of the 1st kind is observed. At thicknesses comparable to the mean free path of microparticles (nanoscale
thickness), diffusion heat exchange is replaced by wave heat exchange, which, depending on the values of the relaxation
coefficients, can occur both in the ballistic heat transfer mode and in the oscillation mode with correlation in the region of
negative temperature values. The conditions leading to each of the wave heat transfer variants are considered.
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1. Введение. При допущении локального термодинамического равновесия и сплошности среды
находятся параболические уравнения тепломассопереноса, решения которых описывают бесконечную
скорость передачи теплоты, в связи с чем, снижается круг задач, их применения. В частности, эти
решения неприменимы ко всем быстропротекающим процессам, время протекания которых сопо-
ставимо со временем свободного пробега микрочастиц, а также процессы тепломассопереноса для
систем, геометрические размеры которых сопоставимы с длиной свободного пробега микрочастиц.
Параболические уравнения, выведенные без учёта пространственно-временной нелокальности, являются
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локальными и по пространству, и по времени. Дифференцциальные уравнения, выведенные с учётом
пространственно-временной нелокальности, включают длину и время свободного пробега микрочастиц.
Решению проблемы получения таких уравнений посвящены работы ряда авторов. В них рассматрива-
ются следующие теории локально-неравновесных систем: на основе понятия тепловой памяти [1, 2]; с
использованием молекулярно-кинетических методов [3, 4, 5, 6, 7]; на основе уравнения Больцмана [8, 9];
при использовании теории случайных блужданий и др. В ряде работ понятие температуры, определяемое
лишь для равновесных систем, заменяется на другие понятия. Например, в работе [10] вводится понятие
«термодинамической» температуры. Её отклонение от абсолютной температуры является характери-
стикой степени нелокальности системы. В молекулярно-кинетических методах используется понятие
«кинетической» температуры, которая находится из локально-неравновесной функции распределения с
учётом средней кинетической энергии микрочастиц [11, 12].

Наиболее известной теорией, не использующей принцип локального темодинамического равновесия,
является теория, называемая в [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20] как «расширенная необратимая термодинамика»
(РНТ). Для теплового потока она приводит к дифференциальному уравнению Максвелла – Каттанео

𝑞 = −𝜆 𝜕𝑇
𝜕𝑥

− 𝜏1
𝜕𝑞

𝜕𝑡
, (1)

где 𝑞 – тепловой поток, Вт/м2; 𝑇 – температура, K ; 𝑡 – время, 𝑐; 𝑥 – координата, м; 𝜆 – коэффициент
теплопроводности, Вт/(м · K); 𝜏1 – время релаксации, 𝑐 .

Из (1) следует, что тепловойпоток не определяется только градиентом температуры, как в классической
формуле закона Фурье, а является решением эволюционного уравнения, описывающего процесс его
релаксации к локально-равновесному значению.

Формула (1) учитывает лишь временную нелокальность, исключая пространственно-нелокальные
эффекты. Для их учёта в РНТ вводится дополнительное слагаемое [21]

𝑞 = −𝜆 𝜕𝑇
𝜕𝑥

− 𝜏1
𝜕𝑞

𝜕𝑡
− 𝑙2 𝜕

𝜕𝑥

(
𝜕𝑞

𝜕𝑥

)
, (2)

где 𝑙 – характерный масштаб нелокальности (длина свободного пробега микрочастиц). Величина
𝜕𝑞/𝜕𝑥 называется потоком теплового потока (потоком второго порядка). Она вводится с целью учёта
пространственно-нелокальных эффектов. Соотношение (4) можно представить в виде

−𝑞 − 𝜆 𝜕𝑇
𝜕𝑥

= 𝜏1
𝜕𝑞

𝜕𝑡
+ 𝑙2 𝜕

𝜕𝑥

(
𝜕𝑞

𝜕𝑥

)
. (3)

Из (5) следует, что отклонение нестационарного теплового потока 𝑞 от стационарного 𝜆𝜕𝑇 /𝜕𝑥
оценивается скоростью изменения потока во времени 𝜏1𝜕𝑞/𝜕𝑡 и скоростью изменения потока 𝜕𝑞/𝜕𝑥 по
пространственной переменной 𝑥 , то есть 𝑙2 𝜕

𝜕𝑥

(
𝜕𝑞

𝜕𝑥

)
.

В эволюционном уравнении для теплового потока можно также учесть и производные более высокого
порядка. Например, учитывая не только скорость изменения теплового потока во времени, но и его
ускорение, а также, учитывая скорость изменения во времени градиента температуры 𝜕𝑇 /𝜕𝑥 , получаем
[21]

−𝑞 − 𝜆 𝜕𝑇
𝜕𝑥

= (𝜏1 + 𝜏2)
𝜕𝑞

𝜕𝑡
+ 𝜏1𝜏2

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2 + 𝜆𝜏2
𝜕2𝑇

𝜕𝑥𝜕𝑡
+ 𝑙2 𝜕

2𝑞

𝜕𝑥2 , (4)

где 𝜏1, 𝜏2 – времена релаксации, характеризующие реакцию среды на изменение теплового потока.
Известно, что вывод системы из состояния равновесия вызывает её противодействие такому из-

менению, степень которого оценивается временами релаксации 𝜏1, 𝜏2 и характерным масштабом про-
странственной нелокальности 𝑙 . При 𝜕𝑇 /𝜕𝑥 = 0 теплоперенос невозможен и, следовательно, 𝑞 = 0,
𝜏1 = 𝜏2 = 𝑙 = 0.

Для вывода локально-неравновесных уравнений теплопроводности с учётом формул (1), (4), (3) будем
использовать уравнение теплового баланса

𝑐𝜌
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= − 𝜕𝑞

𝜕𝑥
, (5)

где 𝑐 – теплоёмкость, Дж/(кг · 𝐾); 𝜌 – плотность, кг/м3.
Подставляя (1) в (7), имеем

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝜏1

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2 = 𝑎
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 , (6)

где 𝑎 = 𝜆/(𝑐𝜌) – температуропроводность.
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Уравнение (8) является гиперболическим. Оно описывает как диссипативную передачу теплоты (при
𝛿 >> 𝑙 , где 𝛿 – толщина пластины), так и волновую (при 𝛿 ∼ 𝑙 ).

Подставив (4) в (7), имеем

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝜏1

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2 = 𝑎
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝑙2 𝜕3𝑇

𝜕𝑥2𝜕𝑡
. (7)

Смешанная производная переводит гиперболическое уравнение (6) в параболическое. Появление этой
производной связано с учётом характерного масштаба пространственной нелокальности в уравнении
для теплового потока (2). Применительно к уравнению (6) получено точное аналитическое решение,
исследование которого показало наличие конечной скорости распространения теплоты со скачком
температуры на фронте тепловой волны, отделяющем возмущенную и невозмущенную (где сохраняется
начальная температура) части среды [18, 22, 23, 24, 25, 26]. Появление скачка температуры свидетельствует
о бесконечных тепловых потоках на фронте волны и о возникновении изотерм внутри тела, что
объясняется неучётом пространственной нелокальности.

Исследования точных аналитических решений уравнения (9) показывают, что наличие нелокального
слагаемого 𝑙2𝜕3𝑇 /(𝜕𝑥2𝜕𝑡) приводит к сглаживанию скачков температуры. Однако обнаруживается новый
эффект, связанный с невозможностью мгновенного установления граничного условия первого рода. И,
в частности, температура на границе постепенно возрастает от температуры 𝑇0, заданной начальным
условием, до температуры 𝑇ст, заданной граничным условием первого рода (𝑇0 > 𝑇ст), в течение
некоторого диапазона начального времени [23, 24, 25, 26]. Для сверхтонких наноплёнок, сопоставимых
по толщине с длиной свободного пробега микрочастиц (молекул, атомов, электронов, ионов), уравнение
(9) описывает баллистическую передачу теплоты, при которой градиент температуры по толщине
пластины равен нулю. Следовательно, охлаждение пластины от некоторой начальной температуры𝑇0 до
температуры𝑇ст практически происходит при отсутствии перепада температуры по её толщине. В данном
случае граничное условие первого рода не принимается во всем диапазоне времени нестационарного
процесса, вплоть до установления стационарного режима. Исследования точных аналитических решений
уравнений (8) и (9) показывают, что в баллистическом режиме теплообмена (для сверхтонких плёнок)
решения уравнений (8) и (9) совпадают в случае, если величину температуры, получаемой из решения
уравнения (8), принимать в виде квадрата амплитуды волновой функции.

Выражая величину теплового потока 𝑞 из (3) и подставляя в уравнение теплового баланса (7), находим

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ (𝜏1 + 𝜏2)

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2 + 𝜏1𝜏2
𝜕3𝑇

𝜕𝑡3 = 𝑎
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + (𝑎𝜏2 + 𝑙2)
𝜕3𝑇

𝜕𝑥2𝜕𝑡
. (8)

Найдем точное аналитическое решение уравнения (6) для бесконечной пластины при симметричных
граничных условиях первого рода. Краевые условия в данном случае имеют вид

𝑇 (𝑥, 0) = 𝑇0; 𝜕𝑇 (𝑥, 0)/𝜕𝑡 = 0; 𝜕2𝑇 (𝑥, 0)/𝜕𝑡2 = 0; 𝜕𝑇 (0, 𝑡)/𝜕𝑥 = 0; 𝑇 (𝛿, 𝑡) = 𝑇ст, (9)

где 𝑇0 – начальная температура, 𝐾 ; 𝑇ст – температура стенки, 𝐾 ; 𝛿 – половина толщины пластины, м.
Обозначим

Θ =
𝑇 −𝑇ст
𝑇0 −𝑇ст

; Fo =
𝑎𝑡

𝛿2 ; 𝜉 =
𝑥

𝛿
; 𝐹1 =

𝑎𝜏1

𝛿2 ; 𝐹2 =
𝑎𝜏2

𝛿2 ; 𝐹3 =
𝑙2

𝛿2 , (10)

где Θ, 𝜉, Fo – безразмерные температура, координата, время (число Фурье); 𝐹1,

𝐹2 – безразмерные коэффициенты релаксации; 𝐹3 – безразмерный микромасштаб системы.
С учетом (10) задача (6), (9) будет

𝜕Θ

𝜕Fo
+ Fo1

𝜕2Θ

𝜕Fo2 + Fo3
𝜕3Θ

𝜕Fo3 =
𝜕2Θ

𝜕𝜉2 + Fo2
𝜕3Θ

𝜕𝜉2Fo
; (11)

(Fo > 0; 0 < 𝜉 < 1);

Θ(𝜉, 0) = 1; (12)
𝜕Θ(𝜉, 0)
𝜕Fo

= 0; (13)

𝜕2Θ(𝜉, 0)
𝜕Fo2 = 0; (14)

𝜕Θ(0, Fo)/𝜕𝜉 = 0; (15)

Θ(1, Fo) = 0, (16)

где Fo1 = 𝐹1 + 𝐹2; Fo2 = 𝐹2 + 𝐹3; Fo3 = 𝐹1 · 𝐹2.
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Начальным условием (12) задается температура во всем теле в начальныймомент времени. Начальные
условия (13), (14) означают отсутствие скорости изменения температуры и её ускорения в начальный
момент времени соответственно. Граничным условием (15) задается отсутствие теплообмена на границе
𝜉 = 0. Граничным условием (16) задается нулевая температура в точке 𝜉 = 1.

Следуя методу Фурье, решение задачи (11)–(16) находится в виде

Θ(𝜉, Fo) = 𝜙 (Fo)𝜓 (𝜉), (17)

где 𝜙 (Fo) и𝜓 (𝜉) – соответственно функции времени Fo и пространственной переменной 𝜉 .
Подставляя (17) в (11), находим

𝜙 ′ + Fo1𝜙
′′ + Fo3𝜙

′′′

𝜙 + Fo2𝜙 ′ =
𝜓 ′′

𝜓
, (18)

где 𝜙 ′ = 𝑑𝜙/𝑑Fo; 𝜙 ′′ = 𝑑2𝜙/𝑑Fo2; 𝜙 ′′′ = 𝑑3𝜙/𝑑Fo3; 𝜓 ′′ = 𝑑2𝜓/𝑑𝜉2.
Приравняв правую и левую части соотношения (18) некоторой постоянной 𝜈𝑘 , относительно 𝜙 (Fo) и

𝜓 (𝜉) получаем следующие уравнения:

𝜙 ′ + Fo1𝜙
′′ + Fo3𝜙

′′′ + (𝜙 + Fo2𝜙
′)𝜈 = 0; (19)

𝜓 ′′ + 𝜈𝜓 = 0. (20)

где 𝜈 – некоторая постоянная.
Подставляя (17) в (15), (16), находим граничные условия для функции𝜓 (𝜉)

𝜓 ′ (0) = 0; (21)

𝜓 (1) = 0. (22)

Решение задачи Штурма – Лиувилля (20)–(22) разыскивается в виде

𝜓 (𝜉) = cos
(
𝑟𝜋𝜉

2

)
. (23)

Cоотношение (23) удовлетворяет условиям (21), (22). Подставляя (23) в (20), получаем следующую
формулу для определения собственных чисел краевой задачи (20)–(22)

𝜈𝑘 = 𝑟 2𝜋2/4, (𝑟 = 2𝑘 − 1; 𝑘 = 1,∞). (24)

Уравнение (19) может быть представлено в форме следующего характеристического уравнения

Fo3𝑧
3 + Fo1𝑧

2 + 𝑧 + (1 + Fo2𝑧)𝜈𝑘 = 0. (25)

Три корня уравнения (25) имеют вид

𝑧 𝑗 = −2
√︁
𝑄 cos

(
𝜙 + 2𝜋 𝑗

3

)
− Fo1

3Fo3
,

где 𝑗 = 1, 2, 3; 𝜙 = 1
3 arccos

(
𝑅√
𝑄3

)
; 𝑄 =

(
Fo1
3Fo3

)2
− 1+𝜈𝑘Fo2

3Fo3
; 𝑅 =

(
Fo1
3Fo3

)3
− (1+𝜈𝑘Fo2 )Fo1

6Fo2
3

+ 𝜈𝑘
2Fo3

.

После определения 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 решение уравнения (19) будет

𝜙 (Fo) = 𝐶1 exp(𝑧1Fo) +𝐶2 exp(𝑧2Fo) +𝐶3 exp(𝑧3Fo), (26)

где 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 – постоянные интегрирования.
Подставляя частные решения (23), (26) в (17) и определяя их сумму, получаем

Θ(𝜉, Fo) =
∞∑︁
𝑘=1

(
𝐶1𝑘 exp𝑧1𝑘Fo +𝐶2𝑘 exp𝑧2𝑘Fo +𝐶3𝑘 exp𝑧3𝑘Fo

)
cos

(
𝑟𝜋𝜉

2

)
, (𝑟 = 2𝑘 − 1). (27)

Для нахождения постоянных интегрирования𝐶1𝑘 , 𝐶2𝑘 , 𝐶3𝑘 используются начальные условия (12)–(14).
Составляя их невязки и требуя ортогональности невязок к собственным функциям cos( 𝑗𝜋𝜉/2), находим

∫ 1
0

∑∞
𝑘=1 (𝐶1𝑘 +𝐶2𝑘 +𝐶3𝑘 ) cos

(
𝑟𝜋𝜉

2

)
cos

(
𝑗𝜋𝜉

2

)
𝑑𝜉 =

∫ 1
0 cos

(
𝑗𝜋𝜉

2

)
𝑑𝜉 ;∫ 1

0
∑∞
𝑘=1 (𝑧1𝑘𝐶1𝑘 + 𝑧2𝑘𝐶2𝑘 + 𝑧3𝑘𝐶3𝑘 ) cos

(
𝑟𝜋𝜉

2

)
cos

(
𝑗𝜋𝜉

2

)
𝑑𝜉 = 0;∫ 1

0
∑∞
𝑘=1 (𝑧2

1𝑘𝐶1𝑘 + 𝑧2
2𝑘𝐶2𝑘 + 𝑧2

3𝑘𝐶3𝑘 ) cos
(
𝑟𝜋𝜉

2

)
cos

(
𝑗𝜋𝜉

2

)
𝑑𝜉 = 0;

(28)
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(𝑟 = 𝑗 = 2𝑘 − 1).

Вследствие ортогональности косинусов, соотношения (28) относительно неизвестных 𝐶1𝑘 , 𝐶2𝑘 , 𝐶3𝑘
приводятся к системе трех алгебраических уравнений. Её решение

𝐶1𝑘 =
4𝜂𝑧3𝑘𝑧2𝑘

(−2𝜇𝜂𝑧3𝑘 − 𝑟𝜋𝑧3𝑘 + 2𝜇𝜂𝑧1𝑘 + 𝑟𝜋𝑧1𝑘 ) (𝑧1𝑘 − 𝑧2𝑘 )
;

𝐶2𝑘 =
−4𝜂𝑧3𝑘𝑧1𝑘

𝑧3𝑘 (𝑧1𝑘 − 𝑧2𝑘 ) (2𝜇𝜂𝑧2𝑘 + 𝑟𝜋𝑧2𝑘 − 2𝜇𝜂) − 𝑟𝜋𝑧3𝑘
;

𝐶3𝑘 =
4𝜂𝑧1𝑘𝑧2𝑘

−2𝜇𝜂𝑧3𝑘𝑧1𝑘 − 𝑟𝜋𝑧3𝑘 + 2𝜇𝜂𝑧2
3𝑘 + 𝑟𝜋𝑧

2
3𝑘 − 2𝑧2𝑘𝑧3𝑘𝜇𝜂 − 𝑟𝜋𝑧2𝑘𝑧3𝑘 + 2𝜇𝜂𝑧1𝑘𝑧2𝑘 + 𝑟𝜋𝑧1𝑘𝑧2𝑘

.

где 𝜇 = cos((2𝑘 − 1)𝜋/2); 𝜂 = sin((2𝑘 − 1)𝜋/2).
Результаты расчетов по формуле (27) даны на рис. 1–9, из которых следует, что при прочих равных

условиях существенное влияние на температурное поле оказывает толщина пластины. Показано, что
при переходе к пластинам, толщина которых соизмерима с длиной свободного пробега микрочастиц,
происходит качественное изменение режима темлообмена. При этом существует некоторая толщина,
отделяющая диффузионные режимы от волновых. Рассмотрим результаты расчетов для толщины
пластины 𝛿 = 10−3м (при 𝑙 = 10−10м) (см. рис. 1).

Рис. 1. Распределение температуры в диапазоне координаты 0.9996 ≤ 𝜉 ≤ 1.0.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−3 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 10−11 𝑐;𝜏2 = 10−11 𝑐; Fo1 = 2 · 10−11; Fo2 = 10−11; Fo3 = 10−22

Fig. 1. Temperature distribution in the coordinate range 0.9996 ≤ 𝜉 ≤ 1.0.
𝑎 = 10−6 𝑚2/𝑠; 𝛿 = 10−3 𝑚; 𝑙 = 10−10 𝑚; 𝜏1 = 10−11 𝑠;𝜏2 = 10−11 𝑠; Fo1 = 2 · 10−11; Fo2 = 10−11; Fo3 = 10−22

Их анализ позволяет заключить о временной задержке принятия граничного условия первого рода
(16) в окрестности точки 𝜉 . Так, при точном выполнении условия (16) непосредственно в точке 𝜉 = 1, что
следует из решения (27), в бесконечно малой её окрестности (0.99999 ≤ 𝜉 ≤ 1.0) в диапазоне начального
времени (0 ≤ Fo ≤ 0.081) наблюдается скачок температуры, что свидетельствует о сопротивлении,
оказываемом средой процессу изменения её температурного состояния (рис. 1). Например, в точке
𝜉 = 0.99999 для Fo = 10−10; 5 · 10−10; 10−9; 5 · 10−9 имеют место температуры Θ = 0.59; 0.28; 0.18; 0.09.
Температура Θ = 0 устанавливается в этой точке лишь при Fo ≈ 0.081. Отметим, что для всех Fo > 10−8

полученное решение практически совпадает с точным аналитическим решением параболического
уравнения теплопроводности [12]. Расхождение с точным решением параболического уравнения для
Fo < 10−8 свидетельствует о неадекватности этого решения при сверхмалых значениях временной и
пространственной переменных, сопоставимых с длиной и временем свободного пробега микрочастиц.
Таким образом, при толщинах 𝛿 ≥ 10−3 при заданных временах релаксации 𝜏1, 𝜏2 и длине свободного
пробега микрочастиц 𝑙 происходит диффузионная передача теплоты с задержкой установления гранич-
ного условия (16) в окрестности точки 𝜉 = 1.0 и, как следствие, расхождение с решением параболического
уравнения теплопроводности в области сверхмалых величин времени и пространства.

Расчеты при 𝛿 = 10−6м (𝑙 = 10−7 м) даны на рис. 2.
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Рис. 2. Распределение температуры в диапазоне координаты.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−6 м; 𝑙 = 10−7 м; 𝜏1 = 𝜏2 = 1.25 · 10−8 𝑐; Fo1 = 0.025; Fo2 = 0.0225; Fo3 = 0.00015625

Fig. 2. Temperature distribution in the coordinate range.
𝑎 = 10−6 𝑚2/𝑠; 𝛿 = 10−6 𝑚; 𝑙 = 10−7 𝑚; 𝜏1 = 𝜏2 = 1.25 · 10−8 𝑠; Fo1 = 0.025; Fo2 = 0.0225; Fo3 = 0.00015625

Из расчетов следует, что, как и в предыдущем случае, принятие граничного условия первого рода
наблюдается в течение некоторого диапазона начального времени. Однако важным отличием является
тот факт, что температурные кривые пересекают линию начальной температуры Θ(𝜉, 0) = 1.0 под
некоторым углом 𝛼 , который уменьшается с увеличением времени и принимает величину 𝛼 = 0 при
достижении фронтом тепловой волны точки 𝜉 = 0. Температурная кривая в этой точке касательная
к линии начальной температуры Θ(𝜉, 0) = 1.0. Этот факт объясняется выполнением в точке 𝜉 = 0
условия симметрии вида (15). Наличие угла 𝛼 свидетельствует о движении фронта тепловой волны,
отделяющего прогретую и непрогретую части пластины. Существенным отличием от предыдущего
случая является запаздывание во времени температуры в центре пластины (𝜉 = 0) по сравнению с
решением классического параболического уравнения теплопроводности. Однако, начиная с Fo ≈ 4.55,
запаздывание переходит в опережение, что является свидетельством волнового характера изменения
температуры, определяемой по формуле (27).

Волновое изменение температуры в еще большей степени проявляется при дальнейшем уменьшении
толщины пластины (см. рис. 3, 4).

Рис. 3. Изменение температуры.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−8 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−7 𝑐; Fo1 = 2000; Fo2 = 1000; Fo3 = 106

Fig. 3. Temperature change. 𝑎 = 10−6 𝑚2/𝑠; 𝛿 = 10−8 𝑚; 𝑙 = 10−10 𝑚; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−7 𝑠; Fo1 = 2000; Fo2 = 1000; Fo3 = 106

Так, например, при 𝛿 = 10−8 м (𝑙 = 10−10 м) теплообмен протекает при незначительных градиентах
температуры в пределах толщины пластины (см. рис. 3) при периодическом (волновом) изменении
температуры во времени в каждой точке пространства (см. рис. 4). При этом на оси симметрии (𝜉 = 0)
кривая изменения температуры имеет изломы. Во всех других внутренних точках (0 < 𝜉 < 1) происходит
сглаживание изломов, что объясняется интерференцией прямых и обратных волн.
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Рис. 4. Изменение температуры в центре пластины (𝜉 = 0).
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−8 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−7 𝑐; Fo1 = 2000; Fo2 = 1000; Fo3 = 106

Fig. 4. Temperature change at the center of the plate (𝜉 = 0).
𝑎 = 10−6 𝑚2/𝑠; 𝛿 = 10−8 𝑚; 𝑙 = 10−10 𝑚; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−7 𝑠; Fo1 = 2000; Fo2 = 1000; Fo3 = 106

Дальнейшее уменьшение толщины пластины приводит к качественному изменению распределения
температуры. Результаты расчетов при 𝛿 = 10−9 м (𝑙 = 10−10 м) даны на рис. 5–7.

Рис. 5. Распределение температуры.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 10−11 𝑐; 𝜏2 = 10−13 𝑐; Fo1 = 10.1; Fo2 = 0.11; Fo3 = 1.0

Fig. 5. Temperature distribution.
𝑎 = 10−6 𝑚2/𝑠; 𝛿 = 10−9 𝑚; 𝑙 = 10−10 𝑚; 𝜏1 = 10−11 𝑠; 𝜏2 = 10−13 𝑠; Fo1 = 10.1; Fo2 = 0.11; Fo3 = 1.0

Рис. 6. Изменение температуры во времени в центре пластины (𝜉 = 0).
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 10−11 𝑐; 𝜏2 = 10−13 𝑐; Fo1 = 10.1; Fo2 = 0.11; Fo3 = 1

Fig. 6. Temperature change over time at the center of the plate (𝜉 = 0).
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 10−11 𝑐; 𝜏2 = 10−13 𝑐; Fo1 = 10.1; Fo2 = 0.11; Fo3 = 1
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Рис. 7. Изменение квадрата амплитуды волновой функции в центре пластины (𝜉 = 0).
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 10−11 𝑐; 𝜏2 = 10−13 𝑐; Fo1 = 10.1; Fo2 = 0.11; Fo3 = 1 – действительное

изменение температуры
Fig. 7. Change in the square of the amplitude of the wave function at the center of the plate (𝜉 = 0).

𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 10−11 𝑐; 𝜏2 = 10−13 𝑐; Fo1 = 10.1; Fo2 = 0.11; Fo3 = 1 – real temperature
change

Из результатов расчетов следует, что изменение температуры в центре симметрии (𝜉 = 0) происходит
по закономерности, приближающейся к гармонической, включающей как положительные, так и отри-
цательные значения температуры (рис. 5, 6). Классическое понятие температуры, как характеристики
внутренней энергии некоторой совокупности частиц, в данном случае теряет смысл. Однако, если опре-
делить квадрат амплитуды волновой функции (Θ2), то за действительное изменение температуры можно
принять кривую 1 на рис. 7. Причиной такого распределения температуры является малая величина
коэффициента Fo2 = 0.11 (зависящего от значений 𝜏2 и 𝑙) по сравнению с коэффициентами Fo1 = 10.1 и
Fo3 = 1.0. Столь малая его величина приводит к незначительному влиянию смешанной производной в
уравнении (11), сглаживающей скачкообразное изменение температуры. В подтверждение этого факта
был выполнен расчет для соизмеримых между собой коэффициентов Fo1 = 200000 и Fo2 = 100000,
найденных при значениях 𝜏1 = 𝜏2 = 10−7 𝑐 (𝑙 = 10−10 м). Результаты расчетов для данного варианта
исходных данных предствалены на рис. 8, 9.

Рис. 8. Распределение температуры.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−11 𝑐; Fo1 = 200000; Fo2 = 100000; Fo3 = 1010

Fig. 8. Temperature distribution.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−11 𝑐; Fo1 = 200000; Fo2 = 100000; Fo3 = 1010
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Рис. 9. Изменение температуры в центре пластины (𝜉 = 0) в диапазоне 38000 ≤ Fo ≤ 41500.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−7 𝑐; Fo1 = 200000; Fo2 = 100000; Fo3 = 1010

Fig. 9. Temperature change at the center of the plate (𝜉 = 0) in the range 38000 ≤ Fo ≤ 41500.
𝑎 = 10−6 м2/𝑐; 𝛿 = 10−9 м; 𝑙 = 10−10 м; 𝜏1 = 𝜏2 = 10−7 𝑐; Fo1 = 200000; Fo2 = 100000; Fo3 = 1010

Из расчетов следует, что теплообмен протекает в виде периодически возникающих горизонтальных
ступенек при незначительных градиентах температур по толщине пластины, что свидетельствует о
диффузионно-баллистическом переносе теплоты. Обнаруженные в центре пластины изломы (рис. 9) вви-
ду интерференции прямых и обратных волн во всех внутренних ее точках (0 < 𝜉 < 1) сглаживаются. Таким
образом, при одной и той же толщине пластины 𝛿 в зависимости от величин коэффициентов релаксации
𝜏1 и 𝜏2 могут наблюдаться существенно различающиеся режимы теплообмена: от полностью волнового –
при малых их значениях (𝜏1 = 10−11, 𝜏2 = 10−13, см. рис. 5–7) до диффузионно-баллистического – при
некоторых больших их значениях (𝜏1 = 𝜏2 = 10−7, см. рис. 8, 9).

Полученные результаты позволяют заключить, что уравнение (11) в зависимости от соотношения
величин 𝛿, 𝜏1, 𝜏2, 𝑙 позволяет рассчитать большое число реальных случаев локально-неравновесного
теплообмена с учетом пространственно-временной нелокальности. При этом большое влияние на
теплообмен (при прочих равных условиях) оказывает толщина пластины и настолько, что при переходе
к наноразмерным толщинам происходит качественное изменение процесса теплообмена с появлением
волнового изменения температуры и баллистического переноса теплоты.

Заключение. Выполнены исследования точного аналитического решения уравнения теплопро-
водности, полученного с учетом нелокальности реальных физических процессов для пластины с
симметричными граничными условиями первого рода, из анализа которых следует, что для некото-
рых значений длин и времен свободного пробега микрочастиц (носителей энергии), определяемых
соответствующими коэффициентами релаксации, в зависимости от толщины пластины наблюдаются
качественно различающиеся результаты. И, в частности, в пластинах, толщина которых значительно
превышает длину свободного пробега микрочастиц, преобладает диффузионный теплоперенос с задерж-
кой принятия граничного условия первого рода, приводящей к некоторому отличию распределения
температуры на начальном временном участке по сравнению с точным аналитическим решением
классического параболического уравнения теплопроводности. С уменьшением толщины пластины
диффузионный процесс теплообмена сменяется на волновой. При этом в зависимости от толщины
пластины наблюдаются два вида волнового изменения температуры. Первый из них не сопровождается
корреляцией температуры в область отрицательных ее значений – изменение температуры в каждой
точке пространства происходит в форме малоамплитудных колебаний, затухающих во времени. В этом
случае происходит образование стоячих волн (частный случай интерференции), связанное с наложением
прямых (бегущих к центру симметрии) и обратных (бегущих от центра симметрии) волн. Изменение
температуры здесь можно представить как сумму двух функций: стоячей температурной волны малой
амплитуды и функции температуры, экспоненциально уменьшающейся во времени. Причем волна
негармоническая – с течением времени она затухает. Для волны 𝜆 = 4𝛿 пучность находится на адиабатной
стенке (в центре платины), а узлы – на торцах симметричной пластины, то есть там, где заданы граничные
условия первого рода. С течением времени амплитуда волны в пучности, как и вся волна, затухает.

Второй вид волнового изменения температуры наблюдается для толщин пластины, соизмеримых с
длиной свободного пробега микрочастиц. Изменение температуры в данном случае происходит с корре-
ляцией в область отрицательных её значений. Понятие температуры, как характеристики внутренней
энергии некоторой совокупности частиц, в данном случае теряет смысл. В связи с чем, за действительное
изменение температуры принимается изменение квадрата амплитуды волновой функции. Данный вари-
ант изменения температуры наблюдается при малых значениях 𝜏2 и 𝑙 , приводящих к малой величине Fo2
и, следовательно, к незначительному влиянию смешанной производной в уравнении (11), оказывающей
сглаживающее влияние на скачкообразное изменение температуры. Увеличение Fo2 (за счет увеличения
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𝜏2) приводит к большему влиянию смешанной производной. Волновой перенос теплоты сменяется в
данном случае на баллистический теплоперенос, протекающий практически при отсутствии градиентов
температур по толщине пластины.
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