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Аннотация. Низкотемпературное воздействие на биологические ткани сопровождается фазовыми переходами,
которые приводят к появлению движущихся границ раздела фаз. Математическое моделирование таких процессов
является сложной задачей, требующей специальных методов решения. В предлагаемой работе рассматривается
возможность применения асимптотического интегрирования для решения задачи со свободными границами,
возникающими при низкотемпературных воздействиях на биоткани, с целью упрощения моделей и получения
аналитических и квазианалитических приближений, позволяющих анализировать влияние различных параметров
на динамику процесса. В работе рассмотрена новая постановка двумерной задачи со свободными границами,
получена более простая двумерная стационарная задача Стефана.
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Abstract. Low-temperature effects on biological tissues are accompanied by phase transitions that lead to the appearance of
moving phase boundaries. Mathematical modeling of such processes is a complex task requiring special solution methods. The
proposed paper considers the possibility of using asymptotic integration to solve the problem with free boundaries arising
from low-temperature effects on biological tissues in order to simplify models and obtain analytical and quasi-analytical
approximations that allow analyzing the influence of various parameters on the dynamics of the process. In this paper,
we consider a new formulation of a two-dimensional problem with free boundaries, and obtain a simpler two-dimensional
stationary Stefan problem.
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1. Введение. Асимптотическое интегрирование задач со свободными границами относится к анали-
тическим методам, которые позволяют получить приближенные решения, когда точное аналитическое
решение невозможно найти или его поиск связан с большими сложностями. Данный метод основан на
идее рассмотрения поведения системы в предельных случаях, когда один или несколько параметров
становятся очень большими или очень малыми.

К ключевым идеям и этапам асимптотического интегрирования задач со свободными границами
относятся: определение малого или большого параметра, перемасштабирование переменных, асимпто-
тическое разложение, решение задач в порядке возрастания степеней параметра, согласование асимпто-
тических разложений.
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Асимптотическое интегрирование имеет преимущества и недостатки. К преимуществам асимпто-
тического интегрирования относится то, что данный метод позволяет получать аналитическое или
квазианалитическое приближение решения, которое может быть использовано для быстрого анализа и
оценки параметров. Данный метод позволяет свести сложную задачу к более простой последовательности
задач, которые можно решить с помощью аналитических или численных методов. Асимптотический ана-
лиз позволяет выявить основные физические факторы, определяющие поведение системы в предельных
случаях.

К недостаткам данного метода относятся ограниченная область применимости, т. е. асимптотические
решения справедливы только вблизи предельного значения малого параметра. Возникают сложности
при вычислении, связанные с получением высокого порядка разложений. Не всегда имеется подходящий
малый параметр, который можно использовать для различных задач со свободными границами.

Асимптотическое интегрирование можно использовать для анализа поведения движущейся границы
при малых и больших значениях параметра Стефана, для анализа движения капель жидкости, тонких
пленок, волн на поверхности, для анализа процесса фильтрации жидкости в пористой среде с подвижной
границей, для анализа скорости и формы фронта кристаллизации при малых и больших значениях
переохлаждения.

Работа математика Вазова В. [1] посвящена методам асимптотического разложения для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, которые могут быть использованы во многих задачах механики,
электроники, астрофизики. Данная работа содержит много примеров. В своей работе [2] авторы изучают
асимптотику решений слабонелинейных эллиптических и параболических уравнений второго порядка.

Изложению методики решения квазилинейных задач нестационарной теплопроводности методом
малого параметра посвящена работа [3]. Подход, используемый в данной работе, расширяет возможности
метода возмущений на класс с существенными нелинейностями.

В [4] авторы предлагают новый подход к исследованию уравнений типа Эмдена – Фаулера, применя-
ется метод асимптотической эквивалентности.

В работе [5] строятся асимптотические формулы для решений линейного дифференциального
уравнения второго порядка.

В книге [6] излагается теория пограничного слоя с позиции теорий дифференциальных уравнений.
Предлагается новый подход к понятиям асимптотического ряда и псевдоаналитической функции.

Работы [7, 8] посвящены асимптотической теории решений с внутренними слоями, задаче для
нелинейного сингулярно возмущенного уравнения.

Актуальность представленнойработы связана с тем, что с помощьюасимптотическогоинтегрирования
можно во многом упростить процесс построения и исследования поставленной задачи.

Цель предлагаемой работы: применение асимптотического интегрирования к задачам со свободными
границамидля низкотемпературного воздействия на биологические ткани для получения более глубокого
понимания физических процессов и разработке эффективных моделей для оптимизации криопроцедур.

Задачи работы: 1) построение асимптотических разложений; 2) решение асимптотических задач;
3) анализ и интерпретация результатов; 4) численные расчеты.

Полученные результаты позволяют получить ценную информацию о поведении задач со свободны-
ми границами и помогут построить более эффективные модели, описывающие низкотемпературное
воздействие на биологические ткани.

2. Постановка задачи. При низкотемпературных воздействиях на биологические ткани в различных
областях используются криозонды с полусферическими формами аппликатора. Определение динамики
порождаемого ими в биологической ткани температурного поля приводит к решению следующей
нестационарной задачи со свободными границами типа Стефана [9]–[12]:

Δ𝑢 − 𝑘 (𝑢)𝑢𝑡 = 𝑓 (𝑢), 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0, (1)

𝑢 (𝑦, 𝑥, 0) = 0, 𝑦 = 𝑦0, 0 < 𝑥 < 1, (𝑦1 (𝑥, 0) = 𝑦0),
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝐻 (𝑃) [𝑣 (𝑢) − 𝑣𝑐 ], 𝑥 = 0, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0,

𝑢 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 0, 𝑥 = 1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0,

[𝑢] = 0, 𝑦 = 𝑦∗,

[
𝜕𝑢

𝜕𝑛

]𝑦=𝑦1 (𝑥,𝑡 )

𝑦=𝑦∗
, 𝑡 > 0,

где Δ𝑢 = 𝑦−2 (𝑦2𝑢𝑦)𝑦 + 𝑦−2 [(1 − 𝑥2)𝑢𝑥 ]𝑥 – осесимметричная часть оператора Лапласса в сферической
системе координат 𝑦, 𝜑,Θ = arccos𝑥 .

В задаче (1) искомыми являются функции, которые описывают температурное поле и температуру
раздела фаз:

𝑢 = 𝑢 (𝑦, 𝑥, 𝑡), 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0;
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𝑦 = 𝑦∗ (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1; 𝑦1 = 𝑦1 (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0.

Остальные числовые параметры 𝑘,𝛾, 𝛽,𝑢∗ и функции H(P), 𝑣𝑐 (𝑦, 𝑥, 𝑡), 𝑘 (𝑢) = 𝑘 + (1 − 𝑘)𝜂 (𝑢 − 𝑢∗),
𝑓 (𝑢) = 𝑢𝛽𝜂 (𝑢 − 𝑢∗), 𝑣 (𝑢) = 𝑢 + [1 + 𝛾 (𝑢 − 1) − 𝑢]𝜂 (𝑢 − 𝑢∗), 𝜂 (𝑢) – функция Хевисайда известны.

3. Асимптотическое разложение. Суть асимптотического интегрирования состоит в том, что
решение, включая положение свободной границы, ищется в виде ряда по степеням малого параметра.
Подставляя асимптотическое разложение в исходные уравнения и граничные условия и приравнивая при
одинаковых степенях 𝜀, получается последовательность задач для определения членов разложения 𝑢𝑖 и 𝑠𝑖 .
Далее решаются полученные задачи в порядке возрастания степеней малого параметра. Обычно задача
нулевого порядка 𝜀0 оказывается значительно проще, чем исходная задача, и часто имеет аналитическое
решение. Решения более высокого порядка добавляют поправки к нулевому приближению, делая его
более точным.

В случае, когда в задаче присутствуют несколько масштабов, то для каждого из них строится
свое асимптотическое разложение. Для получения единого решения, справедливого во всей области,
необходимо «согласовать» эти разложения в переходной области.

В реальных ситуациях, когда коэффициент теплообмена с окружающей средой 𝐻 (𝑃) = 𝜀 (𝑦) ≺≺ 1,
решение задачи (1) можно искать в виде:

𝑢 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛𝜀
𝑛, 𝑦∗ =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑦𝑛𝜀
𝑛, 𝑁 ≥ 1. (2)

Если подставить (2) в (1) и еще приравнять коэффициенты при 𝜀0, приходим к сферически-
симметричной одномерной задаче Стефана относительно пары функций 𝑢0 = 𝑢0 (𝑦, 𝑡) и 𝑦∗0 = 𝑦∗ (𝑡):

𝑦−2 (𝑦2𝑢0𝑦)𝑦 + 𝑓 (𝑢0) − 𝑘 (𝑢0)𝑢0𝑡 = 0, 𝑦0 < 𝑦 < ∞, 𝑡 > 0, (3)

𝑢0 (𝑦, 0) = 0, 𝑦0 < 𝑦 < ∞,
𝑢0𝑦 = 𝐻𝐴 [𝑣 (𝑢0) − 𝑣𝐴 (𝑡)], 𝑦 = 𝑦0, 𝑡 > 0,

[𝑢0] = 0. [𝑢0𝑦] = 0, 𝑦 = ∞, 𝑡 > 0,

[𝑢0] = 0, 𝑦 = 𝑦∗0, [𝑢0𝑦] = 𝑃𝑦∗0𝑡 , 𝑦∗0 = 𝑦∗0 (𝑡), 𝑡 > 0.

Для 𝑢1 = 𝑢1 (𝑦, 𝑥, 𝑡) получается двумерная линейная задача на сопряжение на уже известной полуокруж-
ности 𝑦 = 𝑦∗0 (𝑡):

Δ𝑢1 − 𝑘𝑢1𝑡 = 0, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦∗, 𝑡 > 0,

Δ𝑢1 − 𝑘𝑢1𝑡 = 𝑓
′ (𝑢0)𝜀𝑢1 = 0, 𝑦∗ < 𝑦 < ∞, 𝑡 > 0,

𝑢1 (𝑦, 𝑥, 0) = 0, 𝑦∗ < 𝑦 < ∞, 0 < 𝑥 < 1,

[𝑢1]𝑦∗0 = −
𝑃𝑦∗0𝑡

𝑢±0𝑦 (𝑦∗0, 𝑡)
𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0, (4)

[𝑢1]𝑦∗0 = −
𝑃𝑦∗−1

0𝑡 𝑦
∗
0𝑡

𝑢±0𝑦 (𝑦∗0, 𝑡)
𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡) + 𝑃

𝜕

𝜕𝑡

{
𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡)
𝑢±0𝑦 (𝑦∗0, 𝑡)

}
,

𝑦−1𝑢1𝑥 = 𝑣 (𝑢0) − 𝑣𝑐 (𝑡), 𝑥 = 0, 𝑦0 < 𝑦 < ∞, 𝑡 > 0,

𝑢1 < ∞, (𝑢1𝑥 = 0), 𝑥 = 1, 𝑦0 < 𝑦 < ∞, 𝑡 > 0,

𝑢1 = 1, 𝑢1𝑦 = 0, 𝑦 = ∞, 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0,

𝑢0 (𝑦∗0 + 𝜀𝑦∗1, 𝑡) + 𝜀𝑢1 (𝑦∗0 + 𝜀𝑦∗1, 𝑥, 𝑡) = 0. (5)

Из (5) следует,

𝑦∗1 (𝑥, 𝑡) =
𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡)
𝑢±0𝑦 (𝑦0 ± 0, 𝑡) . (6)

Проведенный анализ показывает, что формально полученные в задаче (4) условия сопряжения
корректны, второе из этих условий содержит дельта-функцию Дирака, несмотря на то, что

𝑢0𝑦𝑦 = [𝑢0𝑦]𝑦∗0 + 𝛿 (𝑦 − 𝑦
∗
0) + 𝑢0𝑦𝑦 = −𝑃𝑦0𝑡𝛿 (𝑦 − 𝑦∗0) + 𝑢0𝑦𝑦, (7)

так как в силу четности [𝛿 (𝑦 − 𝑦∗0)]𝑦∗0 = 0 и [𝑢0𝑦𝑦]𝑦∗
𝐴
= [𝑢0𝑦𝑦]𝑦∗

𝐴
. Волнистая черта в условии означает

обычную не обобщенную функцию, для которой справедливо равенство:

[𝑢0𝑦𝑦]𝑦∗
𝐴
= 𝑢0𝑦𝑦 (𝑦∗0 + 0, 𝑡) − 𝑢0𝑦𝑦 (𝑦∗0 − 0, 𝑡) . (8)
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Из уравнения нулевого приближения (3) получается:

[𝑢0]𝑦∗0 = 0,

[𝑢0𝑦]𝑦∗0 = −𝑃𝑦∗0𝑡 , 𝑦∗0 = 𝑦∗0 (𝑡), 𝑡 > 0, (9)

𝑢0𝑦𝑦 =

{
−2𝑦−1𝑢0𝑦 + 𝑘𝑢0𝑡 , 𝑦 < 𝑦∗

𝐴
,

−2𝑦−1𝑢0𝑦 + 𝑢0𝑡 , 𝑦 > 𝑦∗0 .

Из (9) следует, что [𝑢0𝑦𝑦]𝑦∗
𝐴
= 2𝑃𝑦∗−1

0 𝑦0𝑡 , которое следует из условия непрерывности, а также из уравнения
(4), если учесть, что:

𝜂 (𝑢0) − 𝜂 (𝑦 − 𝑦∗0), 𝛿 (𝑢0)𝑢0𝑡 = −𝛿 (𝑦 − 𝑦∗0)𝑦∗0𝑡 (10)

и выполнить интегрирование последнего в пределах от 𝑦∗0 − 0 до 𝑦∗0 + 0

[𝑢0𝑦]𝑦∗0 = −𝑃𝑦∗0𝑡 . (11)

В силу равенств (8) условия сопряжения задачи (4) упрощаются к виду:

[𝑢1]𝑦∗0 = −
𝑦∗0𝑡

𝑢±0𝑦 (𝑦∗0, 𝑡)
𝑃𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0,

[𝑢1]𝑦∗0 =
2𝑃𝑦∗0𝑡𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡)
𝑢±0𝑦 (𝑦∗0, 𝑡)

+ 𝑃 𝜕
𝜕𝑡

[
𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡)
𝑢𝐴𝑦 (𝑦∗0, 𝑡)

]
, (12)

где
𝑢+0𝑦 = 𝑢0𝑦 (𝑦∗0 + 0, 𝑡), 𝑢−0𝑦 = 𝑢0𝑦 (𝑦∗0 − 0, 𝑡), (13)

а знак «+» или «-» выбирается в соответствии со знаком 𝑢1: 𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡) < 0 или 𝑢1 (𝑦∗0, 𝑥, 𝑡) > 0.
В случае, когда 𝑡 → ∞, 𝑢 (𝑥,𝑦, 𝑡) → 𝑢 (𝑥,𝑦), а 𝑦∗ (𝑥, 𝑡) → 𝑦∗ (𝑥) получаются более простые двумерные

стационарные задачи Стефана, вытекающие из задачи (1):

𝐿𝑢 = 𝑦−2 (𝑦2𝑢𝑦)𝑦 + 𝑦−2 [(1 − 𝑥2)𝑢𝑥 ]𝑥 + 𝑓 (𝑢) = 0, 𝑦
−
< 𝑦 <

−
𝑦, 0 < 𝑥 < 1,

𝑦−1𝑢𝑥 = 𝜀 (𝑦) [𝛾 (𝑢𝑐 ) − 𝛾 (𝑢)], 𝑥 = 0, 𝑦
−
< 𝑦 <

−
𝑦, (14)

𝑢 (𝑥,
−
𝑦) = 0, 𝑢𝑛 (𝑥,

−
𝑦) = 0, 𝑦 = 𝑦

−
, 0 < 𝑥 < 1.

4. Нулевое приближение. Согласно (3), после асимптотического разложения при 𝜀 (𝑦) ≤ 1:

𝑢 =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑢𝑘 , 𝜀 = 𝜀 (𝑦) ≤ 1, 𝑢𝑘 = 𝑢𝑘 (𝑥,𝑦), 𝑁 ≥ 1, (15)

уравнение нулевого приближения 𝑢0 имеет вид:

𝐿𝑢0 = 𝑦
−2 (𝑦2𝑢0𝑦)𝑦 + 𝑦−2 [(1 − 𝑥2)𝑢0𝑥 ]𝑥 + 𝑓 (𝑢0) = 0, 𝑦

−
< 𝑦 <

−
𝑦, 0 < 𝑥 < 1,

𝑢0𝑦 = ℎ(𝑢0 − 𝑢𝐴), 𝑦 = 𝑦
−
, (16)

𝑦−1𝑢0𝑥 = 0, 𝑥 = 0, 𝑢0 < ∞, 𝑥 = 1, 𝑦
−
< 𝑦 <

−
𝑦 .

Так как решение задачи (16) не зависит от x, т. е.

𝑢0 (𝑥,𝑦) = 𝑢0 (𝑦), (17)

то для определения 𝑢0 (𝑦) получаем следующую одномерную стационарную задачу Стефана:

𝑦−2 (𝑦2𝑢
′
0) + 𝑓 (𝑢0) = 0, 𝑦

−
< 𝑦 <

−
𝑦 ≤ ∞,

𝑢
′
0 (𝑦−) = ℎ(𝑢0 − 𝑢𝐴), 𝑢 (

−
𝑦) = 1, (𝑢0 (𝑦) = 𝑢0). (18)

С введением координаты изотермы замораживания 𝑦 = 𝑦∗ (𝑢0 (𝑦∗) = 0) задача (18) записывается в
виде:

𝑦−2 (𝑦2𝑢
′
0)

′
= 0, 𝑦

−
< 𝑦 < 𝑦∗,
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𝑦−2 (𝑦2𝑢
′
0)

′ + 𝑢𝛽0 = 0, 𝑦∗ < 𝑦 <
−
𝑦

𝑢
′
0 (𝑦−) = ℎ(𝑢0 − 𝑢𝐴), 𝑢 (

−
𝑦) = 1, (19)

[𝑢]𝑦∗ = 0, [𝑢′]𝑦∗ = 0,

где знак [ ]𝑦∗ означает скачок стоящей под ним функции в точке 𝑦∗.
Используя общее решение дифференциального уравнения задачи (19) в замороженной биологической

ткани 𝑐1 + 𝑐2/𝑦 и в незамороженной биологической ткани 1 + 𝑐2𝑒
−𝑦/𝑦, после удовлетворения краевым

условиям и условиям сопряжения задачи (19) получается система нелинейных уравнений относительно
𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 и 𝑦∗. Разрешив последнюю, находим точное решение задачи (19):

𝑢0 (𝑦) =


(1 − 𝑦∗

𝑦

𝑦−𝑦
−

𝑦∗−𝑦
−
), 𝑦

−
≤ 𝑦 ≤ 𝑦∗,

Δ−1 (𝑦∗) (1 − 𝑦∗

𝑦
𝑒 (𝑦

∗−𝑦) ), 𝑦∗ ≤ 𝑦 ≤
−
𝑦,

(20)

где
Δ(𝑦∗) = 1 − 𝑦∗𝑒 (𝑦∗−

−
𝑦)/

−
𝑦), (21)

𝑦∗

𝑦
−
(𝑦
−
−𝑦∗)𝑢0 = ℎ(𝑢0 − 𝑢𝐴) . (22)

Из (22) следует:

𝑢0
−
=

𝑦
−
(𝑦∗ − 𝑦

−
)

𝑦∗ + 𝑦
−
(𝑦∗ − 𝑦

−
)ℎ𝑢𝐴, (23)

𝑦

𝑦∗ (𝑦
−
−𝑦∗) 𝑢0

−
= Δ−1 (𝑦∗) (1 + 1

𝑦∗
). (24)

Из (24) следует:

𝑢0
−
=

(1 + 𝑦∗) (𝑦
−
−𝑦∗)

𝑦
−
Δ(𝑦∗) , (25)

а 𝑦∗ определяется как положительный корень уравнения:

𝑦−2 (1 + ℎ𝑦
−
) + 𝑦∗ [1 + 𝑦

−
(1 − 𝑦

−
)ℎ] −

2
𝑦
−
ℎ

[
1 − 𝑢𝐴Δ

𝑦∗

]
= 0. (26)

В частности, в случае, когда 𝑦
−
= ∞, Δ(𝑦∗) = 1 уравнение (26) вырождается в квадратное уравнение с

единственным положительным корнем:

𝑦∗ = [2(1 + ℎ𝑦
−
)]−1

{√︂
[1 + 𝑦

−
(1 − 𝑦

−
ℎ)]2 + 4(1 + ℎ𝑦

−
)ℎ𝑦2

−
(1 − 𝑢𝐴) − [1 + 𝑦

−
(1 − 𝑦

−
)ℎ]

}
. (27)

В этом случае из уравнения общего баланса тепловой энергии следует:∫ ∞

𝑦
−

𝐿𝑢0𝑦
2𝑑𝑦 =

∫ 𝑦∗

𝑦
−

𝐿𝑢0𝑦
2𝑑𝑦 +

∫ ∞

𝑦∗
𝐿𝑢0𝑦

2𝑑𝑦 = 𝑦2𝑢0𝑦

���𝑦∗
𝑦
−

+ 𝑦2𝑢0𝑦 |∞𝑦∗ +
∫ ∞

𝑦∗
𝑓 (𝑢0)𝑦2𝑑𝑦 = 0 (28)

с учетом краевого условия и точного решения (20), находим:

𝑦2

−
ℎ(𝑢0 − 𝑢𝐴) = 𝑦∗2 + 𝑦∗ → 𝑢0

−
= 𝑢𝐴 + 𝑦∗ (1 + 𝑦∗)/𝑦2

−
ℎ. (29)

По физическому смыслу 𝑦∗ ≥ 𝑦
−
, что достигается при следующем ограничении на h:

ℎ ≥ (1 + 𝑦
−
)/(𝑦

−
|𝑢𝐴 |). (30)

В общем случае уравнение теплового баланса записывается в виде:

𝑦2ℎ(𝑢0 − 𝑢𝐴) = (𝑦∗2 + 𝑦∗)Δ−1 (𝑦∗) + 1
3
(
−
𝑦

3
− 𝑦∗3) [1 − Δ−1 (𝑦∗)] . (31)
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Из (31) следует:

𝑢0
−
= 𝑢𝐴 +

(𝑦∗2 + 𝑦∗)Δ−1 (𝑦∗) + 1
3 (

−
𝑦

2
− 𝑦∗) [1 − Δ−1 (𝑦∗)]

𝑦2
−
ℎ

.

5. Уравнения первого приближения. Предварительно разложив функцию 𝑓 (𝑢0 + 𝜀𝑢1) в ряд Тейлора
и собирая коэффициенты при 𝜀, для определения 𝑢1 (𝑥,𝑦) получается следующая краевая задача:

𝐿1𝑢1 = 𝑦
−2 (𝑦2𝑢1𝑦)𝑦 + 𝑦−2 [(1 − 𝑥2)𝑢1𝑥 ]𝑥 − 𝑢1𝜂 (𝑢0) + 𝑓 (𝑢0)𝑢1 = 0, 𝑦

−
< 𝑦 <

−
𝑦, 0 < 𝑥 < 1, (32)

𝑢1𝑦 = ℎ𝑢1, 𝑦 = 𝑦
−
, 𝑢1 = 0, 𝑦 =

−
𝑦, 0 < 𝑥 < 1, 𝑦−1𝑢1𝑥 = [𝛾 (𝑢𝑐 ) − 𝛾 (𝑢0)], 𝑥 = 0,

𝑢0 (𝑦∗) = 0, 𝛿 (𝑢0 (𝑦)) =
𝛿 (𝑦 − 𝑦∗)
𝑢

′
0 (𝑦∗)

=
𝑦∗𝛿 (𝑦 − 𝑦∗)

1 + 𝑦∗ .

В каждой из подобластей биологической ткани 𝑦 < 𝑦∗ и 𝑦 > 𝑦∗ получаются уравнения:

𝑦−1 (𝑦2𝑢1𝑦)𝑦 + 𝑦−2 [(1 − 𝑥2)𝑢1𝑥 ]𝑥 = 0, 𝑦
−
< 𝑦 < 𝑦∗,

𝑦−1 (𝑦2𝑢1𝑦)𝑦 + 𝑦−2 [(1 − 𝑥2)𝑢1𝑥 ]𝑥 − 𝑓 (𝑢0)𝜀𝑢1, 𝑦∗ < 𝑦 <
−
𝑦, (33)

с краевыми условиями
𝑦−1𝑢1𝑥 = 𝛾 (𝑢𝑐 ) − 𝑢0, 𝑥 = 0, 𝑦

−
< 𝑦 < 𝑦∗ (34)

и условиями сопряжения при 𝑦 = 𝑦∗

[𝑢1]𝑦∗ = 0, [𝑢1𝑦]𝑦∗ =
𝑦∗𝑢1 (𝑥,𝑦∗)

1 + 𝑦∗ , 0 < 𝑥 < 1, (35)

где 𝛾 (𝑢𝑐 ) = 𝑢𝑐 + (𝛾𝑢𝑐 − 𝑢𝑐 )𝜂 (𝑢𝑐 ). В частном случае 𝛽 = 0, когда 𝑓 (𝑢) = 𝑢𝛽 = 1, правая часть уравнения (1)
линейна. Для такого оператора задачи (1) имеет место вторая формула Грина:∫ 1

0

∫ −
𝑦

𝑦
−

(𝜑𝐿1𝑢 − 𝑢𝐿1𝜑)𝑦2𝑑𝑦𝑑𝑥 =

=

∫ 1

0
(
−
𝑦

2
(𝜑𝑢𝑦 − 𝑢𝜑𝑦)) |

𝑦=
−

𝑦−𝑦2 [𝜑 (𝑢𝑦−ℎ𝑢 )−𝑢 (𝜑𝑦−ℎ𝜑 )1 ] |𝑦=𝑦−
𝑑𝑥 −

∫ −
𝑦

𝑦
−

(𝜑𝑢𝑥 − 𝑢𝜑𝑥 ) |𝑥=0𝑑𝑦. (36)

Рассмотрим функцию Грина 𝐺 (𝑥,𝑦; 𝜉, 𝜂), определяемую как решение следующей краевой задачи:

𝐿1𝐺 = 𝑦−2 (𝑦2𝐺𝑦) + 𝑦−2 [(1 − 𝑥2)𝐺𝑥 ]𝑥 −𝐺
[
𝜂 (𝑦 − 𝑦∗) − 𝑦𝛿 (𝑦 − 𝑦

∗)
1 + 𝑦∗

]
=

= −𝛿 (𝑦 − 𝜂)𝛿 (𝑥 − 𝜉), 𝑦
−
< 𝑦 <

−
𝑦, 0 < 𝑥, 𝜉 < 1,

𝐺𝑦 = ℎ𝐺, 𝑦 = 𝑦
_
, 𝐺 = 0, 𝑦 =

−
𝑦, 0 < 𝑥 < 1, (37)

𝑦−1𝐺𝑥 = 0, 𝑥 = 0, 𝑦
−
< 𝑦 <

−
𝑦 .

При 𝑢 = 𝑢1 (𝑥,𝑦), 𝜑 = 𝐺 из (36), (37) и (32)–(35) получается интегральное представление:

𝑢1 (𝜉, 𝜂) = −
∫ 𝑦∗ (𝜉 )

𝑦 (𝜉 )
𝐺 (𝑦; 𝜉, 𝜂) [𝛾 (𝑢𝑐 (𝑦) − 𝑢0 (𝑦)]𝑦𝑑𝑦−

−
∫ _

𝑦 (𝜉 )

𝑦∗ (𝜉 )
𝐺 (𝑦; 𝜉, 𝜂) [𝛾 [𝛾 (𝑢𝑐 (𝑦)) − 𝛾𝑢0 (𝑦)]𝑦𝑑𝑦] . (38)

Используя оставшиеся краевые условия:

𝑢1 (𝜉,𝑦∗ (𝜉)) = 1, 𝑢1 (𝜉,
−
𝑦 (𝜉)) = 0. (39)
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определяем неизвестные функции 𝑦∗ = 𝑦∗ (𝜉) и
−
𝑦 =

−
𝑦 (𝜉), которые содержатся в полученном интегральном

представлении (38).
6. Заключение. Асимптотическое интегрирование – это один из мощных методов для анализа

задач со свободными границами, который позволяет получить аналитические или квазианалитические
приближенные решения. Несмотря на определенные ограничения, данный метод является ценным
инструментом для понимания основных физических принципов и создания эффективных моделей для
различных приложений. Умение использовать этот инструмент требует знания асимптотическихметодов,
дифференциальных уравнений и понимания физических процессов, лежащих в основе рассматриваемой
задачи.
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