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Аннотация. Рангом планарности многообразия полугрупп называем наибольшее число образующих свободной
полугруппы многообразия, относительного которых полугруппа допускает планарный граф Кэли. За прошедшее
время, смомента когдаЛ.М.Мартыновымбыла сформулирована задача описанияранговпланарностиполугрупповых
многообразий, было получено много конкретных результатов в этом направлении. Модулярным многообразием
полугрупп называется многообразие полугрупп с модулярной решеткой подмногообразий. В настоящей статье
вычислены точные значения рангов планарности бесконечного счетного множества всех возможных модулярных
многообразий полугрупп. Оказалось, что эти значения не превосходят 3. При доказательстве в большинстве своём
используются машинные вычисления. Средствами Prover9 и Mace4 проверяются равенства элементов свободных
полугрупп многообразий, задаваемых тождествами в большом количестве. Для доказательства непланарности
графов используется критерий Понтрягина – Куратовского, а при обосновании планарности косвенно задействован
инвариант Колен де Вердьера.
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Abstract. By the planarity rank of a semigroup variety we mean the largest number of generators of a free semigroup of a
variety with respect to which the semigroup admits a planar Cayley graph. Since the time when L.M. Martynov formulated the
problem of describing the planarity ranks of semigroup varieties, many specific results have been obtained in this direction. A
modular variety of semigroups is a variety of semigroups with a modular lattice of subvarieties. In this paper, we calculate the
exact values of the planarity ranks of an infinite countable set of all possible modular varieties of semigroups. It turns out that
these values do not exceed 3. Machine calculations are mostly used in the proof. Prover9 and Mace4 are used to check the
equalities of elements of free semigroups of varieties defined by a large number of identities. To prove the non-planarity of
graphs, the Pontryagin–Kuratovsky criterion is used, and the Colin de Verdière invariant is indirectly used to justify planarity.
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1. Введение. Исследование возможности представления полугрупп при помощи графов активно
занимает умы современников [1], мы же рассматриваем такое представление в контексте вычисления
рангов планарности полугрупповых многообразий.

Напомним [4], что модулярным многообразием полугрупп называется многообразие полугрупп
с модулярной решеткой подмногообразий, другими словами, с такой решёткой, в которой каждая
пара элементов 𝑎 , 𝑏 ∈ 𝐿 модулярна, то есть справедлив закон модулярности — квазитождество:
∀ 𝑥 ∈ 𝐿 : 𝑥 ⩽ 𝑏 ⇒ 𝑥 ∨ ( 𝑎 ∧ 𝑏 ) = ( 𝑥 ∨ 𝑎 ) ∧ 𝑏. Любая немодулярная решётка содержит
пятиэлементный пентагон 𝑁5 в качестве подрешётки.

© Соломатин Д. В., 2025

http://orcid.org/0000-0002-9356-9890
http://orcid.org/0000-0002-9356-9890


160 Ранги планарности модулярных многообразий полугрупп

Модулярные многообразия полугрупп давно охарактеризованы разными способами. В следующей
лемме приведем одну из известных характеризаций на языке тождеств.

Лемма. [[4], Теорема 1 (эквациональный вариант) как результат из [3]] Многообразие полугрупп
модулярно тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет одной из следующих систем тождеств (где 𝑛 —
натуральное число):

(𝑚1𝑛) : 𝑥𝑦 = (𝑥𝑦)𝑛+1 ;
(𝑚2𝑛) : 𝑥𝑦 = 𝑥𝑛+1𝑦, (𝑥𝑦)𝑛+1 = 𝑥𝑦𝑛+1, 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑥𝑦𝑥𝑛𝑧𝑡 ;
(𝑚3𝑛) : 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑛+1, (𝑥𝑦)𝑛+1 = 𝑥𝑛+1𝑦, 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑥𝑦𝑡𝑛𝑧𝑡 ;
(𝑚4𝑛,𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2 = 𝑥𝑛+2𝑦 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚5𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦𝑧 = 𝑥𝑦3𝑧, 𝑥6 = 𝑥7 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚6𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2, 𝑥2𝑦2𝑧 = 𝑥𝑦2𝑧2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚7𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦𝑧 = 𝑥𝑦2𝑧2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚8𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚9𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥𝑦 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚10𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚11𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦𝑥 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚12𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚13𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥𝑦 = 𝑦𝑥2 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚14𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦2, 𝑥4𝑦 = 𝑦𝑥4 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚15𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦2, 𝑥4𝑦 = 𝑦𝑥4 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚16𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦𝑥 = 𝑥2𝑦𝑥 , 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚17𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚18𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚19𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

1);
(𝑚20𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦 (𝜋 ∈ ∏

2);
(𝑚21) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥2𝑦𝑧 = 𝑦2𝑧𝑥 ;
(𝑚22) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥2𝑦𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚23) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝑦, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚24𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

3);
(𝑚25𝜋 ) : 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑥1𝜋𝑥2𝜋𝑥3𝜋𝑥4𝜋 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥3𝑦 = 𝑦𝑥3 (𝜋 ∈ ∏

3);
(𝑚26) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚27) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑦𝑧;
(𝑚28) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑧𝑦 = 𝑥𝑧𝑦𝑧;
(𝑚29) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚30) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑦𝑧;
(𝑚31) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑧𝑦 = 𝑥𝑧𝑦𝑧;
(𝑚32) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑥𝑦𝑧𝑥 ;
(𝑚33) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚34) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑧𝑥𝑦𝑧;
(𝑚35) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚36) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑥3𝑦, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚37) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑥𝑦𝑧𝑥 ;
(𝑚38) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚39) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑧𝑥𝑦𝑧;
(𝑚40) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑧𝑦𝑥 ;
(𝑚41) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = 𝑥𝑦3, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚42) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑦𝑥𝑡𝑧, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = (𝑥𝑦)2;
(𝑚43) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑦𝑥𝑡𝑧, 𝑥2𝑦 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2;
(𝑚44) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚45) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑧𝑡𝑥𝑦, 𝑥2𝑦 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑥𝑧 = 𝑦𝑥𝑧𝑥 ;
(𝑚46) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = 𝑦2𝑥 , 𝑥𝑦2 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦;
(𝑚47) : 𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝑡𝑧𝑦𝑥 , 𝑥2𝑦 = (𝑥𝑦)2, 𝑥𝑦2 = 𝑦𝑥2, 𝑥𝑦𝑧𝑥 = 𝑦𝑥𝑧𝑦,
где ∏

1
= {(123), (124), (134), (234), (12) (34), (13) (24), (14) (23)};∏

2
= {(123), (124), (134), (234), (12) (34), (13) (24)};∏

3
= {(123), (124), (134), (234), (12) (34)}.

Планарные автоматы, тесным образом связанные с графами Кэли полугрупп, в частности клеточные
автоматы, тоже имеют множество практических применений и активно изучаются по нескольким
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причинам. Например, они используются для моделирования различных природных и искусственных
систем, таких как распространение огня, рост популяций, распространение болезней и даже поведение
толпы. Планарные автоматы помогают исследовать фундаментальные вопросы в теории вычислений,
такие как универсальность и сложность алгоритмов. Некоторые клеточные автоматы используются в
криптографических приложениях для создания сложных и устойчивых к взлому шифров, а также могут
использоваться для генерации псевдослучайных чисел, что важно для различных приложений, включая
статистику и моделирование.

2. Основной результат.
Определение 2.1. Пусть 𝑆 – полугруппа, а 𝑋 – множество образующих её элементов. Тогда графом

Кэли 𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) полугруппы 𝑆 относительно множества образующих её элементов 𝑋 называем ориентиро-
ванный мультиграф с помеченными ребрами. Множество вершин которого совпадает с 𝑆 , a вершина 𝑎
соединена с вершиной 𝑏 дугой, начинающейся в вершине 𝑎 ∈ 𝑆 , заканчивающейся в вершине 𝑏 ∈ 𝑆 и
помеченной элементом 𝑥 ∈ 𝑋 , если и только если в полугруппе 𝑆 имеет место равенство 𝑎𝑥 = 𝑏.

Определение 2.2.Основой 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) графа Кэли𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) называем обыкновенный граф, полученный
из исходного удалением петель, меток, и заменой всех дуг соединяющих одни и те же пары вершин
одним ребром, соединяющим те же вершины.

Определение 2.3. Согласно известной теореме Понтрягина – Куратовского обыкновенный граф
является планарным тогда и только тогда, когда он не содержит подграфов гомеоморфных полному
графу 𝐾5 пятого порядка или полному двудольному графу 𝐾3,3, содержащему по три вершины в каждой
из долей.

Определение 2.4. Полугруппа 𝑆 допускает планарный граф Кэли 𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ), если относительно некото-
рого минимального множества неразложимых образующих 𝑋 основа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝑆, 𝑋 ) является планарным
графом.

Определение 2.5. Пусть V = var{𝜎} – многообразие полугрупп, заданное системой тождеств 𝜎 , а
𝐹𝑛 (V) – свободная полугруппа в многообразииV, порожденная𝑛 образующими элементами. Тогда рангом
планарности многообразия V называется такое натуральное число 𝑟𝜋 (V), что при 𝑛 ≤ 𝑟𝜋 (V) полугруппа
𝐹𝑛 (V) допускает планарный граф Кэли, а при 𝑛 > 𝑟𝜋 (V) полугруппа 𝐹𝑛 (V) не допускает планарный граф
Кэли.

Следующая теорема решает проблему Л. М. Мартынова [4] описания рангов планарности в классе
модулярных многообразий полугрупп и содержит полный перечень рангов планарности этих многооб-
разий.

Теорема 2.1. 𝑟𝜋 (var{𝑚11}) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚1𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 2.
𝑟𝜋 (var{𝑚21}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚22}) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚2𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 3.
𝑟𝜋 (var{𝑚31}) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚3𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 2.
𝑟𝜋 (var{𝑚41𝜋 }) = 2, 𝑟𝜋 (var{𝑚4𝑛𝜋 }) = 1, при 𝑛 ≥ 2, 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚5𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚6𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚7𝜋 }) = 1, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚8𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚9𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚10𝜋 }) = 1, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚11𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚12𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚13𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚14𝜋 }) = 3, при 𝜋 ∈ ∏

1.
𝑟𝜋 (var{𝑚𝑁𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

1, где 𝑁 = 15 ÷ 19.
𝑟𝜋 (var{𝑚20𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚21}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚22}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚23}) = 1, при 𝜋 ∈ ∏

2.
𝑟𝜋 (var{𝑚24𝜋 }) = 𝑟𝜋 (var{𝑚25𝜋 }) = 2, при 𝜋 ∈ ∏

3.
𝑟𝜋 (var{𝑚𝑁 }) = 2, где 𝑁 = 26 ÷ 42.
𝑟𝜋 (var{𝑚43}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚45}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚47}) = 1.
𝑟𝜋 (var{𝑚44}) = 𝑟𝜋 (var{𝑚46}) = 2.

Доказательство.Основная проблема, которую приходится решать при составлении графов Кэли в общем
случае – это алгоритмически неразрешимая проблема равенства слов в полугруппе. Так, например, запрос
подробного доказательства равенства 𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎 = 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎 элементов свободной полугруппы многообразия,
заданного тождеством (𝑚12) в Prover9 имеет вид:
formulas(assumptions).(x*y)*z=x*(y*z).x1*x2=((((x1*x2)*x1)*x2)*x1)*x2.end_of_list.
formulas(goals).((((c1*c2)*c2)*c1)*c2)*c1=((((c1*c2)*c1)*c2)*c2)*c1.end_of_list.

Полученное подробное доказательство занимает 128 преобразований. Кратко доказательство данного
равенства звучит так:

1. 𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥 ; доказываемое равенство
2. (𝑥𝑦)𝑧 = 𝑥 (𝑦𝑧); исходное
3. 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦; исходное
4. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦; применили 3
5. 𝑥𝑦𝑧 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑧; применили 2 к 4
6. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑧 = 𝑥𝑦𝑧; применили 5
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7. 𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 2 к 6
8. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 7
9. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦; применили 4 к 8
10. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦 = 𝑥𝑦; применили 4 к 9
11. 𝑥 (𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢)𝑥𝑥 (𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢)𝑥𝑥 (𝑦𝑧𝑢 = 𝑥 (𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢); применили 8 к 10
12. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 2 к 11
13. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 8 к 12
14. 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 2 к 13
15. 𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 8 к 14
16. 𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢𝑥𝑥𝑦𝑧𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑢; применили 8 к 15
17. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 ; применили 16 к 6
18. (𝑥𝑦)𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥 ; применили 17, сгруппировав (𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦)𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥

19. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦; применили 18 к 8
20. 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦; применили 4 к 19
21. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦; применили 20
22. 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦𝑥 = 𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥 ; применили 21 к 6.
Не будем подробно останавливаться на каждом из возникающих на нашем пути равенстве и

неравенстве, отметимлишь, чтопроверитьихистинность читатель сможет самостоятельно сприменением
таких программных средств специального назначения, как Mace4 и Prover9 соответственно, доступных в
исходных кодах. Последний из которых является удобной надстройкой над системой компьютерной
алгебры LADR Deduction Library, проверка тождеств в которой осуществляется с применением алгоритмов
парамодуляцииидемодуляции термов. Для этого запускается трипараллельныхпотока: Prover9 впопытке
доказательства равенства, одновременно с тем он же запускается в попытке доказательства неравенства,
и третьим потоком запускается Mace4 в попытке найти контрпример равенства для доказательства
неравенства. Решение принимается в зависимости от того, какой поток быстрее останавливается с
найденным ответом. Запуск отдельного потока Mace4 в попытке найти контрпример неравенства не
имеет смысла, так как тривиальный контрпример для неравенства, в виде конкретного равенства 0 = 0,
найти как правило не составляет труда, но его существование не доказывает равенство в общем случае.

Опираясь на Лемму 1, рассмотрим каждое из перечисленных в ней многообразий. Если условие
доказываемой теоремы выполнено, то будет приведена плоская укладка графа Кэли свободной полу-
группы рассматриваемого многообразия с соответствующим числом образующих. При увеличении
числа образующих в основе графа Кэли этой полугруппы обнаруживаются запрещенные конфигурации
типа 𝐾5 или 𝐾3,3, следовательно, по теореме Понтрягина – Куратовского граф будет не планарен. Таким
образом, опираясь на определение, вычислим все ранги планарности. Краткая запись 𝑥 − 𝑦 фрагментов
маршрутов при этом означает, что во множестве образующих существует элемент 𝑧 такой, что 𝑥𝑧 = 𝑦
или 𝑦𝑧 = 𝑥 .

𝑚1:
Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11}), {𝑎, 𝑏}) представлена на рис.1.

Рис. 1. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11}), {𝑎, 𝑏})
Fig. 1. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11}), {𝑎, 𝑏})

Наличие подграфа гомеоморфного графу 𝐾3,3 в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚11}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) обусловлено су-
ществованием следующих попарно непересекающихся маршрутов, между вершинами множеств{
𝑎𝑏𝑐𝑏2, 𝑎𝑏𝑐𝑎, 𝑎𝑏𝑐2} и {𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑐𝑏}: 𝑎𝑏𝑐𝑏2 − 𝑎𝑏𝑐𝑏2𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑐𝑏2 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑐𝑏2 − 𝑎𝑏𝑐𝑏;
𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏 − 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑐2 − 𝑎𝑏𝑐2𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑐2 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑐2 − 𝑎𝑏𝑐𝑏.

Так как в каждом полугрупповом многообразии, задаваемом тождеством 𝑥 = 𝑥𝑛 , справедливо
равенство 𝑥𝑦 = (𝑥𝑦)𝑛 , то в силу [5, Теорема] ранг планарности многообразия var{𝑚1𝑚} не превышает 1
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при𝑚 ≥ 2. В частности, граф 𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚12}), {𝑥1, 𝑥2}) содержит представленный на рисунке [5, рис. 2]
подграф, основа которого гомеоморфна графу 𝐾3,3.

𝑚2:
Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚21}), {𝑎, 𝑏}) и схема плоской укладки одной из двух изоморфных

связных компонент графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚22}), {𝑎, 𝑏}) представлены на рис. 2.
В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚21}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾5 на следу-

ющих попарно непересекающихся маршрутах между вершинами, являющимися элементами мно-
жества {𝑎𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑎𝑐, 𝑎𝑏𝑐𝑎, 𝑎𝑏𝑐𝑏, 𝑎𝑏𝑐2}: 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎𝑐; 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎; 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐2; 𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎;
𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎𝑏𝑐2; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐𝑏; 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐2; 𝑎𝑏𝑐𝑏 − 𝑎𝑏𝑐2. Следовательно, граф Кэли свободной по-
лугруппы многообразия var{𝑚21} относительно трех и более образующих не является планарным. В
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚22}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) аналогичным образом обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 на
маршрутах между вершинами из множества {𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎2, 𝑎𝑏3} в одной доле и {𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑏𝑐} в другой: 𝑎𝑏−𝑎𝑏𝑎;
𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏2; 𝑎𝑏𝑎2−𝑎𝑏𝑎2𝑐 − 𝑎𝑏𝑐𝑎 − 𝑎𝑏𝑐; 𝑎𝑏3 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏3 − 𝑎𝑏2; 𝑎𝑏3 − 𝑎𝑏𝑐 . А далее в
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚2𝑛}), {𝑎, 𝑏}), при 𝑛 ≥ 3, обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3, в частности для
𝑛 = 3 на маршрутах между вершинами из множества {𝑎𝑏2, 𝑎𝑏𝑎2, 𝑎𝑏𝑎} в одной доле и {𝑎𝑏𝑎3, 𝑎𝑏3, (𝑎𝑏)2𝑏} в
другой: 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏3; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏2𝑎 − 𝑎𝑏2𝑎2 − 𝑎𝑏2𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏2𝑎2𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎2 (𝑏𝑎)2 − (𝑎𝑏)2𝑏𝑎2 − (𝑎𝑏)2𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2𝑏;
𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏𝑎3; 𝑎𝑏𝑎2 − 𝑎𝑏𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏𝑎2𝑏𝑎 − 𝑎

(
𝑏𝑎2)2 − 𝑎

(
𝑏𝑎2)2

𝑎 − 𝑎𝑏3𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏3𝑎𝑏 − 𝑎𝑏3𝑎 − 𝑎𝑏3; 𝑎𝑏𝑎2 − (𝑎𝑏)2𝑏2 − (𝑎𝑏)2𝑏;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎3; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏4 − 𝑎𝑏3; 𝑎𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2 − (𝑎𝑏)2𝑏. Интуитивно значение 𝑟𝜋 (var{𝑚2𝑛}) = 1, при 𝑛 ≥ 3,
обусловлено тем, что в каждом многообразии var{𝑚2𝑛}, при 𝑛 ≥ 3, выполнено тождество 𝑥2 = 𝑥𝑛+2,
при 𝑛 ≥ 3 приводящее к появлению простого цикла из трех и более элементов, как при выполнении
тождества 𝑥 = 𝑥𝑛 , при 𝑛 ≥ 4, для многообразия, порожденного которым ранг планарности равен 1 [3,
Теорема].

Рис. 2. Плоская укладка пары изоморфных компонент, формирующих граф 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚21}), {𝑎, 𝑏}) [слева] и схема
плоской укладки одной из двух изоморфных компонент, формирующих граф 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚22}), {𝑎, 𝑏}) [справа]
Fig. 2. Planar embedding of a pair of isomorphic components forming the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚21}), {𝑎, 𝑏}) [left] and a

diagram of the planar embedding of one of the two isomorphic components forming the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚22}), {𝑎, 𝑏})
[right]

𝑚3:
Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚31}), {𝑎, 𝑏}) представлена на рис. 3.

Рис. 3. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚31}), {𝑎, 𝑏})
Fig. 3. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚31}), {𝑎, 𝑏})

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚31}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3, так как
присутствуют следующие попарно непересекающиеся маршруты между вершинами из множеств
{𝑎2, 𝑎2𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑎} и {𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐𝑏}: 𝑎2 −𝑎−𝑎𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑐𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 −𝑎𝑏𝑐𝑎−𝑎𝑏𝑐 −𝑎𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑐𝑏;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎𝑐 − 𝑎2𝑐𝑏.

В графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚32}), {𝑎, 𝑏}) естьпутимеждувершинамиизмножеств {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2𝑎} и {𝑎3𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏}:
𝑎2−𝑎3−𝑎3𝑏; 𝑎2−𝑎2𝑏; 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎− (𝑎𝑏)2−𝑎2𝑏𝑎2−𝑎2𝑏𝑎−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏; 𝑎𝑏2𝑎−𝑎3𝑏2−𝑎3𝑏; 𝑎𝑏2𝑎−𝑎2𝑏;
𝑎𝑏2𝑎−𝑎𝑏2−𝑎𝑏. В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚33}), {𝑎, 𝑏}) соответственно есть пути между вершинами из множеств
{𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝒂𝒃2} и {𝑎4𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏}: 𝑎2 − 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎4𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2 − (𝒂𝒃)2𝒂 − (𝒂𝒃)2𝒂2 −
𝒂3𝒃2𝒂𝒃−𝒂3𝒃2𝒂−𝒂3𝒃2−𝒂3𝒃−𝒂2𝒃3𝒂−𝒂2𝒃3−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏; 𝒂𝒃2−𝒂𝒃2𝒂−𝑎4𝑏2−𝑎4𝑏; 𝒂𝒃2−𝒂𝒃3−𝒂𝒃3𝒂−𝑎2𝑏; 𝒂𝒃2−𝑎𝑏,
с выделенными изменениями. А в общем случае в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚3𝑛}), {𝑎, 𝑏}), где 𝑛 > 3, находим
пути между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и {𝑎𝒏+1𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏}: 𝑎2 − 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛+1𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏;
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𝑎𝑏𝑎 −𝑎𝑛+1𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − (𝑎𝑏)2 − (𝑎𝑏)2𝑎 − (𝑎𝑏)2𝑎2 − . . . −𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 −𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − . . . −𝑎𝑛+1𝑏2 −𝑎𝑛+1𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎𝑏3 − . . . −𝑎2𝑏;
𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏.

𝑚4:
Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎, 𝑏}) представлена на рис. 4.

Рис. 4. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎, 𝑏})
Fig. 4. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎, 𝑏})

Наличие подграфа гомеоморфного графу 𝐾3,3 в основе графа Кэли 3-порожденной полугруппы
𝐹3 (var

{
𝑚41,(123)

}
) обусловлено существованием следующих попарно непересекающихся маршрутов

между вершинами множества {𝑎, 𝑏, 𝑐} и {𝑎2, 𝑏2, 𝑐2}: 𝑎 −𝑎2; 𝑎 −𝑎𝑏 −𝑎𝑏2 −𝑏2; 𝑎 −𝑎𝑐 −𝑎𝑐2 − 𝑐2; 𝑏 −𝑏𝑎 −𝑎2𝑏 −𝑎2;
𝑏 − 𝑏2; 𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐2 − 𝑐2; 𝑐 − 𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2; 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏2𝑐 − 𝑏2; 𝑐 − 𝑐2.

В основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚42,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 формируют

маршруты между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎2𝑏2, 𝑏𝑎} и {𝑎3𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏2}: 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏 − 𝑎3𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;
𝑎2 −𝑎 −𝑎𝑏 −𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 −𝑎3𝑏2; 𝑎2𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 −𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑏 −𝑏2 −𝑏3 −𝑎𝑏3 −𝑎2𝑏3 −𝑎3𝑏3 −𝑎3𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑎2𝑏; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏2.

В основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚43,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 формируют

маршруты между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎4, 𝑎3𝑏 } и {𝑎3, 𝑎2𝑏, 𝑎4𝑏}: 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2 −
𝑎2𝑏2 − 𝑎4𝑏2 − 𝑎4𝑏; 𝑎4 − 𝑎3; 𝑎4 − 𝑎5 − 𝑎2𝑏; 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎3; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎4𝑏. Аналогично в основе графа
Кэли полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚44,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу 𝐾3,3 формируют маршруты между

вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎4, 𝑎3𝑏} и {𝑎3, 𝑎2𝑏;𝑎4𝑏}: 𝑎2−𝑎3; 𝑎2−𝑎2𝑏; 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏2−𝑎2𝑏2−𝒂3𝒃2−𝑎4𝑏2−𝑎4𝑏;
𝑎4 −𝑎3; 𝑎4 −𝑎5 −𝒂6 −𝑎2𝑏; 𝑎4 −𝑎4𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎3; 𝑎3𝑏 −𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎4𝑏, с выделенными отличающимися элементами.
Для каждого 𝑛 > 4 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚4𝑛,(123)

}
) подграф гомеоморфный графу

𝐾3,3 формируют маршруты между вершинами из множеств {𝑎2, 𝑎4, 𝑎3𝑏} и {𝑎3, 𝑎2𝑏;𝑎4𝑏}: 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;
𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏2 − · · · − 𝑎4𝑏2 − 𝑎4𝑏; 𝑎4 − 𝑎3; 𝑎4 − 𝑎5 − 𝑎6 − · · · − 𝑎2𝑏; 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎3; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏;
𝑎3𝑏 − 𝑎4𝑏.

Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 основа графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var{𝑚41,𝜋 }) изоморфна

𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚41,(123) }), {𝑎, 𝑏}), плоская укладка которогопредставленанаРис.4. Апри𝑛 > 1 в 𝐹2 (var{𝑚4𝑛,𝜋 })
обнаруживаются те же запрещенные конфигурации, что и в 𝐹2 (var{𝑚4𝑛,(123) }).

𝑚5:
Более того, для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏

1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚5𝜋 }) при-
сутствует гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами
из множеств {𝑎2, 𝑏𝑎, 𝑎2𝑏2} и {𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎4𝑏}: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎4 − 𝑎4𝑏; 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏;
𝑏𝑎 − 𝑏 − 𝑏2 − 𝑏3 − 𝑎𝑏3 − 𝑎4𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎4𝑏.

𝑚6:
Аналогично для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏

1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚6𝜋 }) присут-
ствует гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из
множеств {𝑎2, 𝑏𝑎, 𝑎2𝑏2} и {𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑏3}: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎4 − 𝑎5 − 𝑎5𝑏; 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏;
𝑏𝑎 − 𝑏 − 𝑏2 − 𝑏3 − 𝑎𝑏3 − 𝑎2𝑏3; 𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏3.

𝑚7:
Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏

1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚7𝜋 }) присутствует
гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
{𝑎2, 𝑏𝑎, 𝑎2𝑏2} и {𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎4𝑏}:𝑎2−𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏2;𝑎2−𝑎2𝑏;𝑎2−𝑎3−𝑎4−𝑎4𝑏;𝑏𝑎−𝑎𝑏2;𝑏𝑎−𝑎2𝑏;𝑏𝑎−𝑏−𝑏2−𝑏3−𝑎𝑏3−𝑎4𝑏;
𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏2 − 𝑎4𝑏.

𝑚8:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚8𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена
на рис. 5.
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Рис. 5. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚8𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 5. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚8𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

При дальнейшем увеличении числа образующих в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚8𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при 𝜋 ∈∏
1 \ {(234)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между

вершинами из {𝑎2, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏2} и {𝑎3𝑏, 𝑎2𝑏𝑐, 𝑎𝑏}: 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2𝑏𝑐; 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑎2𝑏𝑐;
𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏. Для исключенного случая, в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚8(234) }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}),
легко обнаружить гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из
{𝑎2, 𝑎𝑏, 𝑎𝑐} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏2}: 𝑎2 −𝑎; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎3 −𝑎3𝑏−𝑎𝑏2; 𝑎𝑏−𝑎; 𝑎𝑏−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏−𝑎𝑏2; 𝑎𝑐 −𝑎; 𝑎𝑐 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑏;
𝑎𝑐 − 𝑎𝑐2 − 𝑐𝑎 − 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏𝑐2 − 𝑏𝑐 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2.

𝑚9:

Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚9𝜋 }) присутствует

гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
{𝑎𝑏,𝑏𝑎, 𝑎3𝑏} и {𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏}: 𝑎𝑏 −𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏 −𝑎𝑏2; 𝑎𝑏 −𝑎 −𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏𝑎; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑏 −𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎𝑏𝑎;
𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏.

𝑚10:

Для любой перестановки 𝜋 ∈ ∏
1 в основе графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚10𝜋 }) присутствует

гомеоморфный 𝐾3,3 подграф на попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
{𝑎𝑏,𝑏𝑎, 𝑎3𝑏} и {𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏}: 𝑎𝑏 −𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑏 −𝑎𝑏2; 𝑎𝑏 −𝑎 −𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑏𝑎 −𝑏 −𝑏2 −𝑎𝑏𝑎; 𝑏𝑎 −𝑎𝑏2; 𝑏𝑎 −𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 −𝑎𝑏𝑎;
𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏.

𝑚11:

Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚11𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏
1, представлена

на рис. 6.

Рис. 6. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 6. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚11𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚11𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1, обнаруживается гомеоморфный графу

𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами, являющимися элементами из множества
{𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏} и {𝑎2, 𝑎3𝑏, 𝑎3𝑐}: 𝑎 − 𝑎2; 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3𝑏; 𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3𝑐; 𝑎3 − 𝑎2; 𝑎3 − 𝑎3𝑏; 𝑎3 − 𝑎3𝑐; 𝑎2𝑏 − 𝑎2;
𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑎2𝑐 − 𝑎3𝑐 .

𝑚12:

Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚12𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏
1, представлена

на рис. 7.
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Рис. 7. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚12𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 7. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚12𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚12𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при каждом значении 𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234)} =∏
1\{(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих

маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎2𝑏} и {𝑎𝑏, 𝑎3𝑏, 𝑎2𝑏𝑐}: 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏; 𝑎2−𝑎3−𝑎3𝑏; 𝑎2−𝑎2𝑐−𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏;
𝑎𝑏𝑎−𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎2𝑏−𝑎𝑏; 𝑎2𝑏−𝑎3𝑏; 𝑎2𝑏−𝑎2𝑏𝑐 . А при оставшихся 𝜋 ∈ {(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)} легко
обнаружить маршруты между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏, 𝑎𝑐} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎𝑏𝑎}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏𝑎;
𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎 − 𝑐𝑎 − 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏𝑐𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎.

𝑚13:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚13𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 8. А уже в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, обнаруживается гомеоморфный
графу𝐾3,3 подграфна следующихмаршрутахмеждувершинамииз {𝑎, 𝑏, 𝑐} и {𝑎2, 𝑏2, 𝑐2}:𝑎−𝑎2;𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏𝑎−𝑏2;
𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎 − 𝑐2; 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏 − 𝑎2; 𝑏 − 𝑏2; 𝑏 − 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐𝑏 − 𝑐2; 𝑐 − 𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2; 𝑐 − 𝑐𝑏 − 𝑏2𝑐 − 𝑏2; 𝑐 − 𝑐2.

Рис. 8. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 8. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚14:
Полугруппа 𝐹3 (var {𝑚14𝜋 }) имеет 34 элемента. Дабы не загромождать доказательство, не будем

приводить плоскую укладку основы графа Кэли этой полугруппы, а воспользуемся инвариантом Колен
де Вердьера [6]. Матрица смежности графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚14𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) графически изображена на рис. 9,
где в массиве из 34x34 точек черная точка означает наличие ребра, а белая – его отсутствие между
вершинами из соответствующей строки и столбца. Инвариант Колен де Вердьера определяется похожим
на матрицу смежности образом. А именно, для простого графа 𝐺 без петель и кратных ребер на 𝑛
вершинах, инвариантом Колен де Вердьера 𝜇 (𝐺) является наибольший коранг такой квадратной матрицы
𝑀 порядка 𝑛 с действительными коэффициентами, что её недиагональные элементы в строке 𝑖 столбца 𝑗
являются отрицательными числами, когда вершина 𝑖 смежна с вершиной 𝑗 в графе𝐺 , в противном случае
эти элементы равны нулю. Кроме того, матрица𝑀 должна иметь ровно одно отрицательное собственное
значение кратности 1 (то есть быть диагонализируемой) и не существует такой ненулевой матрицы 𝑋 с
действительными коэффициентами, что𝑀𝑋 = 𝑂 и𝑋𝑖, 𝑗 = 0 всякий раз, когда 𝑖 = 𝑗 или𝑀𝑖, 𝑗 ≠ 0 (то есть 𝑖 и 𝑗
являются смежными). Максимизация коранга достигается изменением диагональных элементов матрицы
𝑀 в целях минимизации её ранга. Чтобы достичь указанных в определении инварианта Колен де Вердьера
ограничений, можно взять матрицу смежности графа 𝐺 в качестве отправной точки, изменить знаки
всех её элементов на противоположные и на пересечении 𝑖 строки 𝑖 столбца диагональными элементами
поставить 𝑖 , при 𝑖 > 1, и -1 для 𝑖 = 1, это обеспечит дальнейшую диагонализацию получившейся матрицы
𝑀 , то есть приведет к единственному отрицательному собственному числу кратности 1. После этого
минимизировать ранг сформировавшейся матрицы. Граф 𝐺 оказывается планарным тогда и только
тогда, когда 𝜇 (𝐺) ≤ 3. В рассматриваемом случае имеем 𝜇 (𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚14𝜋 }) , {𝑎, 𝑏, 𝑐})) ≤ 3.
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Рис. 9. Матрица смежности графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚14𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐})
Fig. 9. Adjacency matrix of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚14𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐})

𝑚10:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚15𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена
на рис. 10. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚15𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, обнаруживается такой же, как в
графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚13𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на маршрутах между вершинами
из {𝑎, 𝑏, 𝑐} и

{
𝑎2, 𝑏2, 𝑐2}.

Рис. 10. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚15𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 10. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚15𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚16:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚16𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена
на рис. 11. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚16𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, обнаруживается гомеоморфный
графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏} и {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎}: 𝑎 − 𝑎2;
𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎𝑐𝑎; 𝑎3 − 𝑎2; 𝑎3 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎3 − 𝑎𝑐𝑎; 𝑎2𝑏 − 𝑎2; 𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏𝑎; 𝑎2𝑏 − 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑐 − 𝑐𝑎 − 𝑎𝑐𝑎.

Рис. 11. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚16𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 11. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚16𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚17:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚17𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 12.

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚17𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при любом 𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234) , (13) (24)} =

=
∏

1\{(12) (34) , (14) (23)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах
между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3;
𝑎𝑐𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3.

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚17(12) (34) }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) наличие гомеоморфного графу 𝐾3,3 подграфа обусловлено
существованием маршрутов между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎} и {𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3. А в оставшемся графе
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚17(14) (23) }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) наличие гомеоморфного графу 𝐾3,3 подграфа обусловлено существо-
ванием маршрутов между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑎} и {𝑎, 𝑎2𝑐, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑐; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎2𝑐; 𝑎𝑐𝑎 − 𝑎3.
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Рис. 12. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚17𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 12. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚17𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

𝑚18:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚18𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 13.

Рис. 13. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚18𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 13. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚18𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚18𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при каждом значении 𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234)} =∏
1\{(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)}, обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих

маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и {𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑏𝑐}: 𝑎2 −𝑎 −𝑎𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏𝑎 −𝑎𝑏;
𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏𝑐; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏𝑐 . А при оставшихся 𝜋 ∈ {(12) (34) , (13) (24) , (14) (23)}
можно обнаружить маршруты между вершинами из {𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐} и {𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐}: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;
𝑎2 − 𝑎2𝑐; 𝑏2 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑎2𝑐; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐 .

𝑚19:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚19𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представлена на
рис. 14.

Рис. 14. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚19𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜋 ∈ ∏
1

Fig. 14. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝑚19𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜋 ∈ ∏
1

В графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var{𝑚19𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при каждом значении

𝜋 ∈ {(123) , (124) , (134) , (234)} =
∏

1
\ {(12) (34), (13) (24) , (14) (23)} ,

обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из
{𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐2 − 𝑎3;
𝑎𝑐2−𝑎2𝑏𝑐−𝑎2𝑏. При 𝜋 ∈ {(12) (34) , (13) (24)}, на следующих маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2}
и {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑏}: 𝑎2 −𝑎; 𝑎2 −𝑎3; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎𝑏 −𝑎; 𝑎𝑏2 −𝑎3; 𝑎𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎𝑐2 −𝑎𝑐 −𝑎; 𝑎𝑐2 −𝑎3; 𝑎𝑐2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 −𝑎2𝑏.
А при оставшемся 𝜋 = (14) (23), на маршрутах между вершинами из {𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и {𝑎, 𝑎3, 𝑎2𝑐}: 𝑎2 − 𝑎;
𝑎2 − 𝑎3; 𝑎2 − 𝑎2𝑐; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐; 𝑎𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎; 𝑎𝑐2 − 𝑎3; 𝑎𝑐2 − 𝑎2𝑐 .
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𝑚20 ÷ 23:
В графах 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚20𝜋 }), {𝑎, 𝑏}), при любом значении 𝜋 ∈ ∏

2, 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚21}), {𝑎, 𝑏}),
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚22}), {𝑎, 𝑏}) и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝑚23}), {𝑎, 𝑏}), обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 под-
граф на следующих маршрутах между вершинами из множества

{
𝑎2𝑏, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и

{
𝑏𝑎, 𝑎𝑏, 𝑎3𝑏

}
: 𝑎2𝑏 − 𝑏𝑎;

𝑎2𝑏 − 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2𝑏 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑏𝑎; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑏2 − 𝑏 − 𝑏𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3𝑏.
𝑚24:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }), при любой перестановке 𝜋 ∈∏

3\{(12) (34)}, представлена на рис. 15 слева. Заметим, что она изоморфна основе графа Кэли полугруппы
𝐹2 (var {𝑚18𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представленной на рис. 13. А плоская укладка основы графа Кэли
полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚24(12) (34)

}
) представлена на рис. 15 справа.

Рис. 15. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎1}), {𝑎, 𝑏}),
где 𝜎1 ∈ {𝑚24𝜋 ,𝑚27,𝑚28,𝑚32}, при любом 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)} [слева]
и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}), {𝑎, 𝑏}), где 𝜎2 ∈ {𝑚24(12) (34) ,𝑚26,𝑚36} [справа]

Fig. 15. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎1}), {𝑎, 𝑏}),
where 𝜎1 ∈ {𝑚24𝜋 ,𝑚27,𝑚28,𝑚32}, for any 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)} [on the left]
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}), {𝑎, 𝑏}), where 𝜎2 ∈ {𝑚24(12) (34) ,𝑚26,𝑚36} [right]

Увеличив число образующих, в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚24𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)}, обнаруживаем

гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и{

𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑏𝑐
}
: 𝑎2 −𝑎−𝑎𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑏; 𝑎2 −𝑎2𝑐 −𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏𝑎−𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎−𝑎2𝑏𝑐 ; 𝑎𝑏2 −𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 −𝑎2𝑏𝑐 .

А в оставшемся графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}), гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф есть на

следующих маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎2 − 𝑎2𝑏;

𝑎2 − 𝑎2𝑐; 𝑏2 − 𝑏 − 𝑏𝑎 − 𝑎𝑏2; 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑏2 − 𝑏2𝑐 − 𝑐2 − 𝑎2𝑐; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎𝑏2; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏; 𝑎2𝑏𝑐 − 𝑎2𝑐 .
𝑚25:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚25𝜋 }), при 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)}, представлена
на рис. 16 слева. Заметим, что она как и в случае 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }) изоморфна основе графа Кэли полугруппы
𝐹2 (var {𝑚18𝜋 }), при любом 𝜋 ∈ ∏

1, представленной на рис. 13. А плоская укладка основы графа Кэли
полугруппы 𝐹2 (var

{
𝑚25(12) (34)

}
) представлена на рис. 16 справа.

Рис. 16. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎1}), {𝑎, 𝑏}), для 𝜎1 ∈ {𝑚25𝜋 ,𝑚30,𝑚31,𝑚37,𝑚38,𝑚39,𝑚40}, при любом
𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)} [слева] и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}) , {𝑎, 𝑏}), для 𝜎2 ∈ {𝑚25(12) (34) ,𝑚29,𝑚41} [справа]
Fig. 16. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎1}), {𝑎, 𝑏}), for 𝜎1 ∈ {𝑚25𝜋 ,𝑚30,𝑚31,𝑚37,𝑚38,𝑚39,𝑚40}, for any

𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)} [left] and 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var {𝜎2}), {𝑎, 𝑏}), for 𝜎2 ∈ {𝑚25(12) (34) ,𝑚29,𝑚41} [right]

Увеличив число образующих, в графах 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚25𝜋 }), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), при любой перестановке
𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)}, и в не изоморфном им графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}), обнаружива-

ем гомеоморфный графу 𝐾3,3 один и тот же подграф на следующих маршрутах между вершина-
ми из

{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2 − 𝑎; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3; 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏 − 𝑎; 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3; 𝑎𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑎;

𝑎𝑐2 − 𝑐𝑎 − 𝑐 − 𝑐2 − 𝑏2𝑐 − 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑐2 − 𝑎3.
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𝑚26:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚26}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚24(12) (34)

}
), представлена на рис. 15 справа. А в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚26}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚27 ÷ 28:
Плоская укладка основы графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚27}) и 𝐹2 (var {𝑚28}), совпадающая с плоской

укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }), при любой перестановке 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)},

представлена на рис. 15 слева. И в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚27}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) с графом𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚28}), {𝑎, 𝑏, 𝑐})
обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф такой же, как в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3

(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚29:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚29}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2
(
var

{
𝑚25(12) (34)

})
представлена на рис. 16 справа. И в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚29}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.

𝑚30 ÷ 31:
Плоская укладка основы графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚30}) и 𝐹2 (var {𝑚31}), совпадающая с плоской

укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚25𝜋 }), при каждой перестановке 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)},

представлена на рис. 16 слева. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚30}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) и в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚31}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}
обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф такой же, как в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3

(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.

𝑚32 ÷ 35:
Для всех 𝜎 ∈ {𝑚32,𝑚33,𝑚34,𝑚35} плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝜎}) как и

𝐹2 (var {𝑚27}), 𝐹2 (var {𝑚28}), совпадает с плоской укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚24𝜋 }),
при любом 𝜋 ∈ ∏

3\{(12) (34)}, и представлена на рис. 15 слева. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝜎}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) обна-
руживается гомеоморфный графу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦

(
𝐹3

(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}

)
,

на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚36:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚36}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var
{
𝑚24(12) (34)

}
), представлена на рис. 15 справа. А в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚36}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚24{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎2𝑏𝑐

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎2𝑐

}
.

𝑚37 ÷ 40:
Плоская укладка основыграфаКэлиполугрупп 𝐹2 (var {𝑚37}), 𝐹2 (var {𝑚38}), 𝐹2 (var {𝑚39}) и 𝐹2 (var {𝑚40}),

совпадающая с плоской укладкой основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚25𝜋 }), при 𝜋 ∈ ∏
3\{(12) (34)},

представлена на рис. 16 слева. А в графе 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚37}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}), 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚38}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}),
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚39}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚40}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфный графу 𝐾3,3
подграф как в 𝑆𝐶𝑎𝑦

(
𝐹3

(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
, {𝑎, 𝑏, 𝑐}

)
, на маршрутах между вершинами из

{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и{

𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.
𝑚41:
Плоская укладка основы графа Кэли полугруппы 𝐹2 (var {𝑚41}), совпадающая с плоской укладкой ос-

новы графа Кэли полугруппы 𝐹2
(
var

{
𝑚25(12) (34)

})
, представлена на рис. 16 справа. А в 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚41}),

{𝑎, 𝑏, 𝑐}) обнаруживается гомеоморфныйграфу𝐾3,3 подграф такойже, как в графе𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3
(
var

{
𝑚25{ (12) (34) }

})
,

{𝑎, 𝑏, 𝑐}), на маршрутах между вершинами из
{
𝑎2, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑐2} и

{
𝑎, 𝑎2𝑏, 𝑎3}.

𝑚42,𝑚44,𝑚46:
Плоская укладка основы графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚42}), 𝐹2 (var {𝑚44}) и 𝐹2 (var {𝑚46}) представ-

лена на рис. 17.

Рис. 17. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎}), {𝑎, 𝑏}), при любом 𝜎 ∈ {𝑚42,𝑚44,𝑚46}
Fig. 17. Planar embedding of the graph 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (var{𝜎}), {𝑎, 𝑏}), for any 𝜎 ∈ {𝑚42,𝑚44,𝑚46}
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А при дальнейшем увеличении числа образующих, начиная с трех, в графах 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚42}),
{𝑎, 𝑏, 𝑐}), 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚44}), {𝑎, 𝑏, 𝑐}) и 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹3 (var {𝑚46}) , {𝑎, 𝑏, 𝑐}) уже обнаруживается гомеоморфный
графу𝐾3,3 подграф на следующих попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств{
𝑎2, 𝑏2, 𝑎3𝑏

}
и

{
𝑎𝑏2, 𝑎2𝑏, 𝑎3}: 𝑎2−𝑎−𝑎𝑏−𝑎𝑏2; 𝑎2−𝑎2𝑏; 𝑎2−𝑎3;𝑏2−𝑏−𝑏𝑎−𝑎𝑏2;𝑏2−𝑎2𝑏;𝑏2−𝑏2𝑐−𝑐2−𝑎2𝑐−𝑎3𝑐−𝑎3;

𝑎3𝑏 − 𝑎𝑏2; 𝑎3𝑏 − 𝑎2𝑏; 𝑎3𝑏 − 𝑎3.
𝑚43,𝑚45,𝑚47:
В основе графа Кэли полугрупп 𝐹2 (var {𝑚43}), 𝐹2 (var {𝑚45}) и 𝐹2 (var {𝑚47}) обнаруживается гомео-

морфный графу 𝐾3,3 подграф на следующих попарно непересекающихся маршрутах между вершинами
из множеств

{
𝑎2, 𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑏2} и

{
𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏

}
: 𝑎2 − 𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎2 − 𝑎2𝑏; 𝑎2 − 𝑎3 − 𝑎3𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏𝑎 − 𝑎3𝑏;

𝑎𝑏2 − 𝑎𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑏𝑎 − 𝑏 − 𝑏2 − 𝑎2𝑏; 𝑎𝑏2 − 𝑎3𝑏.
Таким образом, было осуществлено обоснование найденных значений рангов планарности представ-

ленных в доказываемой теореме модулярных многообразий полугрупп. Теорема 1 доказана.
3. Заключение. В работе рассмотрены все возможные модулярные многообразия полугрупп, вычис-

лены ранги планарности каждого из них. Как оказалось, значения рангов планарности бесконечного
счетного числа всех возможных модулярных многообразий полугрупп не превосходят 3.
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