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Аннотация. В статье доказывается действие локализованных дробных производных типа Римана – Лиувилля
порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 из гёльдеровского пространства с показателем 𝜆, 0 < 𝜆 ≤ 1 и логарифмическим множителем
в гёльдеровское пространство с показателем 𝜆 − 𝛼, 0 < 𝜆 − 𝛼 и логарифмическим множителем. Вычисляются
локализованные и локальные дробные производные, точки минимума и максимума функции Такаги. Показывается,
что функция Такаги принадлежит пространству Гёльдера с показателем один и логарифмическим множителем.
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Abstract. In this paper it is proved that localized fractional derivatives of Riemann – Liouville type of order 0 < 𝛼 < 1 are
bounded from the H¥older space with exponent 𝜆, 0 < 𝜆 ≤ 1 and logarithmic factor into the H¥older space with exponent
𝜆 − 𝛼, 0 < 𝜆 − 𝛼 and logarithmic factor. Localized and local fractional derivatives, minimum and maximum points of the Takagi
function are calculated. It is shown that the Takagi function belongs to the H¥older space with exponent one and logarithmic
factor.
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1. Введение.Внастоящей статье рассматриваются левосторонние усечённые локализованныедробные
производные ([1]) типа Маршо

(𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥) = lim
𝛿→0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝑓

)
(𝑥) =

= lim
𝛿→0

©« 1
Γ (1 − 𝛼)

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
𝜀𝛼

+ 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥−𝛿∫
𝑥−𝜀

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝜏)
(𝑥 − 𝜏)1+𝛼 𝑑𝜏

ª®¬ , (1)

и типа Римана – Лиувилля

(
D𝛼,−𝜀𝜙

)
(𝑥) = 1

Γ (1 − {𝛼})

(
𝑑

𝑑𝑥

) [𝛼 ]+1 𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜙 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡) {𝛼 }

𝑑𝑡, 0 < 𝛼, (2)

левосторонний локализованный дробный интеграл ([2]) типа Римана – Лиувилля

(𝐼𝛼,−𝜀𝜙) (𝑥) = 1
Γ (𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1 𝜙 (𝑡) 𝑑𝑡, −∞ < 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 < +∞ (3)
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левый обратный оператор, для локализованного интеграла (3),

𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎,𝑏 ]𝜙 (𝑥) = lim

𝛿→0

[ 𝑏−𝑎𝜀 ]∑︁
𝑘=0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝜙 (𝑥 − 𝜀𝑘)
)
(𝑥) = 0 (4)

и левосторонняя локальная дробная производная ([3])(
𝐷𝛼,− 𝑓

)
(𝑥) = lim

𝜀→0

Γ
(
1 + log𝜀 𝜔 (𝜀) − 𝛼

)
𝜔 (𝜀) 𝜀𝛼

(
𝐷𝛼,−𝜀 𝑓

)
(𝑥) =

= lim
𝜀→0

Γ
(
1 + log𝜀 𝜔 (𝜀) − 𝛼

) 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀)
𝜔 (𝜀) , (5)

где 𝜔 (𝜀) – непрерывная монотонная функция, для которой 𝜔 (0) = 0, sup
𝜀<𝜀0

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀) | ≤ 𝐶𝜔 (𝜀) ,

𝐶 > 0, lim
𝜀→0

log𝜀 𝜔 (𝜀) = 𝜆, 0 ≤ 𝜆 ≤ 1, 0 < 𝜀.

Доказывается, что при 𝛼 + 𝜆 = 1 локализованная производная (1) порядка 𝛼 действует из гёльдеров-
ского пространства с показателем 𝜆 и логарифмическим множителем в гёльдеровское пространство с
показателем 𝛼 + 𝜆 и логарифмическим множителем.

В качестве примера, для нигде не дифференцируемой, но непрерывной функции типа Такаги ([4],[5])

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛𝜙 (4𝑛𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
+∞∑︁

𝑘=−∞
𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛 (𝑥),

где

𝜙 (𝑥) =
+∞∑︁

𝑘=−∞
𝐹 (𝑥 − 𝑘),

𝐹 (𝑥) =


0, 𝑥 < −0, 5,
|𝑥 | , −0, 5 ≤ 𝑥 ≤ 0, 5,

0, 𝑥 > 0, 5,
продолженная 1-периодически на всю числовую ось функция, (6)

вычисляются локализованная производная (1) и модуль непрерывности локализованной производ-
ной, локальная производная (5), точки минимума и максимума. Доказывается, что функция Такаги
принадлежит пространству Гёльдера с показателем один и логарифмическим множителем.

Целью данной работы является применение локализованных и локальных дробных производных
для изучения свойств нигде не дифференцируемых непрерывных функций.

Среди результатов, аналогичных результатам статьи, следует назвать результаты о действии дробных
интегралов Римана – Лиувилля порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 из гёльдеровских пространств с показателем
𝜆, 0 < 𝜆 < 1 в гёльдеровское пространство с показателем 𝛼 + 𝜆 = 1 и логарифмическим множителем, а
также действии дробных производных Римана – Лиувилля из гёльдеровского пространства с показателем
𝜆, 0 < 𝜆 ≤ 1 в гёльдеровское пространство с показателем 𝜆 − 𝛼, 0 < 𝜆 − 𝛼 , полученных в [6], теорема
13.13, теорема 3.1 и лемма 13.1 соответственно. Изоморфизм локализованных дробных интегралов
порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 типа Римана – Лиувилля гёльдеровского пространства с показателем 𝜆, 0 < 𝜆 < 1
с логарифмическим множителем на фактор-пространство гёльдеровского пространства с показателем
𝜆 + 𝛼 < 1 , был доказан в работе ([2]). В работах [7] и [8] было доказано, что функция Такаги (параметры
2, 2) и функция типа Такаги (параметры 4, 4) соответственно принадлежат пространству Гёльдера с
показателем 𝛼, 0 < 𝛼 < 1. Различные примеры вычисления локализированных дробных производных
типа Римана – Лиувиля, в частности функции |𝑥 − 𝑥0 |𝑝 , 𝑝 ∈ 𝑅 приводятся в работе [9].

2. Основные результаты.Пусть 0 < 𝜆 ≤ 1. Будем говорить, что 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) (𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,𝑘 ( [𝑎;𝑏]))
если

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐴 |ℎ |𝜆 ln
1
|ℎ | , |ℎ | <

1
2
, ( |𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐴 |ℎ |𝜆

(
ln

1
|ℎ |

)𝑘
, |ℎ | < 1

2
).

В работе [3] были получены следующие результаты.
Лемма 2.1. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝜆 ≤ 1, 0 < 𝜀, тогда оператор локализованного дробного интегрирования

𝐼𝛼,−𝜀 , для 𝛼 + 𝜆 < 1 ограничен из 𝐻𝜆 [𝑎;𝑏] , в 𝐻𝛼+𝜆 [𝑎;𝑏] и из 𝐻𝜆,1 [𝑎;𝑏] в 𝐻𝛼+𝜆,1 [𝑎;𝑏] , а для 𝛼 + 𝜆 = 1 ограничен
из 𝐻𝜆,1 [𝑎;𝑏] в 𝐻𝛼+𝜆,2 [𝑎;𝑏].

Лемма 2.2. Для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞, равенство(
𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎;𝑏 ]𝐼

𝛼,−𝜀 𝑓
)
(𝑥) = lim

𝛿→0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
[𝑎;𝑏 ],𝛿 𝐼

𝛼,−𝜀 𝑓
)
(𝑥) = 𝑓 (𝑥) , 0 < 𝜀, 0 < 𝛼 < 1

имеет место поточечно для 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏) ,−∞ < 𝑎, 0 < 𝛼 < 𝜆 ≤ 1.
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В работе [3] была доказана следующая лемма.
Лемма 2.3. Пусть 0 < 𝜀, 0 < 𝛼 < 𝜆 < 1, функция 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) продлена нулём вне отрезка

[𝑎, 𝑏] , тогда оператор локализованного дифференцирования 𝐷𝛼,−𝜀 ограниченно действует из пространства
𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) в пространство 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏]) и

𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 .

В дальнейшем нам понадобится следующая формула, полученная в [9], для 0 < 𝛼 < 1, 𝑝 = 1, 𝑛 = 1, 𝑥0 =
𝑘
4𝑛 :

(
D𝛼,−𝜀

����𝑡 − 𝑘

4𝑛

����) (𝑥) = 𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼)


−1, 𝑥 ≤ 𝑘

4𝑛 ;((
𝑥− 𝑘

4𝑛
𝜀

)1−𝛼
2 − 1

)
, 𝑘4𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘

4𝑛 + 𝜀.

1, 𝑘4𝑛 + 𝜀 ≤ 𝑥 .

(7)

В работах [10], [11] были получены следующие результаты.
Теорема 2.1. Пусть 𝑥 ∈ [𝑎 + 2𝜀, 𝑏] ,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞, равенство

(𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥) = lim
𝛿→0

(
𝐼𝛼,−𝜀𝐷𝛼,−𝜀

𝛿
𝑓

)
(𝑥) = 𝜙 (𝑥) −

1∫
0

𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑓 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝑠) 𝑑𝑠,

где
1∫

0
𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑑𝑠 = 1

Γ (1−𝛼 )Γ (𝛼 )

(
1∫

0
𝑠𝛼−1𝑑𝑠 +

1∫
0

𝑠−𝛼−𝑠𝛼
𝑠+1 𝑑𝑠

)
= 1 имеет место поточечно для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 [(𝑎;𝑏)] , 0 <

𝛼 < 𝜆 < 1 и почти всюду для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝑎, 𝑏) , 1 ≤ 𝑝 < ∞.
Теорема 2.2. Пусть функция 𝑓 (𝑥) может быть представлена в виде 𝑓 (𝑥) = 𝐼𝛼,−𝜀𝜙 (𝑥) , тогда для любого

𝑥 ∈ [𝑎 + 2𝜀, 𝑏] ,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞, равенство

(𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 ) (𝑥) = lim
𝛿→0

(
𝐷
𝛼,−𝜀
𝛿

𝑓

)
(𝑥) = 𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀) , 0 < 𝛿 < 𝜀,

имеет место поточечно для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏) , 0 < 𝛼 < 𝜆 < 1 и почти всюду для 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝 (𝑎, 𝑏) , 1 ≤ 𝑝 < ∞ .
Теорема 2.3. Пусть 𝛼 ∈ (0, 1) , 𝜀 > 0,−∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞. Интегральное уравнение

𝐼𝛼,−𝜀 (𝐷𝛼,−𝜀𝜙 (𝑥)) (𝑥) = 𝜙 (𝑥) −
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑓 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝑠) 𝑑𝑠 = 0

где
1∫

0

𝐾 (𝑠, 𝛼) 𝑑𝑠 = 1
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼)

©«
1∫

0

𝑠𝛼−1𝑑𝑠 +
1∫

0

𝑠𝛼 − 𝑠−𝛼
𝑠 + 1

𝑑𝑠
ª®¬ = 1,

в пространстве 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏) , для 𝑎 > −𝑖𝑛𝑓 𝑡𝑦, имеет единственное решение 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 (𝑎;𝑏), заданное следую-
щими рекурентными соотношениями:
1. 𝑎 < 𝑥 < 𝑎 + 2𝜀, 𝜙 (𝑥) = 𝜙0 (𝑥) – задана произвольно;
2. 𝑎 + 2𝜀 < 𝑥 < 𝑎 + 3𝜀,

𝜙 (𝑥) = 𝜙1 =

1∫
0

𝜏𝛼−1𝜙0 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) +

1∫
0

(𝜏𝛼 − 𝜏−𝛼 ) 𝜙0 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) (𝜏 + 1) ;

...
n. 𝑛 > 2, 𝑎 + 𝑛𝜀 < 𝑥 < 𝑏,

𝜙 (𝑥) = 𝜙𝑛−1 (𝑥) =
1∫

𝑥−𝑎−𝑛𝜀
𝜀

𝜏𝛼−1𝜙𝑛−3 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) +

1∫
𝑥−𝑎−𝑛𝜀

𝜀

(𝜏𝛼 − 𝜏−𝛼 ) 𝜙𝑛−3 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) (𝜏 + 1) +

+

𝑥−𝑎−𝑛𝜀
𝜀∫

0

𝜏𝛼−1𝜙𝑛−2 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) +

𝑥−𝑎−𝑛𝜀
𝜀∫

0

(𝜏𝛼 − 𝜏−𝛼 ) 𝜙𝑛−2 (𝑥 − 𝜀 − 𝜀𝜏) 𝑑𝜏
Γ (1 − 𝛼) Γ (𝛼) (𝜏 + 1) .
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Покажем, что при 𝛼 + 𝜆 = 1 локализованная производная (1) порядка 𝛼 действует из гёльдеров-
ского пространства с показателем 𝜆 и логарифмическим множителем в гёльдеровское пространство с
показателем 𝛼 + 𝜆 и логарифмическим множителем.

Лемма 2.4. Пусть 0 < 𝜀, 0 < 𝛼 < 𝜆 ≤ 1, функция 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏]) (𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏])) продлена нулём
вне отрезка [𝑎, 𝑏] , тогда оператор локализованного дифференцирования 𝐷𝛼,−𝜀 ограниченно действует из
пространства𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏]) в пространство𝐻𝜆−𝛼,1 ( [𝑎;𝑏]). Существуют такое 𝜀0, константа 𝑐 > 0, функция
𝜓 (𝑥) , |𝜓 (𝑥) | < 𝛿,𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏])

(
𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏])

)
, что для любых 𝜀 < 𝜀0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀) = Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) − 𝛼𝑐

(1 − 𝛼) 𝜀 − 𝛼𝜀
𝛼

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡,

������
𝑥∫

𝑥−𝜀

𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 𝑑𝑡

������ ≤ 𝑐 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆 𝜀
𝜆−𝛼 ln

1
𝜀
, 𝑐 ∈ 𝑅, для𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏]) ,������

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 𝑑𝑡

������ ≤ 𝑐 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆 𝜀
𝜆−𝛼 , для𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏])). (8)

Доказательство. Из замечания к лемме 2.4 в работе [3] следует, что для любого 𝛿 > 0 функция
𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏]) (𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏])) может быть представлена в виде:

𝑓 (𝑥) = 𝑓1 (𝑥) − 𝑓2 (𝑥) +𝜓 (𝑥) ,

где 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) – неубывающие ломанные,𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 [𝑎;𝑏]
(
𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 [𝑎;𝑏]

)
, |𝜓 (𝑥) | < 𝛿. В случае, если

𝜀 выберем настолько малым, что 𝑥, 𝑥 − 𝜀 принадлежат одному частичному отрезку, разбиение отрезка
[𝑎;𝑏], при построении ломаных 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) , то |𝜓 (𝑡) −𝜓 (𝑡 − 𝜀) | < 𝑐𝜀𝜆 ln 1

𝜀(
|𝜓 (𝑡) −𝜓 (𝑡 − 𝜀) | < 𝑐𝜀𝜆

)
, 𝑡, 𝑡 − 𝜀 ∈ [𝑥 − 𝜀;𝑥]. Обозначим 𝑓1 (𝑥) − 𝑓2 (𝑥) = 𝑐𝑥 +𝑏 = 𝜙 (𝑥) , 𝑐, 𝑏 ∈ 𝑅. Тогда можем

записать:

𝐷𝛼,−𝜀𝜙 (𝑥) = 𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 =

=
𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝑐 (𝑥 − 𝑡) 𝑑𝑡
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 =

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼𝑐𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼) =

=
𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼 (𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀))
(1 − 𝛼) Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 =

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
Γ (2 − 𝛼) 𝜀𝛼 . (9)

Для функции𝜓 (𝑥) ,𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏])
(
𝜓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏])

)
можем записать:

|𝐷𝛼,−𝜀𝜓 (𝑥) | ≤ |𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑥 − 𝜀) |
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

|𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡) |
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 𝑑𝑡 ≤

∥𝜓 ∥𝐻𝜆,1 𝜀𝜆

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 ln
1
𝜀
+

+
𝛼 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆,1

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)𝜆 ln 1
𝑥−𝑡𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 =
∥𝜓 ∥𝐻𝜆,1 𝜀𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼) ln
1
𝜀
+

𝛼 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆,1 𝜀𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (𝜆 − 𝛼) ln
1
𝜀
−

𝛼 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆,1 𝜀𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (𝜆 − 𝛼)2 .

|𝐷𝛼,−𝜀𝜓 (𝑥) | ≤ |𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑥 − 𝜀) |
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

|𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡) |
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 𝑑𝑡 ≤

∥𝜓 ∥𝐻𝜆 𝜀𝜆

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 +

+
𝛼 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)𝜆 𝑑𝑡
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 =

∥𝜓 ∥𝐻𝜆 𝜀𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼) +
𝛼 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆 𝜀𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (𝜆 − 𝛼) =
𝜆 ∥𝜓 ∥𝐻𝜆 𝜀𝜆−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (𝜆 − 𝛼) . (10)

Пусть 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏]) , 0 < 𝜆 ≤ 1. Докажем, что

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎)
(𝑥 − 𝑎)𝛼 ∈ 𝐻𝜆−𝛼,1 ( [𝑎;𝑏]) , 0 < 𝜆 − 𝛼. (11)

Заметим, что случай 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) доказан в [12]. Имеем:

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑎)
(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎)

(𝑥 − 𝑎)𝛼 =
𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 + (𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎)) (𝑥 − 𝑎)𝛼 − (𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼

(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 (𝑥 − 𝑎)𝛼 = 𝐴1 +𝐴2.
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|𝐴1 | ≤
𝑐ℎ𝜆

(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 ln
(

1
|ℎ |

)
≤ 𝑐ℎ𝜆−𝛼 ln

(
1
|ℎ |

)
.

Рассмотрим случай 𝑥 − 𝑎 ≤ |ℎ | . Поскольку(
(𝑥 − 𝑎)𝜆−𝛼 ln

(
1

𝑥 − 𝑎

)) ′
= (𝜆 − 𝛼) (𝑥 − 𝑎)𝜆−𝛼−1 ln

(
1

𝑥 − 𝑎

)
− 1
𝑥 − 𝑎 (𝑥 − 𝑎)𝜆−𝛼 =

= (𝑥 − 𝑎)𝜆−𝛼−1
(
(𝜆 − 𝛼) ln

(
1

𝑥 − 𝑎

)
− 1

)
> 0,

то можем записать следующие оценки:

|𝐴2 | ≤ 𝑐1 (𝑥 − 𝑎)𝜆 ln
(

1
𝑥 − 𝑎

)
ℎ (𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼−1

(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 (𝑥 − 𝑎)𝛼 ≤ 𝑐1
(𝑥 − 𝑎)𝜆−𝛼 ℎ
𝑥 + ℎ − 𝑎 ln

(
1

𝑥 − 𝑎

)
≤ 𝑐1ℎ

𝜆−𝛼 ln
(

1
|ℎ |

)
.

Пусть 𝑥 − 𝑎 > |ℎ | . Поскольку(
(𝑥 − 𝑎)𝜆−1 ln

(
1

𝑥 − 𝑎

)) ′
= (𝑥 − 𝑎)𝜆−2

(
(𝜆 − 1) ln

(
1

𝑥 − 𝑎

)
− 1

)
< 0,

то имеем:

|𝐴2 | ≤ 𝑐1 (𝑥 − 𝑎)𝜆 ln
(

1
𝑥 − 𝑎

)
ℎ (𝑥 − 𝑎)𝛼−1

(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 (𝑥 − 𝑎)𝛼 ≤ 𝑐1 (𝑥 − 𝑎)𝜆−1 ln
(

1
𝑥 − 𝑎

)
ℎ

(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 ≤

≤ 𝑐1ℎ
𝜆−1 ln

(
1
|ℎ |

)
ℎ

(𝑥 + ℎ − 𝑎)𝛼 ≤ 𝑐1ℎ
𝜆−𝛼 ln

(
1
|ℎ |

)
.

Докажем (8).

𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀)
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 ;

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀) = Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) − 𝛼𝜀𝛼
𝑥∫

𝑥−𝜀

𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 − 𝛼𝜀𝛼

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 =

= Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) − 𝛼 𝜙 (𝑥) − 𝜙 (𝑥 − 𝜀)
(1 − 𝛼) − 𝛼𝜀𝛼

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝜓 (𝑥) −𝜓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 .

Из оценок (9), (10), (11) следует (8). Случай 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) , 0 < 𝜆 ≤ 1, доказывается аналогично.
Докажем результат о действии 𝐷𝛼,−𝜀 в гёльдеровских пространствах. Поскольку

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀)
𝜀𝛼

∈ 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏]) ,
(
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝜀)

𝜀𝛼
∈ 𝐻𝜆−𝛼,1 ( [𝑎;𝑏])

)
,

то докажем, что

𝜓1 (𝑥) =
𝑥∫

𝑥−𝜀

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)𝛼+1 𝑑𝑡 =

𝜀∫
0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑠)
𝑠𝛼+1 𝑑𝑠 ∈ 𝐻𝜆−𝛼 ( [𝑎;𝑏])

(
𝜓1 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆−𝛼,1 ( [𝑎;𝑏])

)
.

Используя подстановку 𝑡 |𝜀0 = ℎ + 𝑠 |𝜀−ℎ−ℎ в𝜓1 (𝑥 + ℎ) , можем записать:

𝜓1 (𝑥 + ℎ) −𝜓1 (𝑥) =
𝜀−ℎ∫

−ℎ

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)
(𝑡 + ℎ)𝛼+1 𝑑𝑡 +

𝜀∫
0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)
𝑡𝛼+1 𝑑𝑡 =

=

𝜀∫
0

(𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡))
(
(𝑡 + ℎ)−𝛼−1 − 𝑡−𝛼−1) 𝑑𝑡 + 0∫

−ℎ

(𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)) (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡+

+
𝜀∫

0

(𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)) (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡 −
𝜀∫

𝜀−ℎ

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)
(𝑡 + ℎ)𝛼+1 𝑑𝑡 = 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4.
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В случае, если 𝑥 − 𝑎 < 𝜀, 𝛼 + 𝜆 < 1, 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]) , 𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) =
𝑓 (𝑥 )

Γ (1−𝛼 )𝜀𝛼 +
𝑥∫
𝑎

𝑓 (𝑥 )−𝑓 (𝑡 )
(𝑥−𝑡 )𝛼+1 𝑑𝑡 и |𝜓1 (𝑥) | ≤

𝑐
𝑥−𝑎∫
0
𝑡𝜆−𝛼−1𝑑𝑡 < ∞. Поэтому |𝜓1 (𝑎) | = 0 и 𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎)

Γ (1−𝛼 )𝜀𝛼 . Результат о действии оператора 𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥)

следует из леммы 13.1 и теоремы 13.5 из [6].
Пусть 𝑥 − 𝑎 ≥ 𝜀, ℎ, 𝛼 + 𝜆 < 1, 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆 ( [𝑎;𝑏]), тогда, используя лемму 13.1 ([6]), можем записать:

|𝐽1 | ≤
𝑥−𝑎∫
0

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡) |
(
𝑡−𝛼−1 − (𝑡 + ℎ)−𝛼−1) 𝑑𝑡 ≤ 𝑐1ℎ

𝜆−𝛼 .

|𝐽2 | ≤ 𝑐2ℎ
𝜆−𝛼 .

|𝐽3 | ≤
𝑥−𝑎∫
0

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) | (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡 ≤ 𝑐3ℎ
𝜆−𝛼 ,

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ 𝑅.
Оценим 𝐽4. Используя (3.8) из [6], имеем:

|𝐽4 | =

������
𝜀∫

𝜀−ℎ

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡)
(𝑡 + ℎ)𝛼+1 𝑑𝑡

������ ≤ 𝑐4

𝜀∫
𝜀−ℎ

(𝑡 + ℎ)𝜆−𝛼−1 𝑑𝑡 ≤ 𝑐5ℎ (𝜀 + ℎ)𝜆−𝛼−1 ≤ 𝑐5ℎ
𝜆−𝛼 .

Если 0 < 𝛼 < 𝜆 ≤ 1, 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏]), имеем:

|𝐽1 | ≤
𝑥−𝑎∫
0

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡) |
(
𝑡−𝛼−1 − (𝑡 + ℎ)−𝛼−1) 𝑑𝑡 ≤𝑐1

𝑥−𝑎∫
0

𝑡𝜆 ln
1
𝑡

(
𝑡−𝛼−1 − (𝑡 + ℎ)−𝛼−1) 𝑑𝑡 .

Если 𝑥 − 𝑎 ≥ ℎ, верны следующие оценки:

|𝐽1 | ≤ 𝑐1

ℎ∫
0

𝑡𝜆−𝛼−1 ln
1
𝑡
𝑑𝑡+𝑐1ℎ (𝛼 + 1)

𝑥−𝑎∫
ℎ

𝑡𝜆−𝛼−2 ln
1
𝑡
𝑑𝑡 = 𝑐1

𝑡𝜆−𝛼

𝜆 − 𝛼 ln
1
𝑡

����ℎ
0
+ 𝑐1

𝜆 − 𝛼

ℎ∫
0

𝑡𝜆−𝛼−1𝑑𝑡+

+𝑐1
(𝛼 + 1) ℎ𝑡𝜆−𝛼−1

𝜆 − 𝛼 − 1
ln

1
𝑡

����𝑥−𝑎
ℎ

+ 𝑐1ℎ
(𝛼 + 1)
𝜆 − 𝛼 − 1

𝑥−𝑎∫
ℎ

𝑡𝜆−𝛼−1𝑑𝑡 ≤ 𝑐2ℎ
𝜆−𝛼 ln

1
ℎ
.

Для 𝑥 − 𝑎 < ℎ, имеем:

|𝐽1 | ≤ 𝑐1

𝑥−𝑎∫
0

𝑡𝜆 ln
1
𝑡

(
𝑡−𝛼−1 − (𝑡 + ℎ)−𝛼−1) 𝑑𝑡 ≤𝑐1

ℎ∫
0

𝑡𝜆−𝛼−1 ln
1
𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑐2ℎ

𝜆−𝛼 ln
1
ℎ
.

|𝐽2 | ≤
0∫

−ℎ

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡) | (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡 ≤ 𝑐3

0∫
−ℎ

(𝑡 + ℎ)𝜆−𝛼−1 ln
1
𝑡
𝑑𝑡 = 𝑐3

(𝑡 + ℎ)𝜆−𝛼

𝜆 − 𝛼 ln
1
𝑡

�����0
−ℎ

+

+𝑐3

0∫
−ℎ

(𝑡 + ℎ)𝜆−𝛼

𝜆 − 𝛼 𝑑𝑡 = 𝑐3
ℎ𝜆−𝛼

𝜆 − 𝛼 ln
1
ℎ
+ 𝑐3

ℎ𝜆−𝛼+1

(𝜆 − 𝛼) (𝜆 − 𝛼 + 1) ≤ 𝑐4
ℎ𝜆−𝛼

𝜆 − 𝛼 ln
1
ℎ
.

|𝐽3 | ≤
𝜀∫

0

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) | (𝑡 + ℎ)−𝛼−1 𝑑𝑡 ≤ 𝑐4ℎ
𝜆 ln

1
ℎ

𝜀∫
0

𝑑𝑡

(𝑡 + ℎ)𝛼+1 ≤ 𝑐4ℎ
𝜆−𝛼

𝛼
ln

1
ℎ
.

|𝐽4 | ≤
𝜀∫

𝜀−ℎ

|𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡) |
(𝑡 + ℎ)𝛼+1 𝑑𝑡 ≤ 𝑐5

𝜀∫
𝜀−ℎ

(ℎ + 𝑡)𝜆−𝛼−1 ln
1

ℎ + 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑐5
(ℎ + 𝑡)𝜆−𝛼−1

𝜆 − 𝛼 ln
1

ℎ + 𝑡

�����𝜀
𝜀−ℎ

+

+𝑐5

𝜀∫
𝜀−ℎ

(ℎ + 𝑡)𝜆−𝛼−1

𝜆 − 𝛼 𝑑𝑡 =
𝑐5

𝜆 − 𝛼

(
(ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼 ln

1
ℎ + 𝜀 − 𝜀

𝜆−𝛼 ln
1
𝜀

)
+ 𝑐5

(ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼 − 𝜀𝜆−𝛼

(𝜆 − 𝛼)2 .
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В случае ℎ ≤ 𝜀 существует такое 𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 1, что можем записать:

|𝐽4 | ≤
𝑐5ℎ

𝜆 − 𝛼

(
(𝜆 − 𝛼) (𝜃ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼−1 ln

1
𝜃ℎ + 𝜀 − (𝜃ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼−1

)
+ 𝑐5ℎ

(𝜆 − 𝛼) (𝜃ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼−1

(𝜆 − 𝛼)2 ≤

≤ 𝑐5ℎ

𝜆 − 𝛼 (𝜃ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼−1 (𝜆 − 𝛼) ln
1

𝜃ℎ + 𝜀 + 𝑐5ℎ
ℎ𝜆−𝛼

(𝜆 − 𝛼 + 1) ≤ 𝑐5ℎℎ
𝜆−𝛼−1 ln

1
ℎ
+ 𝑐5ℎℎ

𝜆−𝛼

(𝜆 − 𝛼 + 1) ≤ 𝑐6ℎ
𝜆−𝛼 ln

1
ℎ
.

Для ℎ > 𝜀 имеем:

|𝐽4 | ≤
𝑐5

𝜆 − 𝛼

(
(ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼 ln

1
ℎ + 𝜀 − 𝜀

𝜆−𝛼 ln
1
𝜀

)
+ 𝑐5

(ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼 − 𝜀𝜆−𝛼

(𝜆 − 𝛼)2 ≤

≤ 𝑐5

𝜆 − 𝛼 (ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼 ln
1

ℎ + 𝜀 + 𝑐5
(ℎ + 𝜀)𝜆−𝛼

(𝜆 − 𝛼)2 ≤ 𝑐5

𝜆 − 𝛼 (2ℎ)𝜆−𝛼 ln
1

2ℎ
≤ 𝑐6

𝜆 − 𝛼 ℎ
𝜆−𝛼 ln

1
ℎ
.

Если 𝑥 − 𝑎 < 𝜀, ℎ, 0 < 𝛼 < 𝜆 ≤ 1, 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝜆,1 ( [𝑎;𝑏]), доказательство следует после интегрирования по
частям и леммы 13.1 из [6]. Лемма доказана.

Вычислим локализованную дробную производную типа Маршо (1) функции |𝑡 − 𝑥0 |. В случае
𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥0 + 𝜀, используя подстановку[

𝑢 = 𝑡, 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡,

𝑑𝑣 = (𝑥 − 𝑡)−1−𝛼 , 𝑣 =
(𝑥−𝑡 )−𝛼

𝛼
,

]
имеем:

(𝐷𝛼,−𝜀 |𝑡 − 𝑥0 |) (𝑥) =
𝑥 − 𝑥0 + 𝑥 − 𝜀 − 𝑥0

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

|𝑥 − 𝑥0 | − |𝑡 − 𝑥0 |
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 =

2𝑥 − 2𝑥0 − 𝜀
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 +

+ 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥0

𝑥 − 𝑥0 − 𝑡 + 𝑥0

(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 + 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥0∫
𝑥−𝜀

𝑥 − 𝑥0 − 𝑥0 + 𝑡
(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 =

2𝑥 − 2𝑥0 − 𝜀
Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 + 𝛼 (𝑥 − 𝑥0)1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (1 − 𝛼) +

+ (𝑥 − 2𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)−𝛼

Γ (1 − 𝛼) − (𝑥 − 2𝑥0) 𝜀−𝛼
Γ (1 − 𝛼) + 𝑡 (𝑥 − 𝑡)−𝛼

Γ (1 − 𝛼)

����𝑥0

𝑥−𝜀
− 1
Γ (1 − 𝛼)

𝑥0∫
𝑥−𝜀

𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 =

=
𝛼 (𝑥 − 𝑥0)1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (1 − 𝛼) +
(𝑥 − 2𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)−𝛼

Γ (1 − 𝛼) + 𝑥0
(𝑥 − 𝑥0)−𝛼

Γ (1 − 𝛼) + (𝑥 − 𝑥0)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (1 − 𝛼) =

=
𝛼 (𝑥 − 𝑥0)1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (1 − 𝛼) +
(1 − 𝛼) (𝑥 − 𝑥0)1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (1 − 𝛼) + (𝑥 − 𝑥0)−𝛼 − 𝜀−𝛼
Γ (2 − 𝛼) =

(𝑥 − 𝑥0)1−𝛼

Γ (2 − 𝛼) + (𝑥 − 𝑥0)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼) =

=
(𝑥 − 𝑥0)1−𝛼

Γ (2 − 𝛼) + (𝑥 − 𝑥0)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼) =
𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼)

(
(𝑥 − 𝑥0)1−𝛼

𝜀1−𝛼 2 − 1
)
.

Для 𝑥 ≤ 𝑥0 можем записать:

(𝐷𝛼,−𝜀 |𝑡 − 𝑥0 |) (𝑥) = −𝑥 − 𝑥0 − 𝑥 + 𝜀 + 𝑥0

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 − 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

𝑥 − 𝑥0 − 𝑡 + 𝑥0

(𝑥 − 𝑡)1+𝛼 𝑑𝑡 = − 𝜀1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) 𝜀𝛼 −

− 𝛼

Γ (1 − 𝛼)

𝑥∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)−𝛼 𝑑𝑡 = − 𝜀1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) −
𝛼 (𝑥 − 𝑡)1−𝛼

Γ (1 − 𝛼) (1 − 𝛼)

����𝑥
𝑥−𝑥0

= −𝜀
1−𝛼 (1 − 𝛼 + 𝛼)

Γ (2 − 𝛼) = − 𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼) .

Случай 𝑥 ≥ 𝑥0 + 𝜀 доказывается аналогично. Окончательно имеем:

(𝐷𝛼,−𝜀 |𝑡 − 𝑥0 |) (𝑥) =


− 𝜀1−𝛼

Γ (2−𝛼 ) , 𝑥 ≤ 𝑥0;
𝜀1−𝛼

Γ (2−𝛼 )

( ( 𝑥−𝑥0
𝜀

)1−𝛼 2 − 1
)
, 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥0 + 𝜀;

𝜀1−𝛼

Γ (2−𝛼 ) , 𝑥0 + 𝜀 ≤ 𝑥 .
(12)
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100 Локализованная и локальная дробная производные функции Такаги

Вычислим локализованную дробную производную функции Такаги (6) рис. 1.

Рис. 1. Plot
[{∑10

𝑛=0

∑2 4𝑛
𝑙=0 𝐹 (4𝑛𝑥−𝑙 )

4𝑛

}
, {𝑥, 0, 1}

]
Fig. 1. Plot

[{∑10
𝑛=0

∑2 4𝑛
𝑙=0 𝐹 (4𝑛𝑥−𝑙 )

4𝑛

}
, {𝑥, 0, 1}

]
Заметим, что для функции𝜓𝑛 (𝑥) = 4−𝑛𝜙 (4𝑛𝑥) числа𝑀4−𝑛, 𝑀 ∈ 𝑍 являются периодами:

𝜓𝑛 (𝑥 +𝑀4−𝑛) = 4−𝑛𝜙 (4𝑛𝑥 +𝑀) = 4−𝑛
+∞∑︁

𝑘=−∞
𝐹 (4𝑛𝑥 +𝑀 − 𝑘) =4−𝑛

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘) =𝜓𝑛 (𝑥)

и𝑀4−𝑚 = 1, – минимальный период всех функций𝜓𝑛 (𝑥), а значит функции Такаги. Поэтому достаточно
вычислить локализованную дробную производную на отрезке [0, 1]. В этом случае функцию Такаги
можно записать в виде:

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛𝜙 (4𝑛𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛 (𝑥).

Промежутки строгой монотонности функции𝜓𝑛 (𝑥) = 4−𝑛𝜙 (4𝑛𝑥) имеют длину 4−𝑛
2 . Если (𝑥1, 𝑥2) проме-

жуток монотонности функции𝜓𝑛 (𝑥), то он будет промежутком монотонности каждой𝜓𝑚 (𝑥) , 𝑚 < 𝑛.

Приведём примеры промежутков возрастания функций 𝜓𝑛 (𝑥) (см. рис. 2), угловые точки будем
относить только к одному промежутку: (

0;
1
2

]
;(

0;
1
8

]
,

(
2
8

;
3
8

]
,

(
4
8

;
5
8

]
,

(
6
8

;
7
8

]
;[

0;
1
32

]
,

[
2
32

;
3
32

]
,

[
4
32

;
5
32

]
,

[
6
32

;
7
32

]
,

[
8
32

;
9
32

]
, . . .

Рис. 2. Plot[ 1
40

1∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥40 − 𝑘

]
, 1

41

4∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥41 − 𝑘

]
, 1

42

16∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥42 − 𝑘

]
, 1

43

64∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥43 − 𝑘

]
}, {x, 0, 1}]

Fig. 2. Plot[ 1
40

1∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥40 − 𝑘

]
, 1

41

4∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥41 − 𝑘

]
, 1

42

16∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥42 − 𝑘

]
, 1

43

64∑
𝑘=0

𝐹
[
𝑥43 − 𝑘

]
}, {x, 0, 1}]

Эти же промежутки можно записать в виде чисел с основанием четыре:(
0;

2
4

]
;
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(
0;

2
42

]
,

(
1
4

;
1
4
+ 2

42

]
,

(
2
4

;
2
4
+ 2

42

]
,

(
3
4

;
3
4
+ 2

42

]
;[

0;
2
43

]
,

[
1
42 ;

1
42 + 2

43

]
,

[
2
42 ;

2
42 + 2

43

]
,

[
3
42 ;

3
42 + 2

43

]
,

[
4
42 ;

4
42 + 2

43

]
, . . .

(0; 0, 24] ≡ (0; 0, 1 (9)4] ;

(0; 0, 024] , (0, 14; 0, 124] , (0, 24; 0, 224] , (0, 34; 0, 324] ;

(0; 0, 0024] , (0, 014; 0, 0124] , (0, 024; 0, 0224] , (0, 034; 0, 0324] , (0, 14; 0, 1024] ,
(0, 114; 0, 1124] , (0, 124; 0, 1224] , (0, 134; 0, 1324] , (0, 24; 0, 2024] , (0, 214; 0, 2124] , (0, 224; 0, 2224] ,

(0, 234; 0, 2324] , (0, 34; 0, 3024] , (0, 314; 0, 3124] , (0, 324; 0, 3224] , (0, 334; 0, 3324] .
Будем считать, что 0, 2 ≡ 0, 1 (9), т. е. нет чисел, у которых справа от последней ненулевой цифры
стоят только нули. Пусть 𝑛 = 0, 1, . . .. Все числа, у которых на 𝑛 + 1-ом месте стоит 1 (слева и справа
от 1 произвольные цифры), и числа, у которых стоит 0 (слева и справа от 0 произвольные цифры),
принадлежат промежуткам возрастания функции.

Приведём примеры промежутков убывания функций𝜓𝑛 (𝑥):

(0, 24; 14] ≡ (0, 1 (9)4 ; 14] ;

(0, 024; 0, 14] , (0, 124; 0, 24] , (0, 224; 0, 34] , (0, 324; 14] ;

(0, 002; 0, 01]4 , (0, 012; 0, 02]4 , (0, 022; 0, 03]4 , (0, 032; 0, 1]4 , (0, 102; 0, 11]4 , . . .

Все числа, у которых на на 𝑛 + 1-ом месте стоит 2 (слева и справа от 2 произвольные цифры), и числа,
у которых стоит 3 (слева и справа от 3 произвольные цифры), принадлежат промежуткам убывания
функции𝜓𝑛 (𝑥).

Запишем промежутки монотонности функций 𝜓𝑛 (𝑥) , 𝑥 ∈
[ 1

2
1

4𝑛0 , 1
]
, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑛0. Промежутки

возрастания: [
1
2

(
1
4

)𝑛0

;
1
2

(
1
4

)𝑛]
,

[(
1
4

)𝑛
𝑘 ;

(
1
4

)𝑛
𝑘 + 1

2

(
1
4

)𝑛]
, 𝑘 = 1, . . . , 4𝑛 − 1, 𝑛 ≤ 𝑛0.

Используя запись чисел с основанием четыре, отрезки возрастания можно записать в виде:

[0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖 . . . 𝑎𝑛 ; 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖 . . . 𝑎𝑛2] , 𝑎𝑖 = 0, 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 𝑛.

Поскольку длина отрезка равна 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
𝑛

2 и

∞∑︁
𝑙=𝑛+2

3
1
4𝑙

=
3

4𝑛+2
1

1 − 1
4
=

1
4𝑛+1 ,

то для того, чтобы точка 𝑥 попала в промежуток возрастания, т. е.

0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖 . . . 𝑎𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑖 . . . 𝑎𝑛2,

на 𝑛 + 1 месте должна быть цифра ноль или один, независимо от того, какие цифры идут далее.
Следовательно, количество нулей и единиц в записи 𝑥 как числа с основанием четыре равно числу
функций𝜓𝑛 (𝑥), для которых 𝑥 попадает в промежуток возрастания.

Промежутки убывания:[
1
2

(
1
4

)𝑛
+

(
1
4

)𝑛
𝑘 ;

(
1
4

)𝑛
(𝑘 + 1)

]
, 𝑘 = 0, . . . , 4𝑛 − 1, 𝑛 ≤ 𝑛0.

Используя запись чисел с основанием четыре, отрезки убывания можно записать в виде:0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛2; 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛2 + 0, 00 . . . 02︸   ︷︷   ︸
𝑛+1

 , 𝑎𝑖 = 0, 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 𝑛.

Поскольку 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛2 (3) = 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛3 ≤ 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛2+0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
𝑛

2. Значит, если точка 𝑥 = 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛2

имеет в записи в виде числа с основанием четыре двойку, то независимо от последующих цифр справа
от двойки 𝑥 попадает в промежуток убывания функции𝜓𝑛 (𝑥). Аналогично, если точка 𝑥 = 0, 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛3
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имеет в записи в виде числа с основанием четыре тройку, то не зависимо от последующих цифр справа
от тройки 𝑥 попадает в промежуток убывания функции𝜓𝑛 (𝑥). Следовательно, количество двоек и троек
в записи 𝑥 как числа с основанием четыре равно числу функций 𝜓𝑛 (𝑥), для которых 𝑥 попадает в
промежуток убывания.

Рассмотрим произвольную функцию 𝜓𝑛 (𝑥) , 𝑥 ∈
[ 1

2
1

4𝑛0 , 1
]
и выберем 𝜀 ≤ 1

2
1

4𝑛0 , 𝑛 ≤ 𝑛0 . Поскольку
функция 𝜓𝑛 (𝑥) в точках 𝑘

4𝑛 ,
1
2
𝑘
4𝑛 , 𝑘 ∈ [1, 4𝑛] меняет монотонность, то такой выбор 𝜀 гарантирует, что

на промежутке (𝑥 − 𝜀, 𝑥) будет находиться не более одной точки смены монотонности и значит будет
существовать 𝑘, такое, что Ψ𝑛 (𝑥) = 4−𝑛 |4𝑛𝑡 − 𝑘 | =

��𝑡 − 𝑘
4𝑛

�� и мы можем применить формулу (7). Т. к. при
𝑘
4𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘

4𝑛 +𝜀 выполняется 0 ≤ 𝑥− 𝑘
4𝑛
𝜀

≤ 1, то непрерывная функция 𝜀𝛼−1Γ (2 − 𝛼) (D𝛼,−𝜀𝜓𝑛) (𝑥) принимает
все значения из промежутка [−1, 1] в зависимости от 𝑥 ∈ [4−𝑛𝑘, 4−𝑛𝑘 + 𝜀]. В точке 𝑥 = 𝑘

4𝑛 локальная
дробная производная терпит разрыв первого рода, оставаясь непрерывной слева, поскольку

lim
𝜀→0

𝜀𝛼−1Γ (2 − 𝛼) (D𝛼,−𝜀𝜓𝑛) (𝑥) = −1, если 𝑥 =
𝑘

4𝑛
,

lim
𝜀→0

𝜀𝛼−1Γ (2 − 𝛼) (D𝛼,−𝜀𝜓𝑛) (𝑥) = 1, если 𝑥 ==
𝑘

4𝑛
+ 𝜀.

Обозначим:

𝑖𝑛 = [4𝑛𝑥] +
{

1, [4𝑛𝑥] ≠ 4𝑛𝑥 ;
0, [4𝑛𝑥] = 4𝑛𝑥 ; 𝑓𝑛 = [4𝑛 (𝑥 − 𝜀)] +

{
1, [4𝑛 (𝑥 − 𝜀)] ≠ 4𝑛𝑥 ;
0, [4𝑛 (𝑥 − 𝜀)] = 4𝑛𝑥 ; 𝑖𝑛, 𝑓𝑛 ∈ [0; 1; . . . ; 4𝑛] ;

ближайшую точку минимума справа, для точек 4𝑛𝑥 и 4𝑛 (𝑥 − 𝜀) соответственно, для которой функция
4−𝑛𝜙 (𝑖𝑛) = 4−𝑛𝜙 (𝑓𝑛) = 0. Обозначим через 𝑘 (𝑥, 𝑛) индикатор, который равен нулю, если на на 𝑛 + 1-ом
месте в записи 𝑥 как числа с основанием четыре стоит двойка или тройка и, равен нулю, если на 𝑛 + 1-ом
месте ноль или один. Иначе говоря, 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 0 для 𝑥 , принадлежащим промежутку убывания функции
𝑘 (𝑥, 𝑛) = 1, и для 𝑥 , принадлежащим промежутку возрастания функции:

𝑘 (𝑥, 𝑛) =


0, 𝑥 = 0, . . . 2︸︷︷︸

𝑛+1

. . . ,∨𝑥 = 0, . . . 3︸︷︷︸
𝑛+1

. . . ;

1, 𝑥 = 0, . . . 1︸︷︷︸
𝑛+1

. . . ,∨𝑥 = 0, . . . 0︸︷︷︸
𝑛+1

. . . .

Для однозначности примем, что 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 0, если существует представление числа 𝑥 такое, что на 𝑛 + 1-ом
месте стоит три или два и индикатор 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 1, если существует представление числа 𝑥 такое, что
на 𝑛 + 1-ом месте стоит один или ноль. Например, для функции 𝜓1 (𝑥) индикатор точки максимума
𝑘 (0, 11 (3) ; 1) = 𝑘 (0, 12; 1) = 1, индикатор точки минимума 𝑘 (0, 12 (3) ; 2) = 𝑘 (0, 130; 2) = 0. Такой выбор
даёт возможность отнести точки минимума 𝑘

4𝑛 , 𝑘 = 1, 4𝑛 функций 𝜓𝑛 (𝑥) к промежуткам убывания, а
точки максимума 𝑘

4𝑛 − 1
2×4𝑛 , 𝑘 = 1, 4𝑛 функций 𝜓𝑛 (𝑥) – к промежуткам возрастания. Индикатор 𝑘 (𝑥, 𝑛)

можно также записать в виде:

𝑘 (𝑥, 𝑛) =
{

0, 𝑖𝑛4𝑛 − 1
2×4𝑛 < 𝑥,

1, 𝑥 ≤ 𝑖𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛 .
(13)

Для каждого 𝑛 ∈ 𝑁 ∪ {0} возможны случаи:

a)
𝑖𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
≤ 𝑥 ≤ 𝑖𝑛

4𝑛
– промежуток, в котором𝜓𝑛 (𝑥) убывает,

b)
𝑖𝑛 − 1

4𝑛
≤ 𝑥 ≤ 𝑖𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
– промежуток, в котором𝜓𝑛 (𝑥) возрастает,

c)
𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
≤ 𝑥 − 𝜀 ≤ 𝑓𝑛

4𝑛
– промежуток, в котором𝜓𝑛 (𝑥 − 𝜀) убывает,

d)
𝑓𝑛 − 1

4𝑛
≤ 𝑥 − 𝜀 ≤ 𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
– промежуток, в котором𝜓𝑛 (𝑥 − 𝜀) возрастает,

𝑛 ∈ 𝑁 ∪ {0}, 𝑓𝑛, 𝑖𝑛 ∈ 𝑍, 𝑓𝑛 ≤ 𝑖𝑛 .

Неравенства a)-d), используя обозначения (13), можно переписать в виде:

a)
𝑖𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
− 𝑘 (𝑥, 𝑛) 1

2 × 4𝑛
≤ 𝑥 ≤ 𝑖𝑛

4𝑛
− 𝑘 (𝑥, 𝑛) 1

2 × 4𝑛
,

b)
𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
− 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) 1

2 × 4𝑛
≤ 𝑥 − 𝜀 ≤ 𝑓𝑛

4𝑛
− 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) 1

2 × 4𝑛
.
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Выберем 𝜀 = 1
2

1
4𝑛0 . Обозначим ближайшую для 𝑥4𝑛 точку минимума функции𝜓𝑛 (𝑥) через

𝑘 ′𝑛,𝑥 =

{
𝑖𝑛,

𝑖𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛 ≤ 𝑥 ;
𝑖𝑛 − 1, 𝑖𝑛4𝑛 − 1

2×4𝑛 > 𝑥 ; = 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) .

Используя формулу (7), вычислим локализованную дробную производную функции
𝑛0∑
𝑛=0

𝜓𝑛 (𝑥) в точке

𝑥 ∈
[ 1

2
1

4𝑛0 , 1
]
. (

D𝛼,−𝜀
𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥) =

𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
(
D𝛼,−𝜀𝐹

(
4𝑛𝑥 − 𝑘 ′𝑛,𝑥

) )
(𝑥) =

=
𝜀1−𝛼

Γ (2 − 𝛼)

𝑛0∑︁
𝑛=0


−1, 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ;((

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛𝜀

)1−𝛼
2 − 1

)
, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ≤ 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀;

1, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀 ≤ 4𝑛𝑥 .

(14)

Вычислим локализованную дробную производную функции Такаги в точке 𝑥 ∈
[ 1

2
1

4𝑛0 , 1
]
. Поскольку

𝜀 = 1
2

1
4𝑛0 , то промежутку [𝑥 − 𝜀, 𝑥) принадлежит одна точка 𝑖𝑛0 −1

4𝑛0 или 𝑖𝑛0 −1
4𝑛0 + 2

4𝑛0+1 , четыре экстремальные
точки функции𝜓𝑛0+1, восемь экстремальных точкек функции𝜓𝑛0+2, и т. д. Поскольку для 𝑥 ближайшая
слева точка экстремума 𝑖𝑛

4𝑛 − 1+𝑘 (𝑥,𝑛)
2×4𝑛 , то для локализованной производной функции Такаги на отрезке

[0; 1] можем записать:

D𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) = D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥) =

= D𝛼,−𝜀

(
𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥) +

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

4𝑛∑︁
𝑘=0

D𝛼,−𝜀
(
𝐹

(
𝑥 − 𝑘

4𝑛

))
(𝑥) =

=

𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
(
D𝛼,−𝜀𝐹

(
4𝑛𝑥 − 𝑘 ′𝑛,𝑥

) )
(𝑥) +

+ 1
Γ(1 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

𝑑

𝑑𝑥

©«
𝑥∫

𝑖𝑛
4𝑛 − 1+𝑘 (𝑥,𝑛)

2×4𝑛

��� 𝑖𝑛−𝑘 (𝑥,𝑛)4𝑛 − 𝑡
���𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 + (1 − 𝑘 (𝑥, 𝑛))

𝑖𝑛−1
4𝑛 + 1

2×4𝑛∫
𝑖𝑛−1

4𝑛

(
𝑡 − 𝑖𝑛−1

4𝑛

)
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 +

+

𝑖𝑛−1
4𝑛∫

𝑖𝑛−1
4𝑛 − 1

2×4𝑛

(
𝑖𝑛−1

4𝑛 − 𝑡
)
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 +

𝑖𝑛−1
4𝑛 − 1

2×4𝑛∫
𝑖𝑛−2

4𝑛

(
𝑡 − 𝑖𝑛−2

4𝑛

)
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 + . . . +

+

𝑓𝑛+1
4𝑛∫

𝑓𝑛
4𝑛 + 1

2×4𝑛

(
𝑓𝑛+1
4𝑛 − 𝑡

)
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 +

𝑓𝑛
4𝑛 + 1

2×4𝑛∫
𝑓𝑛
4𝑛

(
𝑡 − 𝑓𝑛

4𝑛

)
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 +

+𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛)

𝑓𝑛
4𝑛∫

𝑓𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛

(
𝑓𝑛
4𝑛 − 𝑡

)
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 +

𝑓𝑛
4𝑛 − 𝑘 (𝑥−𝜀,𝑛)

2×4𝑛∫
𝑥−𝜀

��� 𝑓𝑛−𝑘 (𝑥−𝜀,𝑛)4𝑛 − 𝑡
���𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
ª®®®¬ . (15)

Применим для вычисления локализованной производной формулу (14) и то, что

𝜀 =
1

2 × 4𝑛0
, 4𝑛0 =

1
2𝜀
, 𝑛0 = log4

1
2𝜀

= log4
1
2
+ log4

1
𝜀
= log4

1
𝜀
− 1

2
,

1
log4

1
𝜀

=

=
𝑛0 + 1

(𝑛0 + 1) log4
1
𝜀

=
log4

1
𝜀
+ 1

2

(𝑛0 + 1) log4
1
𝜀

=
log4

1
𝜀

(𝑛0 + 1) log4
1
𝜀

+
1
2

(𝑛0 + 1) log4
1
𝜀

=
1

(𝑛0 + 1) +
(𝑛0 + 1)−1

2 log4
1
𝜀

,

тогда имеем:

D𝛼,−𝜀

(
𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥) = 𝐴 =

𝜀1−𝛼 log4
1
𝜀

Γ (2 − 𝛼) ×
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×
©«

1
(𝑛0 + 1)

𝑛0∑︁
𝑛=0


−1, 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ;((

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛𝜀

)1−𝛼
2 − 1

)
, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ≤ 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀;

1, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀 ≤ 4𝑛𝑥 ;

+

+ 1
2 log4

1
𝜀

1
(𝑛0 + 1)

𝑛0∑︁
𝑛=0


−1, 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ;((

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛𝜀

)1−𝛼
2 − 1

)
, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ≤ 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀;

1, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀 ≤ 4𝑛𝑥 .

ª®®®¬ . (16)

В оставшейся части (15) воспользуемся, учитывая, что 0 < 𝛼 < 1, интегрированием по частям:[
𝑖𝑛−1

4𝑛 − 𝑡 = 𝑢, −𝑑𝑡 = 𝑑𝑢,
(𝑥 − 𝑡)−𝛼 = 𝑑𝑣 − (𝑥−𝑡 )1−𝛼

1−𝛼 = 𝑣 .

]
Тогда имеем:

D𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) = 𝐴 + 1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

𝑑

𝑑𝑥
×

×
©«(1 − 𝛼) 𝑘 (𝑥, 𝑛)

𝑥∫
𝑖𝑛
4𝑛 − 1

4𝑛

�� 𝑖𝑛−1
4𝑛 − 𝑡

��𝑑𝑡
(𝑥 − 𝑡)𝛼 + 1 − 𝑘 (𝑥, 𝑛)

(1 − 𝛼)−1

©«
𝑥∫

𝑖𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛

�� 𝑖𝑛
4𝑛 − 𝑡

��𝑑𝑡
(𝑥 − 𝑡)𝛼 +

𝑖𝑛−1
4𝑛 + 1

2×4𝑛∫
𝑖𝑛−1

4𝑛

(
𝑡 − 𝑖𝑛−1

4𝑛

)
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
ª®®®¬−

−
(
𝑖𝑛 − 1

4𝑛
− 𝑡

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

���� 𝑖𝑛−1
4𝑛

𝑖𝑛−2
4𝑛 + 1

2×4𝑛

−

𝑖𝑛−1
4𝑛∫

𝑖𝑛−2
4𝑛 + 1

2×4𝑛

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡−

−
(
𝑡 − 𝑖𝑛 − 2

4𝑛

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

���� 𝑖𝑛−2
4𝑛 + 1

2×4𝑛

𝑖𝑛−2
4𝑛

+

𝑖𝑛−2
4𝑛 + 1

2×4𝑛∫
𝑖𝑛−2

4𝑛

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡 − . . .−

−
(
𝑓𝑛 + 1

4𝑛
− 𝑡

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

���� 𝑓𝑛+1
4𝑛

𝑓𝑛
4𝑛 + 1

2×4𝑛

−

𝑓𝑛+1
4𝑛∫

𝑓𝑛
4𝑛 + 1

2×4𝑛

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡−

−
(
𝑡 − 𝑓𝑛

4𝑛

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

���� 𝑓𝑛4𝑛 + 1
2×4𝑛

𝑓𝑛
4𝑛

+

𝑓𝑛
4𝑛 + 1

2×4𝑛∫
𝑓𝑛
4𝑛

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡+

+𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛)
©«−

(
𝑓𝑛

4𝑛
− 𝑡

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

���� 𝑓𝑛4𝑛
𝑓𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛

−

𝑓𝑛
4𝑛∫

𝑓𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡 −

−
(
𝑡 − 𝑓𝑛 − 1

4𝑛

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

���� 𝑓𝑛4𝑛 − 1
2×4𝑛

𝑥−𝜀
+

𝑓𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛∫
𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡
ª®®®¬+

+ (1 − 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛))
©«−

(
𝑓𝑛

4𝑛
− 𝑡

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

���� 𝑓𝑛4𝑛
𝑥−𝜀

−

𝑓𝑛
4𝑛∫

𝑥−𝜀

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼𝑑𝑡
ª®®®¬
ª®®®¬ =

= 𝐴 + 1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

𝑑

𝑑𝑥
×

(
𝑘 (𝑥, 𝑛) (1 − 𝛼)

(
−

(
𝑡 − 𝑖𝑛 − 1

4𝑛

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

1 − 𝛼

����𝑥
𝑖𝑛−1

4𝑛

− (𝑥 − 𝑡)2−𝛼

(1 − 𝛼) (2 − 𝛼)

����𝑥
𝑖𝑛−1

4𝑛

)
+ (1 − 𝑘 (𝑥, 𝑛)) (1 − 𝛼) ×
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(
−

(
𝑖𝑛

4𝑛
− 𝑡

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

1 − 𝛼

����𝑥
𝑖𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛

+ (𝑥 − 𝑡)2−𝛼

(1 − 𝛼) (2 − 𝛼)

����𝑥
𝑖𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛

−
(
𝑡 − 𝑖𝑛 − 1

4𝑛

)
(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

1 − 𝛼

���� 𝑖𝑛−1
4𝑛 + 1

2×4𝑛

𝑖𝑛−1
4𝑛

−

− (𝑥 − 𝑡)2−𝛼

(1 − 𝛼) (2 − 𝛼)

���� 𝑖𝑛−1
4𝑛 + 1

2×4𝑛

𝑖𝑛−1
4𝑛

)
+

+ 1
2 × 4𝑛

(𝑥 − 𝑖𝑛 − 2
4𝑛

− 1
2 × 4𝑛

)1−𝛼 +
(𝑥 − 𝑖𝑛−1

4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) −
(𝑥 − 𝑖𝑛−2

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) −

− 1
2 × 4𝑛

(𝑥 − 𝑖𝑛 − 2
4𝑛

− 1
2 × 4𝑛

)1−𝛼 −
(𝑥 − 𝑖𝑛−2

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) +
(𝑥 − 𝑖𝑛−2

4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) −

− . . . + 1
2 × 4𝑛

(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 +

(𝑥 − 𝑓𝑛+1
4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) −
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) +

−
(
𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
− 𝑓𝑛

4𝑛

)
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 −

(𝑥 − 𝑓𝑛
4𝑛 − 1

2×4𝑛 )
2−𝛼

(2 − 𝛼) +
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 )
2−𝛼

(2 − 𝛼) +

+𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛)
((
𝑓𝑛

4𝑛
− 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛

)
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 +

(𝑥 − 𝑓𝑛
4𝑛 )

2−𝛼

2 − 𝛼 −
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 + 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

2 − 𝛼 −

−
(
𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
− 𝑓𝑛 − 1

4𝑛

) (
𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛

)1−𝛼
+
𝑥 − 𝜀 − 𝑓𝑛−1

4𝑛

𝜀𝛼−1 −
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 + 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

2 − 𝛼 + 𝜀2−𝛼

2 − 𝛼

)
+

+ (1 − 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛))
((
𝑓𝑛

4𝑛
− 𝑥 + 𝜀

)
𝜀1−𝛼 +

(𝑥 − 𝑓𝑛
4𝑛 )

2−𝛼

2 − 𝛼 − 𝜀2−𝛼

2 − 𝛼

))
=

= 𝐴 + 1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

𝑑

𝑑𝑥

(
𝑘 (𝑥, 𝑛)
(2 − 𝛼) (𝑥 − 𝑖𝑛 − 1

4𝑛
)2−𝛼 + (1 − 𝑘 (𝑥, 𝑛))

(
1

2 × 4𝑛
(𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 −

−
(𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛 + 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) − 1
2 × 4𝑛

(𝑥 − 𝑖𝑛 − 1
4𝑛

− 1
2 × 4𝑛

)1−𝛼 −
(𝑥 − 𝑖𝑛−1

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) +
(𝑥 − 𝑖𝑛−1

4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼)

)
+

+
(𝑥 − 𝑖𝑛−1

4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) −
(𝑥 − 𝑖𝑛−2

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) −
(𝑥 − 𝑖𝑛−2

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) +
(𝑥 − 𝑖𝑛−2

4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) −

− . . . +
(𝑥 − 𝑓𝑛+1

4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) −
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) −
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 − 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼) +
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 )
2−𝛼

(2 − 𝛼) +

+𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛)
(
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 )
2−𝛼

2 − 𝛼 − 2
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛 + 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

2 − 𝛼 +
(
𝑥 − 𝜀 − 𝑓𝑛 − 1

4𝑛

)
𝜀1−𝛼 + 𝜀2−𝛼

2 − 𝛼

)
+

+ (1 − 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛))
((
𝑓𝑛

4𝑛
− 𝑥 + 𝜀

)
𝜀1−𝛼 +

(𝑥 − 𝑓𝑛
4𝑛 )

2−𝛼

2 − 𝛼 − 𝜀2−𝛼

2 − 𝛼

))
.

Поскольку числа 𝑖𝑛, 𝑓𝑛, 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) , 𝑘 (𝑥, 𝑛) используются для общности записи, то для конкретного 𝑥 они
фиксированные и 𝑑

𝑑𝑥

𝑖𝑛
4𝑛 = 𝑑

𝑑𝑥

𝑓𝑛
4𝑛 = 𝑑

𝑑𝑥
𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) = 𝑑

𝑑𝑥
𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) = 0. Тогда имеем:

D𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) = 𝐴 + 1
Γ(2 − 𝛼) ×

×
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1

(
𝑑

𝑑𝑥

(
𝑘 (𝑥, 𝑛)

(𝑥 − 𝑖𝑛−1
4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) + (1 − 𝑘 (𝑥, 𝑛))
(
(𝑥 − 𝑖𝑛−1

4𝑛 )2−𝛼

(2 − 𝛼) − 2
(𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛 + 1
2×4𝑛 )

2−𝛼

(2 − 𝛼)

))
+

+(𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 2

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − (𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 3

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − (𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 3

2 × 4𝑛
)1−𝛼 + (𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 4

2 × 4𝑛
)1−𝛼−

− . . . + (𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
− 2

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − (𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − (𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
− 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 + (𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
)1−𝛼+

+𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛)
(
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
)1−𝛼 − 2(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 + 𝜀1−𝛼

)
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+ (1 − 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛))
(
−𝜀1−𝛼 + (𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
)1−𝛼

))
.

Окончательно, локализованная дробная производная функции Такаги при выполнении условий (13) и с
учётом (16) может быть записана в виде:

D𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) =
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

Γ (2 − 𝛼) ×

×
©«

1
(𝑛0 + 1)

𝑛0∑︁
𝑛=0


−1, 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ;((

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛𝜀

)1−𝛼
2 − 1

)
, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ≤ 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀;

1, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀 ≤ 4𝑛𝑥 ;

+

+ 1
2 log4

1
𝜀

1
(𝑛0 + 1)

𝑛0∑︁
𝑛=0


−1, 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ;((

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛𝜀

)1−𝛼
2 − 1

)
, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ≤ 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀;

1, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀 ≤ 4𝑛𝑥 .

ª®®®¬+
+ 1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

((
𝑥 − 𝑖𝑛 − 1

4𝑛

)1−𝛼
− (1 − 𝑘 (𝑥, 𝑛)) 2

(
𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛

)1−𝛼
−

−
(𝑖𝑛−𝑓𝑛 )2−2∑︁

𝑘=1

(
(−1)𝑘

(
(𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 𝑘 + 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼− (𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 𝑘 + 2

2 × 4𝑛
)1−𝛼

)
+

+(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
)1−𝛼 − 2𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) (𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 + (2𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) − 1) 𝜀1−𝛼

)
. (17)

Лемма 2.5 Для локализованной дробной производной функции Такаги имеет место оценка:

|D𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝜀1−𝛼 log4
1
𝜀
.

Функция Такаги принадлежит пространству 𝐻 1,1 ( [0; 1]).
Доказательство. Будем рассматривать последовательно члены (17). Для𝐴, определённого в (16), с учётом
(14), имеем:

|𝐴| ≤
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

Γ (2 − 𝛼) (𝑛0 + 1)

(
1 + 1

2 log4
1
𝜀

)
𝑛0∑︁
𝑛=0

1 =
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀
(𝑛0 + 1)

Γ (2 − 𝛼) (𝑛0 + 1)

(
1 + 1

2 log4
1
𝜀

)
=

=
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

Γ (2 − 𝛼)

(
1 + 1

2 log4
1
𝜀

)
. (18)

В случае 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 1, для следующей части в (17) имеем:

1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

((
𝑥 − 𝑖𝑛 − 1

4𝑛

)1−𝛼
+ (1 − 𝑘 (𝑥, 𝑛)) 2

(
𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛

)1−𝛼
)
=

≤ 1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

(
1

41−𝛼

)𝑛
=

(
1

2 × 4𝑛0

)1−𝛼 21−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
4𝛼−1

1 − 4𝛼−1 =
𝜀1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
2𝛼−1

1 − 4𝛼−1 . (19)

В случае 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 0, можем записать:

1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

((
𝑥 − 𝑖𝑛 − 1

4𝑛

)1−𝛼
+ 2

(
𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛

)1−𝛼
)
≤ 1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

((
1
4𝑛

)1−𝛼
+

+ 2
(

1
2 × 4𝑛

)1−𝛼
)
=

1 + 2𝛼

Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

(
1
4𝑛

)1−𝛼
≤ 1 + 2𝛼

Γ(2 − 𝛼)
𝜀1−𝛼21−𝛼

1 − 4𝛼−1 . (20)

Перейдём к оценке третьего слагаемого. Поскольку

(𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 𝑘 + 2

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − (𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 𝑘 + 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 =

1 − 𝛼
2 × 4𝑛

(𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛
+ 𝑘 + 1 + 𝜃 (𝑛, 𝑘)

2 × 4𝑛
)−𝛼 = 𝑎𝑛,𝑘 ,
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0 ≤ 𝜃 (𝑛, 𝑘) ≤ 1, 𝑛 ≥ 𝑛0, то 𝑎𝑛,𝑘 монотонно убывает по 𝑘 и имеет место следующая оценка:

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

�����2(𝑖𝑛−𝑓𝑛 )−2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
𝑎𝑛,𝑘

Γ(2 − 𝛼)

����� ≤ ∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

(𝑥 − 𝑖𝑛
4𝑛 + 2+1

2×4𝑛 )
1−𝛼 − (𝑥 − 𝑖𝑛

4𝑛 + 2
2×4𝑛 )

1−𝛼

Γ(2 − 𝛼) ≤

=
1

Γ(2 − 𝛼)

(
3
2

)1−𝛼 ∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

( 1
41−𝛼 )

𝑛 =
1

Γ(2 − 𝛼)

(
3
2

)1−𝛼 21−𝛼

41−𝛼 (
1

2 × 4𝑛0
)1−𝛼 =

𝜀1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)

(
3
4

)1−𝛼
. (21)

Рассмотрим последнее слагаемое равенства (17), при условии, что 0 < 𝜀 < 1, 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) = 1, т. е. 0 ≤
{(𝑥 − 𝜀) 4𝑛} ≤ 1

2 . Используя оценки (3.8), (3.9) из [6], можем записать:

1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

����(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼 − 2

(
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼

)���� ≤
≤ 1

Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

����𝜀1−𝛼 − (𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
)1−𝛼

���� + 2
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

����(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼

���� ≤
≤

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

[4𝑛 (𝑥 − 𝜀)] + 1 − 4𝑛 (𝑥 − 𝜀)
4𝑛

𝑐𝜀−𝛼 +
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1

���� [4𝑛 (𝑥 − 𝜀)] + 1 − (𝑥 − 𝜀) 4𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛

���� 𝑐𝜀−𝛼 ≤

≤ 𝑐
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1

1 − {4𝑛 (𝑥 − 𝜀)}
4𝑛

𝜀−𝛼 + 2𝑐
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1

����1 − {4𝑛 (𝑥 − 𝜀)}
4𝑛

+ 1
2 × 4𝑛

����𝜀−𝛼 ≤ 𝜀−𝛼𝑐
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1

1
4𝑛

+

+
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1

6𝑐𝜀−𝛼

2 × 4𝑛
≤ 𝑐𝜀−𝛼 (1 + 3)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

1
4𝑛

≤ 𝜀−𝛼𝑐4 1
4𝑛0+1

4
3
= 𝑐1𝜀

1−𝛼 . (22)

В случае 𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛) = 0, из оценки (22) следует, что

1
Γ(2 − 𝛼)

∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

����(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼 − 2𝑘 (𝑥 − 𝜀, 𝑛)

(
(𝑥 − 𝑓𝑛

4𝑛
+ 1

2 × 4𝑛
)1−𝛼 − 𝜀1−𝛼

)���� ≤𝑐1𝜀
1−𝛼 . (23)

Используя полученные оценки в (18)–(23), окончательно, для (17) можем записать:

|D𝛼,−𝜀 𝑓 (𝑥) | ≤
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

Γ (2 − 𝛼)

(
1 + 1

2 log4
1
𝜀

)
+ 𝑐𝜀1−𝛼 . (24)

Мы доказали, что локализованная производная функции Такаги при 0 < 𝛼 < 1 имеет порядок малости
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀
, 𝜀 → 0. Этот порядок ((18)) имеет член, определённый в (14). Следовательно, локализованная

дробная производная функции Такаги принадлежит пространству 𝐻 1−𝛼,1. Из лемм 2.1, 2.2 и теорем
2.1–2.3 следует, что 𝐼𝛼,−𝜀

(
𝐻 1−𝛼,1) ∈ 𝐻 1,2, а значит функция Такаги принадлежит пространству 𝐻 1,2.

Непосредственные оценки показывают, что функция Такаги принадлежит даже пространству 𝐻 1,2. Пусть
𝜀 > 0 столь мало, что точки 𝑥, 𝑥 − 𝜀 принадлежат одному промежутку монотонности и 𝑘𝑛 (𝑥) ближайшая

точка минимума для точек 𝑥, 𝑥 − 𝜀. Тогда, учитывая, что max
𝑥

(
4−𝑛

4𝑛∑
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
= 1

2
1

4𝑛 , 𝜀 = 1
2×4𝑛0 ,

𝑛0 = log4
1
𝜀
− 1

2 , для функции Такаги имеем:����� ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘) −
∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛 (𝑥 − 𝜀) − 𝑘)
����� =

����� 𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)−

−
𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛 (𝑥 − 𝜀) − 𝑘)
����� +

����� ∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘) −
∞∑︁

𝑛=𝑛0+1
4−𝑛

4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛 (𝑥 − 𝜀) − 𝑘)
����� ≤

≤
����� 𝑛0∑︁
𝑛=0

(����𝑥 − 𝑘𝑛 (𝑥)
4𝑛

���� − ����𝑥 − 𝜀 − 𝑘𝑛 (𝑥)
4𝑛

����) ����� + 𝑛0∑︁
𝑛=𝑛0+1

1
2

4−𝑛 =

𝑛0∑︁
𝑛=0

𝜀 + 1
2

4−𝑛0−1

1 − 1
4

= 𝜀 (𝑛0 + 1) + 2
3

4−𝑛0−1 =

= 𝜀

(
log4

1
𝜀
+ 1

2

)
+ 2

3
4−𝑛0−1 = 𝜀

(
log4

1
𝜀
+ 1

2

)
+ 1

3
𝜀 ≤ 𝑐𝜀 log4

1
𝜀
.

Лемма доказана.
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Результат леммы 2.5 уточняет результат, полученный в [8] о том, что функция Такаги принадлежит
пространству 𝐻𝛼 , 0 < 𝛼 < 1.

Вычислим локальную дробную производную функции Такаги. Учитывая оценки (19)–(23), имеем:

lim
𝜀→0

(
1

𝜀1−𝛼 log4
1
𝜀

D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=𝑛0+1

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥)

)
= lim
𝜀→0

1
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

𝑐𝜀1−𝛼 = 0.

Следовательно локализованная дробная производная функции Такаги равна:

lim
𝜀→0

(
Γ

(
1 + log𝜀

(
𝜀 log4

1
𝜀

)
− 𝛼

)
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥)

)
=

= lim
𝜀→0

(
Γ (2 − 𝛼)
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

D𝛼,−𝜀

(
𝑛0∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥)

)
=

= lim
𝜀→0

1
log4

1
𝜀

𝑛0∑︁
𝑛=0


−1, 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ;((

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛𝜀

)1−𝛼
2 − 1

)
, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) ≤ 4𝑛𝑥 ≤ 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀;

1, 𝑖𝑛 − 𝑘 (𝑥, 𝑛) + 4𝑛𝜀 ≤ 4𝑛𝑥 ;

=

= lim
𝑛0→∞

1
𝑛0 + 1

2

𝑛0∑︁
𝑛=0



−1, 4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛

2×4𝑛0
≤ 0;((

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛

2×4𝑛0

)1−𝛼
2 − 1

)
, 0 ≤ 4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)

4𝑛
2×4𝑛0

≤ 1;

1, 1 ≤ 4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛

2×4𝑛0
.

Заметим, что для локальной дробной производной функции Такаги имеют место следующие оценки:

lim
𝜀→0

(
Γ (2 − 𝛼)
𝜀 log4

1
𝜀

𝜀𝛼D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥)

)
≥ (𝑛0 + 1)−1

𝑛0∑︁
𝑛=0

(−1) = −1,

lim
𝜀→0

(
Γ (2 − 𝛼)
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥)

)
≤ (𝑛0 + 1)−1

𝑛0∑︁
𝑛=0

1 = 1.

Поскольку − 1
4𝑛 ≤ 4𝑛𝑥 − 𝑖𝑛 ≤ 0, то знак 4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)

4𝑛 𝑥

2×4𝑛0
определяется значением 𝑘 (𝑥, 𝑛), если 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 0, то

4𝑛𝑥−𝑖𝑛+𝑘 (𝑥,𝑛)
4𝑛 𝑥

2×4𝑛0
≤ 0, если 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 1, то

4𝑛𝑥 − 𝑖𝑛 + 𝑘 (𝑥, 𝑛)
4𝑛 𝑥

2×4𝑛0

≥
− 1

4𝑛 + 1
1

2×4𝑛0

= 2 × 4𝑛0

(
1 − 1

4𝑛

)
≥ 2 × 4𝑛0

(
1 − 1

4𝑛0

)
= 2 × (4𝑛0 − 1) ≥ 1,

имеем:

lim
𝜀→0

(
Γ (2 − 𝛼)
𝜀 log4

1
𝜀

𝜀𝛼D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(𝑥)

)
=

= lim
𝑛0→∞

(
𝑛0 +

1
2

)−1 𝑛0+1∑︁
𝑛=0

{
−1, 𝑘 (𝑥, 𝑛) = 0;
1, 1 = 𝑘 (𝑥, 𝑛) ; = lim

𝑛0→∞

𝑛0+1∑
𝑛=0

(−1)𝑘 (𝑥,𝑛)+1

𝑛0
.

Видим, что локализованная дробная производная функции Такаги в точке 𝑥 ∈ [0; 1] равна пределу
относительной части разности числа нулей, единиц и двоек, троек к общему числу цифр числа 𝑥 ,
записанного в виде числа с основанием четыре. Приведём несколько примеров:

lim
𝜀→0

(
Γ (2 − 𝛼)
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(0, 1010101010111000111 . . .)

)
= 1.

lim
𝜀→0

(
Γ (2 − 𝛼)
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(0, 233323222233 . . .)

)
= −1.

lim
𝜀→0

(
Γ (2 − 𝛼)
𝜀1−𝛼 log4

1
𝜀

D𝛼,−𝜀

( ∞∑︁
𝑛=0

4−𝑛
4𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 (4𝑛𝑥 − 𝑘)
)
(0, 102310321013330033 . . .)

)
= 0.
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3. Заключение. Локализованные и локальные дробные производные и интегралы типа Римана –
Лиувилля могут быть успешно использованы для исследования непрерывных, но не дифференцирован-
ных функций. Локализованные дробные производные типа Маршо получены с помощью перехода от
локализованных дробных производных типа Римана – Лиувилля для абсолютно непрерывных функций.
Следовательно, для таких функций локализованные производные типа Маршо и Римана – Лиувилля
совпадают. Например, локализованные производные типа Маршо и типа Римана – Лиувилля модуля
(16) равны. Вопрос о необходимых условиях совпадения локализованных производных типа Римана –
Лиувилля иМаршо остаётся открытым. В определении локальной дробной производной первое равенство
в (5) есть способ вычисления локальной дробной производной, поскольку при вычислении 𝐷𝛼,−𝜀 𝑓 мы
получаем явный вид функции 𝜔 (𝜀).
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