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Аннотация. Метод операторов преобразования применяется для построения обобщённого двойного преобра-
зования. Создан аппарат обобщённого двойного преобразования Лапласа, в котором рассматривается операция
дифференцирования с кусочно-постоянными коэффициентами. При этом вычисления обобщённого двойного пре-
образования Лапласа методом операторов преобразования сводится к вычислению классического преобразования
Лапласа. Доказано несколько теорем об общих свойствах двойного преобразования Лапласа: о дифференцировании
оригинала, о сдвиге изображения. Определяется свертка двух оригиналов 𝑓 и 𝑔, изучаются ее свойства, доказы-
вается теорема о свертке. Рассматриваются приложения обобщённого двойного преобразования Лапласа в теории
кусочно-линейных систем. Решена задача Коши для волнового уравнения с кусочно-постояными коэфициентами.
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Abstract. The transmutation operator method is used to construct the generalized double Laplace transform. In the article,
the apparatus of the generalized double Laplace transform is created, the differentiation with a piecewise constant factor
is considered. By using the transmutation operator method, the calculation of the generalized double Laplace transform
is reduced to the calculation of the classical Laplace transform. Theorems on the general properties of the double Laplace
transform are proved: on the differentiation of the function; about shifts; a convolution of two functions is defined, its
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transform for solving partial differential equations with piecewise constant coefficients it is discussed. The Cauchy problem
for the wave equation with piecewise constant coefficients is solved.
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1. Введение. Преобразование Лапласа получило широкое распространение в научных и инженер-
ных расчётах. Как известно, преобразование Лапласа соотношениям и операциям над оригиналами
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сопоставляет более простые соотношения над их изображениями. Так операции дифференцирования
оригинала соответствует операция умножения изображения. Усилия многих исследователей направле-
ны на замену операции дифференцирования на более сложную операцию [1, 2, 4-17]. В статье пред-
ложено использовать метод операторов преобразования [18, 19]. В итоге создан аппарат обобщённого
двойного преобразованияЛапласа, в которомрассматривается операция дифференцирования с кусочно-
постоянными коэффициентами. При этом вычисление обобщённого двойного преобразования Лапласа
методом операторов преобразования сводится к вычислению классического преобразования Лапла-
са. Доказано несколько теорем об общих свойствах двойного преобразования Лапласа. Определяется
свертка двух оригиналов 𝑓 (𝑥,𝑦) и 𝑔(𝑥,𝑦), изучаются ее свойства, доказывается теорема о свертке. Рас-
сматриваютсяприложения обобщённого двойногопреобразованияЛапласа в теориикусочно-линейных
систем. В частности, получено аналитическое описание температурного поля с переменным режимом
для полубесконечного тела [20]. Целью данной работы является изучение обобщённого двойного пре-
образования Лапласа и его приложений к дифференциальным уравнениям в частных производных.

2. Методы. Метод операторов преобразования успешно проявил себя при решении уравнений
математической физики в кусочно-однородных средах [18, 19]. Этот метод представляет полноценную
замену метода интегральных преобразований Фурье. Его преимущество заключается в том, что нет
необходимости переходить в пространство изображений. Решение получается в естественном классе
функций. Исследования по применению метода операторов преобразования для задач с переменными
по временной переменной коэффициентами ранее не проводились. Пусть 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) −заданная в первом
квадранте функция-оригинал и пусть 𝐹 (𝑝1, 𝑝2) − ее изображение, т. е.

𝐹 (𝑝1, 𝑝2) =
∫ ∞

0
𝑒−𝑝1𝑡1

∫ ∞

0
𝑒−𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2.

Разобьем первый квадрант на четыре части прямыми 𝑡1 = 𝑡01 , 𝑡2 = 𝑡
0
2 . Примем обозначения

𝐷00 =
{
(𝑡1, 𝑡2) : 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡01 , 0 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡02

}
, 𝐷10 =

{
(𝑡1, 𝑡2) : 𝑡01 ≤ 𝑡1, 0 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡02

}
𝐷01 =

{
(𝑡1, 𝑡2) : 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡01 , 𝑡02 ≤ 𝑡2

}
, 𝐷11 =

{
(𝑡1, 𝑡2) : 𝑡01 ≤ 𝑡1, 𝑡02 ≤ 𝑡2.

}
Оператор преобразования определим формулой 𝐽 : 𝑓 → 𝑓

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓 (𝑎1𝑡1, 𝑏1𝑡2) , 𝑡 ∈ 𝐷00,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑎2

(
𝑡1 − 𝑡01

)
+ 𝑎1𝑡01 , 𝑏1𝑡2

)
, 𝑡 ∈ 𝐷10,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑎1𝑡1, 𝑏2

(
𝑡2 − 𝑡02

)
+ 𝑏1𝑡02

)
, 𝑡 ∈ 𝐷10,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑎2

(
𝑡1 − 𝑡01

)
+ 𝑎1𝑡01 , 𝑏1𝑡2, 𝑏2

(
𝑡2 − 𝑡02

)
+ 𝑏1𝑡02

)
, 𝑡 ∈ 𝐷11 .

(1)

Теорема 1. Оператор преобразования 𝐽 допускает факторизацию 𝐽 = 𝐽1 𝐽2, в которой первый оператор 𝐽1
действует по переменной 𝑡1 и имеет вид{

𝑓 (𝑡1) = 𝑓 (𝑎1𝑡1) , 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡01 ,
𝑓 (𝑡1) = 𝑓

(
𝑎2

(
𝑡1 − 𝑡01

)
+ 𝑎1𝑡01

)
, 𝑡01 ≤ 𝑡1,

(2)

а второй оператор 𝐽2 действует по переменной 𝑡2 и имеет вид{
𝑔 (𝑡2) = 𝑔 (𝑏1𝑡2) , 0 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡02 ,
𝑔 (𝑡2) = 𝑔

(
𝑏2

(
𝑡2 − 𝑡02

)
+ 𝑏1𝑡02

)
, 𝑡02 ≤ 𝑡2.

(3)

Доказательство теоремы следует из определения оператора преобразования.
Будем обозначать �̃�𝑖 𝑗 = 𝑓

(
𝐷𝑖 𝑗

)
. Из определения следует, что для обратного оператора преобразова-

ния 𝐽−1 : 𝑓 → 𝑓 справедлива формула

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑡1
𝑎1
,
𝑡2
𝑏1

)
, (𝑡1, 𝑡2) ∈ �̃�00,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓2
(
𝑡1−𝑎1𝑡01

𝑎2
+ 𝑡01 ,

𝑡2
𝑏1

)
, (𝑡1, 𝑡2) ∈ �̃�10,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑡1
𝑎1
,
𝑡2−𝑏1𝑡02

𝑏2
+ 𝑡02

)
, (𝑡1, 𝑡2) ∈ �̃�10,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑡1−𝑎1𝑡01

𝑎2
+ 𝑡01 ,

𝑡2−𝑏1𝑡02
𝑏2

+ 𝑡02
)
, (𝑡1, 𝑡2) ∈ �̃�11.

(4)

Теорема 2. Оператор обратный к оператору преобразования 𝐽 допускает факторизацию 𝐽−1 = 𝐽−11 𝐽−12 ,
в которой первый множитель 𝐽−11 действует по переменной 𝑡1 и имеет вид

𝑓 (𝑡1) = 𝑓
(
𝑡1
𝑎1

)
, 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡01 ,

𝑓 (𝑡1) = 𝑓
(
𝑡1−𝑎1𝑡01

𝑎2
+ 𝑡01

)
, 𝑡01 ≤ 𝑡1,

(5)
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второй множитель 𝐽−12 действует по переменной 𝑡2 и имеет вид
𝑔 (𝑡2) = 𝑔

(
𝑡2
𝑏1

)
, 0 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡02 ,

𝑔 (𝑡2) = 𝑔
(
𝑡2−𝑏1𝑡02

𝑏2
+ 𝑡02

)
, 𝑡02 ≤ 𝑡2.

(6)

Доказательство следует из формул (4) для обратного оператора преобразования.
3. Двойное интегральное преобразование Лапласа. Двойные преобразования Лапласа иссле-

дованы в монографии [3]. Двойным преобразованием Лапласа для функции оригинала 𝑦 = 𝑓 (𝑡1, 𝑡2)
называется функция изображение 𝐹 (𝑝1, 𝑝2), определяемая по правилу

𝐹 (𝑝1, 𝑝2 =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
𝑒−𝑝1𝑡1𝑒−𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 .

Здесь представляется развитие теории двойных интегральных преобразований на случай дифферен-
циальных операторов с кусочно постоянными коэффициентами. Пусть 𝑓 (𝑡1, 𝑡2), заданная в первом
квадранте функция-оригинал. Пусть также 𝐽 оператор преобразования, действующий по формуле (1).

Определение 1. Пусть функция 𝑦 = 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) определена в первом квадранте по формуле (1). Обобщён-
ным двойным преобразованием Лапласа 𝐿 функции 𝑦 = 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) назовем двойное преобразование Лапласа �̃�
функции 𝑦 = 𝑓 (𝑡1, 𝑡2),

𝐹 (𝑝1, 𝑝2) ≡ 𝐿[𝑓 (𝑡1, 𝑡2] = �̃�[𝑓 (𝑡1, 𝑡2)] .

Иначе говоря, обобщённое двойное преобразование Лапласа и классическое двойное преобразование Лапласа
связаны формулами

𝐿 = �̃�𝐽−1, 𝐿𝐽 = �̃�.

Теорема 3.Обобщённое двойное преобразование Лапласа 𝐿 функции𝑦 = 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) вычисляется по формуле

𝐹 (𝑝1, 𝑝2) = 𝑎1𝑏1
∫ 𝑡01

0
𝑒−𝑎1𝑝1𝑡1

∫ 𝑡02

0
𝑒−𝑏1𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2+

+𝑎2𝑏1
∫ ∞

𝑡01

𝑒−𝑝1 (𝑎2 (𝑡1−𝑡
0
1 )+𝑎1𝑡01 )

∫ 𝑡02

0
𝑒−𝑏1𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2+

+𝑎1𝑏2
∫ 𝑡01

0
𝑒−𝑎1𝑝1𝑡1

∫ ∞

𝑡02

𝑒−𝑝2 (𝑏2 (𝑡2−𝑡
0
2 )+𝑏1𝑡02 ) 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2+ (7)

+𝑎2𝑏2
∫ 𝑡01

0
𝑒−𝑝1 (𝑎2 (𝑡1−𝑡

0
1 )+𝑎1𝑡01 )

∫ ∞

𝑡02

𝑒−𝑝2 (𝑏2 (𝑡2−𝑡
0
2 )+𝑏1𝑡02 ) 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) 𝑑𝑡1𝑑𝑡2.

Доказательство. Разобьем интеграл в определении 1 на четыре слагаемых

𝐹 (𝑝1, 𝑝2 =
∫
𝐷00

𝑒−𝑝1𝑡1𝑒−𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 +
∫
𝐷10

𝑒−𝑝1𝑡1𝑒−𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2+

+
∫
𝐷01

𝑒−𝑝1𝑡1𝑒−𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 +
∫
𝐷11

𝑒−𝑝1𝑡1𝑒−𝑝2𝑡2 𝑓 (𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 .

В каждом из четырех интегралов выполним замену переменных. В первом,

𝑡1 = 𝑎1𝑢1, 𝑡2 = 𝑏1𝑢2,

во-втором,
𝑡1 = 𝑎1𝑡

0
1 + 𝑎2 (𝑢1 − 𝑡01 ), 𝑡2 = 𝑏1𝑢2,

в в третьем
𝑡1 = 𝑎1𝑢1, 𝑡2 = 𝑏1𝑡

0
2 + 𝑏2 (𝑢2 − 𝑡02 ),

четвертом
𝑡1 = 𝑎1𝑡

0
1 + 𝑎1 (𝑢1 − 𝑡01 ), 𝑡2 = 𝑏1𝑡02 + 𝑏2 (𝑢2 − 𝑡02 ).

В итоге формула (3) установлена.
Теорема 4. Формула обращения Римана – Меллина. Пусть 𝐹 (𝑝1, 𝑝2) изображение Лапласа, тогда

оригинал 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) ≡ 𝐿−1 [𝐹 (𝑝1, 𝑝2)] находится по формулам
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𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = − 1
(2𝜋)2

∫ 𝜎1+𝑖∞

𝜎1−𝑖∞
𝑒𝑝1𝑡1𝑎1

∫ 𝜎2+𝑖∞

𝜎2−𝑖∞
𝑒𝑝2𝑡2𝑎2𝐹 (𝑝1, 𝑝2) 𝑑𝑝1𝑑𝑝2, (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝐷00,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = − 1
(2𝜋)2

∫ 𝜎1+𝑖∞

𝜎1−𝑖∞
𝑒𝑝1 (𝑎2 (𝑡1−𝑡01)+𝑎1𝑡01)

∫ 𝜎2+𝑖∞

𝜎2−𝑖∞
𝑒𝑝2𝑡2𝑏1𝐹 (𝑝1, 𝑝2) 𝑑𝑝1𝑑𝑝2, (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝐷10,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = − 1
(2𝜋)2

∫ 𝜎1+𝑖∞

𝜎1−𝑖∞
𝑒𝑝1𝑡1𝑎1

∫ 𝜎2+𝑖∞

𝜎2−𝑖∞
𝑒𝑝2 (𝑏2 (𝑡2−𝑡02)+𝑏1𝑡02)𝐹 (𝑝1, 𝑝2) 𝑑𝑝1𝑑𝑝2, (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝐷01, (8)

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = − 1
(2𝜋)2

∫ 𝜎1+𝑖∞

𝜎1−𝑖∞
𝑒𝑝1 (𝑎2 (𝑡1−𝑡01)+𝑎1𝑡01)

∫ 𝜎2+𝑖∞

𝜎2−𝑖∞
𝑒𝑝2 (𝑏2 (𝑡2−𝑡02)+𝑏1𝑡02)𝐹 (𝑝1, 𝑝2) 𝑑𝑝1𝑑𝑝2, (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝐷11.

Доказательство. Запишем формулу обращения Римана – Меллина [3]

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = − 1
(2𝜋)2

∫ 𝜎1+𝑖∞

𝜎1−𝑖∞
𝑒𝑝1𝑡1𝑎1

∫ 𝜎2+𝑖∞

𝜎2−𝑖∞
𝑒𝑝2𝑡2𝑎2𝐹 (𝑝1, 𝑝2) 𝑑𝑝1𝑑𝑝2 .

Применим первую из формул (1), в итоге получим формулу обращения в области 𝐷00 .

Пример 1. Если 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 1, 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 0, то

𝐹 (𝑝1, 𝑝2) =
1

𝑝1𝑝2
.

В самом деле, из определения оператора преобразования следует, что 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 1, 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 0. В работе
[3] найдено изображение единичной функции 𝐹 (𝑝1, 𝑝2) = 1

𝑝1𝑝2
.

Пример 2. Если
𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑒𝑥𝑝 (−(𝑎1𝑡1 + 𝑏1𝑡2)), 𝑡 ∈ 𝐷00,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑒𝑥𝑝
(
−(𝑎2

(
𝑡1 − 𝑡01

)
+ 𝑎1𝑡01 + 𝑏1𝑡2

)
), 𝑡 ∈ 𝐷10,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑒𝑥𝑝
(
−(𝑎1𝑡1 + 𝑏2

(
𝑡2 − 𝑡02

)
+ 𝑏1𝑡02

)
), 𝑡 ∈ 𝐷10,

𝑓 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑒𝑥𝑝
(
−(𝑎2

(
𝑡1 − 𝑡01

)
+ 𝑎1𝑡01 , 𝑏1𝑡2 + 𝑏2

(
𝑡2 − 𝑡02

)
+ 𝑏1𝑡02

)
), 𝑡 ∈ 𝐷11,

(9)

то двойное обобщённое преобразование Лапласа функции (10) имеет вид

𝐹 (𝑝1, 𝑝2) =
1

(𝑝1 − 1) (𝑝2 + 1) .

Свойства обобщённого двойного преобразования Лапласа:
(1)𝐿 = 𝐿1𝐿2, где 𝐿1 и 𝐿2− однократное преобразование Лапласа, действующие по переменной 𝑡1 и 𝑡2

соответственно. Операторы 𝐿1 и 𝐿2 имеют вид

𝐺 (𝑝1) ≡ 𝐿1 [𝑔(𝑡1)] = 𝑎1
∫ 𝑡01

0
𝑒−𝑎1𝑝1𝑡1𝑔 (𝑡1) 𝑑𝑡1 + 𝑎2

∫ ∞

𝑡01

𝑒−𝑝1 (𝑎2 (𝑡1−𝑡
0
1 )+𝑎1𝑡01 )𝑔 (𝑡1) 𝑑𝑡1

𝐺 (𝑝2) ≡ 𝐿2 [𝑔(𝑡2)] = 𝑏1
∫ 𝑡02

0
𝑒−𝑏1𝑝2𝑡2𝑔 (𝑡2) 𝑑𝑡2 + 𝑏2

∫ ∞

𝑡02

𝑒−𝑝2 (𝑏2 (𝑡2−𝑡
0
2 )+𝑏1𝑡02 )𝑔 (𝑡2) 𝑑𝑡2

соответственно.
(2)𝐿−1 = 𝐿−11 𝐿

−1
2 где 𝐿−11 и 𝐿−12 − однократные обратные преобразования Лапласа, действующие по

переменной 𝑝1 и 𝑝2 соответственно. Операторы 𝐿−11 и 𝐿−12 определяются по правилам

𝑔 (𝑡1) =
1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎1+𝑖∞

𝜎1−𝑖∞
𝑒𝑝1𝑡1𝑎1𝐺 (𝑝1) 𝑑𝑝1, 0 < 𝑡1 < 𝑡

0
1 ,

𝑔 (𝑡1) =
1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎1+𝑖∞

𝜎1−𝑖∞
𝑒𝑝1 (𝑎2 (𝑡1−𝑡01)+𝑎1𝑡01)𝐺 (𝑝1) 𝑑𝑝1, 𝑡01 < 𝑡1,

𝑔 (𝑡2) =
1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎2+𝑖∞

𝜎2−𝑖∞
𝑒𝑝2𝑡2𝑏1𝐺 (𝑝2) 𝑑𝑝2, 0 < 𝑡2 < 𝑡

0
2 , (10)

𝑔 (𝑡2) =
1
2𝜋𝑖

∫ 𝜎2+𝑖∞

𝜎2−𝑖∞
𝑒𝑝2 (𝑏2 (𝑡2−𝑡02)+𝑏1𝑡02)𝐺 (𝑝2) 𝑑𝑝2, 𝑡02 < 𝑡2

соответственно.
(3)𝐿[𝑓 (𝑡1)] = 𝐿1 [𝑓 (𝑡1)]/𝑝2, 𝐿[𝑓 (𝑡2)] = 𝐿2 [𝑓 (𝑡2)]/𝑝1
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Следующие свойства обобщённого двойного преобразования применяются при решении диффе-
ренциальных уравнений в частных производных.

Теорема 5. Дифференцирование оригинала. Пусть

𝐷1 =
1
𝑎1
𝜃 (𝑡01 − 𝑡1)

𝜕

𝜕𝑡1
+ 1
𝑎2
𝜃 (𝑡1 − 𝑡01 )

𝜕

𝜕𝑡1
,

𝐷2 =
1
𝑏1
𝜃 (𝑡02 − 𝑡2)

𝜕

𝜕𝑡2
+ 1
𝑏2
𝜃 (𝑡2 − 𝑡02 )

𝜕

𝜕𝑡2
−

операторы дифференцирования,а функции 𝑢, 𝐷1𝑢, 𝐷2𝑢− изображения Лапласа, то

𝐿[𝐷1𝑢] = 𝑝1𝐿[𝑢] − 𝐿2 [𝑢 (0, 𝑡2)],

𝐿[𝐷2𝑢] = 𝑝2𝐿[𝑢] − 𝐿1 [𝑢 (𝑡1, 0)] .

Как и для преобразования Лапласа, при доказательстве используется метод интегрирования по частям.
Определим операторы дифференцирования второго порядка по правилам

𝐷2
1,1 = 𝐷1 · 𝐷1, 𝐷

2
2,2 = 𝐷2 · 𝐷2, 𝐷

2
1,2 = 𝐷1 · 𝐷2.

Следствие. Если функции 𝑢, 𝐷2
1,1𝑢, 𝐷

2
2,2𝑢, 𝐷

2
1,2− изображения Лапласа, то

𝐿[𝐷2
1,1𝑢] = 𝑝21𝐿[𝑢] − 𝑝1𝐿2 [𝑢 (0, 𝑡2) − 𝐿2 [𝐷1𝑢 (0, 𝑡2)],

𝐿[𝐷2
2,2𝑢] = 𝑝22𝐿[𝑢] − 𝑝2𝐿1 [𝑢 (𝑡1, 0) − 𝐿1 [𝐷2𝑢 (𝑡1, 0)],

𝐿[𝐷2
1,2𝑢] = 𝑝1𝑝2𝐿[𝑢] − 𝑝1𝐿1 [𝑢 (𝑡1, 0) − 𝐿2 [𝑢 (0, 𝑡2) + 𝑢 (0, 0)] .

Теорема о сдвиге. Пусть𝐺 (𝑝1, 𝑝2) изображение Лапласа функции 𝑔(𝑡1, 𝑡2), а функция 𝑓 (𝑡1, 𝑡2) определяется
формулой (9), то выполнено равенство

𝐿[𝑓 (𝛼𝑡1, 𝛽𝑡2, 𝛼𝑡01 , 𝛽𝑡02 )𝑔(𝑡1, 𝑡2] = 𝐺 (𝑝1 + 𝛼, 𝑝2 + 𝛽)).

Свертка. Теорема о свертке. Сверткой двух оригиналов 𝑓 , 𝑔 назовем функцию 𝑓 ∗ ∗𝑔 , определяемую
равенством

𝑓 ∗ ∗𝑔 = 𝐽 [𝐽−1 [𝑓 ] ∗ ∗𝐽−1 [𝑔]] .

Теорема. Если 𝑓 , 𝑔− оригиналы, то их свертка 𝑓 ∗ ∗𝑔 также оригинал, причем

𝐿[𝑓 ∗ ∗𝑔] = 𝐿[𝑓 ]𝐿[𝑔] .

Доказательство. Воспользуемся определением обобщённого двойного преобразования Лапласа

𝐿 = �̃�𝐽−1 .

Тогда получим

𝐿[𝑓 ∗ ∗𝑔] = �̃�𝐽−1 [𝐽 [𝐽−1 [𝑓 ] ∗ ∗𝐽−1 [𝑔]]] = �̃�[𝐽−1 [𝑓 ] ∗ ∗𝐽−1 [𝑔]] = �̃�[𝑓 ∗ ∗𝑔] = �̃�[𝑓 ]𝐿[𝑔] = 𝐿[𝑓 ]𝐿[𝑔] .

4. Применения обобщённого двойного преобразования Лапласа к решению дифференци-
альных уравнений в частных производных.

(𝑎) решить задачу Коши для уравнения

𝐷1𝑢 − 𝐷2𝑢 = 0, 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 0

по начальным условиям
𝑢 (𝑡1, 0) = 𝑓 (𝑡1), 𝑢 (0, 𝑡2) = 𝑓 (𝑡2).

Применим обобщённое двойное преобразование Лапласа. В изображениях получим

(𝑝1 − 𝑝2)𝐿[𝑢] = 𝐿1 [𝑓 ] − 𝐿2 [𝑓 ],

Тогда
𝐿[𝑢] = 𝐿1 [𝑓 ] − 𝐿2 [𝑓 ]

𝑝1 − 𝑝2
,
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Из определения 1 следует, что

𝐿[�̃�] = 𝐿1 [𝑓 ] − 𝐿2 [𝑓 ]
𝑝1 − 𝑝2

,

В работе [3] найдено решение модельной задачи Коши для уравнения

�̃�𝑡1 − �̃�𝑡2 = 0, 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 0

по начальным условиям
�̃� (𝑡1, 0) = 𝑓 (𝑡1), �̃� (0, 𝑡2) = 𝑓 (𝑡2).

Решение имеет вид

�̃� (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓 (𝑡1 + 𝑡2).

Следовательно, 𝑢 (𝑡1, 𝑡2) = 𝐽 [�̃� (𝑡1, 𝑡2)] . В итоге получим решение рассматриваемой задачи
𝑢 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓 (𝑎1𝑡1 + 𝑏1𝑡2) , 𝑡 ∈ 𝐷00,

𝑢 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑎2

(
𝑡1 − 𝑡01

)
+ 𝑎1𝑡01 + 𝑏1𝑡2

)
, 𝑡 ∈ 𝐷10,

𝑢 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑎1𝑡1 + 𝑏2

(
𝑡2 − 𝑡02

)
+ 𝑏1𝑡02

)
, 𝑡 ∈ 𝐷10,

𝑢 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓
(
𝑎2

(
𝑡1 − 𝑡01

)
+ 𝑎1𝑡01 , 𝑏1𝑡2 + 𝑏2

(
𝑡2 − 𝑡02

)
+ 𝑏1𝑡02

)
, 𝑡 ∈ 𝐷11.

(11)

В формулах (11) функция 𝑓 (𝑡1) определена по формуле (5).
(𝑏) Решить задачу Коши для уравнения

𝐷2
1,2𝑢 = 0, 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 0

по начальным условиям
𝑢 (𝑡1, 0) = 𝑓 (𝑡1), 𝑢 (0, 𝑡2) = 𝑔(𝑡2)

и условиям согласования 𝑓 (0) = 𝑔(0) = 0. Применим обобщённое двойное преобразование Лапласа.
Применяя следствие из теоремы 5, в изображениях получим задачу

𝑝1𝑝2𝐿[𝑢] = 𝑝1𝐿1 [𝑓 ] + 𝑝2𝐿2 [𝑔] .

Тогда
𝐿[𝑢] = 1

𝑝2
𝐿1 [𝑓 ] +

1
𝑝1
𝐿2 [𝑔] .

Возвращаясь к оригиналам, с учетом свойства (3) получим решение задачи Коши

𝑢 (𝑡1, 𝑡2) = 𝑓 (𝑡1) + 𝑔(𝑡2).

5. Заключение. Представлено обобщённое двойное интегральное преобразование Лапласа на осно-
ве оператора дифференцирования с кусочно-постоянным множителем. Доказаны основные свойства:
теорема о сдвиге, теоремы о дифференцировании оригинала и свертки. Установлен аналог формулы
обращения Меллина – Лапласа. Метод операторов преобразования позволил связать обобщённое и
классическое преобразования Лапласа, а также разработать эффективный алгоритм вычисления обоб-
щённого преобразования Лапласа. Рассматриваются приложения обобщённого преобразования Лапласа
для решения задач математической физики. Решена задача Коши для уравнения колебаний струны с
кусочно-постоянными коэффициентами.
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Fiziko-Matematičeskie Nauki. 1(34): 19–24.

18. Jeffreys H. and Jeffreys B. 1956. Methods of Mathematical Physics, 3rd ed., Cambridge Univ. Press.

19. Sitnik S. M., Yaremko O., Yaremko N. 2020. Transmutation Operators and Applications. Transmutation
Operators Boundary Value Problems, Springer Nature Switzerland. 447–466.

20. Yaremko O. E. 2004. Transformation operator and boundary value problems, Differential Equation. 40(8):
1149–1160.

Получена 11.11.2020

Яремко Олег Эмануилович – доктор физико-математических наук, доцент, профессор Московского
государственного технологического университета (Станкин)

http://orcid.org/0000-0003-4619-0527
Вадковский пер., 1, г. Москва, 127055, Россия
E-mail: yaremki8@gmail.com

Яремко Наталия Николаевна – доктор педагогических наук, доцент, профессор Пензенского госу-
дарственного университета

http://orcid.org/0000-0003-1491-624X
ул. Красная, 40, г. Пенза, 440026, Россия
E-mail: yaremki@mail.ru

ISSN 2687-0959 Прикладная математика & Физика, 2020, том 52, №4


