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Аннотация. В статье рассматривается нелокальная задача с интегральными условиями первого рода для гиперболи-
ческого уравнения второго порядка в характеристической области. Обусловив единственность решения поставленной
задачи, выполняется переход к операторному уравнению, которое, как доказано в работе, эквивалентно рассматри-
ваемой нелокальной задаче. Показано, что оператор полученного уравнения вполне непрерывен, а значит ввиду
доказанной единственности решения операторное уравнение разрешимо. Отсюда, а также в силу эквивалентности
рассматриваемой задачи и операторного уравнения, и следует разрешимость поставленной задачи.
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Abstract. In this article we consider a nonlocal problem for a second-order differential equation in the characteristic domain
with integral conditions of the first kind. By introducing a new unknown function we reduce the original problem to the
equivalent one with nonlocal conditions containing the unit as kernels. Next, we were able to prove the uniqueness of the
solution to the problem and perform the transition to the operator equation. At this stage we justify the complete continuity
of the obtained operator. From this, and also due to the previously proven uniqueness of the solution, the solvability of the
operator equation follows. Since the original problem is equivalent to an operator equation whose solution exists, then the
solution to the original problem also exists. As a result of the study, we found the conditions under which exists a solution to
original problem. We also formulated and proved the corresponding theorem on the existence and uniqueness of the solution
to the problem under consideration.
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1. Введение. Моделирование различных физических процессов в случае, когда граница протекания
моделируемого процесса недоступна для измерения, приводит к постановке задач с нелокальными
условиями. Принято считать, что отправной точкой множества исследований этого класса задач являются
работы [1, 2]. Не ограничивая общности, остановимся на рассмотрении нелокальных интегральных
условий и отметим, что после выхода вышеупомянутых работ стали активно появляться исследования,
посвященные разрешимости задач с нелокальными интегральными условиями, играющими роль как
граничных условий [3, 4], так и условий переопределения в обратных задачах [5, 6, 7].

Под нелокальными интегральными условиями принято понимать [8] следующее соотношение

𝛼𝑢 (𝑥, 𝑡) + 𝛽 𝜕𝑢
𝜕𝜈

+ 𝜆
∫
Ω

𝐾 (𝑥,𝑦, 𝑡)𝑢 (𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, (1)
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где
𝜕𝑢

𝜕𝜈
≡

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝜈 𝑗 ,

а 𝜈 (𝑥) = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛) есть вектор внешней нормали к границе области Ω. Нелокальные интегральные
условия имеют классификацию по родам. Если в (1) 𝛼 и 𝛽 не обращаются в нуль одновременно, то
условие (1) называют нелокальным интегральным условием второго рода, а если же 𝛼 = 𝛽 = 0 – первого
рода.

Важно отметить, что задачи с нелокальными условиями относятся к классу неклассических задач,
что не позволяет применить хорошо изученные подходы и методы обоснования разрешимости задачи
без какой-либо модификации. Данный факт хорошо виден, например, в работе [9].

Род нелокальных условий также оказывает влияние на выбор метода исследования нелокальной
задачи. Так, в [10] для задачи с условиями, содержащими производную по нормали, предложен
метод обоснования разрешимости в пространстве Соболева, так называемый метод компактности,
основывающийся на известной процедуре, изложенной в [11]. Однако, при отсутствии внеинтегрального
слагаемого, содержащего производную, позже, в [12] была предложена альтернатива этому методу,
получившая развитие в дальнейших работах. В работе [13] предложен метод, который основывается на
возможности сведения условий первого к условиям второго рода.

Кроме начально-краевых задач с нелокальными условиями интересен класс задач, которые можно
рассматривать как интегральный аналог задачи Гурса. Простейшая задача из такого класса была
рассмотрена З. А. Нахушевой в [14] для уравнения 𝑢𝑥𝑦 (𝑥,𝑦) = 0. Решение этой задачи основано
на известном общем решении этого уравнения. В случае общего уравнения со старшей смешанной
производной нельзя рассчитывать на возможность нахождения общего решения, однако удалось доказать
разрешимость задачи с нелокальными условиями для него.

2. Постановка задачи. Поставим следующую задачу: найти в области Ω = (0, 𝛼) × (0, 𝛽) решение
уравнения

𝑢𝑥𝑦 (𝑥,𝑦) + (𝑎(𝑥,𝑦)𝑢 (𝑥,𝑦))𝑥 + (𝑏 (𝑥,𝑦)𝑢 (𝑥,𝑦))𝑦 + 𝑐 (𝑥,𝑦)𝑢 (𝑥,𝑦) = 𝑓 (𝑥,𝑦), (2)

которое удовлетворяет нелокальным интегральным условиям первого рода

𝛼∫
0

𝐾 (𝑥)𝑢 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥 = ℎ(𝑦),
𝛽∫

0

𝑀 (𝑦)𝑢 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 = 𝑝 (𝑥). (3)

Будем предполагать выполненными следующие условия

𝑎, 𝑎𝑥 , 𝑏, 𝑏𝑦, 𝑐, 𝑓 ∈ 𝐶1 (Ω̄), 𝑝 ∈ 𝐶1 [0, 𝛼], ℎ ∈ 𝐶1 [0, 𝛽], (𝑅1)

𝐾 (𝑥) ∈ 𝐶1 [0, 𝛼], 𝐾 (𝑥) ≠ 0, 𝑥 ∈ [0, 𝛼],
𝑀 (𝑦) ∈ 𝐶1 [0, 𝛽], 𝑀 (𝑦) ≠ 0, 𝑦 ∈ [0, 𝛽] .

(𝑅2)

Прежде всего сведем условия (3) к более простым. Введем функцию

𝑣 (𝑥,𝑦) = 𝐾 (𝑥)𝑀 (𝑦)𝑢 (𝑥,𝑦),

где 𝑢 (𝑥,𝑦) – решение задачи (2) – (3). Тогда новая неизвестная функция удовлетворяет уравнению

𝑣𝑥𝑦 (𝑥,𝑦) + (𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦))𝑥 + (𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦))𝑦 +𝐶 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦) = 𝐹 (𝑥,𝑦), (4)

и условиям
𝛼∫

0

𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥 = 𝐻 (𝑦),
𝛽∫

0

𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 = 𝑃 (𝑥), (5)

где
𝐴(𝑥,𝑦) = 𝑎(𝑥,𝑦) − 𝑀 ′ (𝑦)

𝑀 (𝑦) , 𝐵(𝑥,𝑦) = 𝑏 (𝑥,𝑦) −
𝐾 ′ (𝑥)
𝐾 (𝑥) ,

𝐶 (𝑥,𝑦) = 𝐾 ′ (𝑥)𝑀 ′ (𝑦)
𝐾 (𝑥)𝑀 (𝑦) − 𝑎(𝑥,𝑦)𝐾 ′ (𝑥)

𝐾 (𝑥) − 𝑏 (𝑥,𝑦)𝑀 ′ (𝑦)
𝑀 (𝑦) + 𝑐 (𝑥,𝑦), 𝐹 (𝑥,𝑦) = 𝐾 (𝑥)𝑀 (𝑦) 𝑓 (𝑥,𝑦),

𝐻 (𝑦) = 𝑀 (𝑦)ℎ(𝑦), 𝑃 (𝑥) = 𝐾 (𝑥)𝑝 (𝑥).

Предполагая же теперь, что 𝑣 (𝑥,𝑦) – решение задачи (4)–(5), и воспользовавшись обратной заменой, не
составляет труда получить задачу (2)–(3), что и приводит к эквивалентности задач (2)–(3) и (4)–(5).
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Вид интегральных условий (5) позволяет легко доказать следующую теорему [15].
Теорема 2.1. Если

𝐴𝑦 (𝑥,𝑦)𝑝2
1 − 2𝐶 (𝑥,𝑦)𝑝1𝑝2 + 𝐵𝑥 (𝑥,𝑦)𝑝2

2 ≥ 0, 𝐶𝑥𝑦 (𝑥,𝑦) ≥ 0,

то существует не более одного решения задачи (4)–(5) для любых конечных чисел 𝛼, 𝛽 .
Доказательство. Предположим, что существует два различных решения 𝑣1 (𝑥,𝑦) и 𝑣2 (𝑥,𝑦) задачи (4)–(5).
Тогда функция 𝑣 (𝑥,𝑦), определенная следующим образом 𝑣 (𝑥,𝑦) = 𝑣1 (𝑥,𝑦) − 𝑣2 (𝑥,𝑦), очевидно, является
решением однородного уравнения

𝑣𝑥𝑦 (𝑥,𝑦) + (𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦))𝑥 + (𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦))𝑦 +𝐶 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦) = 0 (6)

и удовлетворяет следующим условиям,

𝛼∫
0

𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥 = 0,

𝛽∫
0

𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 = 0. (7)

Умножим (6) на функцию
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

и проинтегрируем по области Ω, что приводит к равенству

𝛽∫
0

𝛼∫
0

[
𝑣𝑥𝑦 (𝑥,𝑦) + (𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦))𝑥 + (𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦))𝑦 +𝐶 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)

] 𝑦∫
0

𝑥∫
0

𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

Воспользуемся интегрированием по частям в левой части этого равенства и, ввиду условий (7), получим

𝛽∫
0

𝛼∫
0

[
𝑣2 (𝑥,𝑦) + 1

2
𝐴𝑦 (𝑥,𝑦)

( 𝑦∫
0

𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂
)2

+ 1
2
𝐵𝑥 (𝑥,𝑦)

( 𝑥∫
0

𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉
)2

− 1
2
𝐶𝑥𝑦 (𝑥,𝑦)

( 𝑦∫
0

𝑥∫
0

𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂
)2

−

−𝐶 (𝑥,𝑦)
𝑦∫

0

𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂
𝑥∫

0

𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉
]
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, (8)

а значит, в силу условий теоремы, 𝑣 (𝑥,𝑦) = 0, что и означает единственность решения задачи (4)–(5).
3. Существование решения задачи (4)–(5). Займемся вопросом существования решения эквива-

лентной задачи (4)–(5), для чего сформулируем и докажем теорему.
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (𝑅1), (𝑅2) и теоремы 2.1. Тогда, если

1 + 1
𝛽

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ [0, 𝛼], 1 + 1
𝛼

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 ≠ 0, ∀𝑦 ∈ [0, 𝛽],

то решение задачи (4)–(5) существует.
Доказательство. Запишем уравнение (4) следующим образом:

𝑣𝑥𝑦 (𝑥,𝑦) = 𝐹 (𝑥,𝑦) −𝐴(𝑥,𝑦)𝑣𝑥 (𝑥,𝑦) − 𝐵(𝑥,𝑦)𝑣𝑥 (𝑥,𝑦) −𝐶 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦), (9)

где 𝐶 (𝑥,𝑦) = 𝐴𝑥 (𝑥,𝑦) + 𝐵𝑦 (𝑥,𝑦) + 𝐶 (𝑥,𝑦). Считая правую часть временно известной, легко получить
представление

𝑣 (𝑥,𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑦) +
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐴(𝜉, 𝜂)𝑣𝜉 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂−

−
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐵(𝜉, 𝜂)𝑣𝜂 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂, (10)

где 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑦) – произвольные гладкие функции.
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При помощи интегрирования по частям избавимся от слагаемых, содержащих производные от
функции 𝑣 (𝑥,𝑦) в правой части (10). Заметим, что условия (𝑅1), (𝑅2) и представления𝐴, 𝐵,𝐶 дают гарантию
выполнения условия (𝑅1) и для новых коэффициентов. Тогда, в силу определения 𝐶 (𝑥,𝑦), получим

𝑣 (𝑥,𝑦) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑦) +
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦∫

0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂 +
𝑦∫

0

𝐴(0, 𝜂)𝑣 (0, 𝜂)𝑑𝜂−

−
𝑥∫

0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉 +
𝑥∫

0

𝐵(𝜉, 0)𝑣 (𝜉, 0)𝑑𝜉 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂. (11)

Применим для отыскания 𝑓 (𝑥) и 𝑔(𝑦) условия (5), что приводит к равенствам

𝐻 (𝑦) =
𝛼∫

0

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝛼𝑔(𝑦) +
𝛼∫

0

(
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦∫

0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂 +
𝑦∫

0

𝐴(0, 𝜂)𝑣 (0, 𝜂)𝑑𝜂−

−
𝑥∫

0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉 +
𝑥∫

0

𝐵(𝜉, 0)𝑣 (𝜉, 0)𝑑𝜉 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂)𝑑𝑥, (12)

𝑃 (𝑥) = 𝛽 𝑓 (𝑥) +
𝛽∫

0

𝑔(𝑦)𝑑𝑦 +
𝛽∫

0

(
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦∫

0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂 +
𝑦∫

0

𝐴(0, 𝜂)𝑣 (0, 𝜂)𝑑𝜂−

−
𝑥∫

0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉 +
𝑥∫

0

𝐵(𝜉, 0)𝑣 (𝜉, 0)𝑑𝜉 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂)𝑑𝑦. (13)

Поменяем порядок интегрирования в равенствах (12) и (13) и получим

𝛽∫
0

𝑦∫
0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑦 =

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦,
𝛼∫

0

𝑥∫
0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑥 =

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥,

𝛽∫
0

𝑦∫
0

𝐴(0, 𝜂)𝑣 (0, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑦 =

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(0, 𝑦)𝑣 (0, 𝑦)𝑑𝑦,
𝛼∫

0

𝑥∫
0

𝐵(𝜉, 0)𝑣 (𝜉, 0)𝑑𝜉𝑑𝑥 =

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥, 0)𝑣 (𝑥, 0)𝑑𝑥,

𝛼∫
0

𝑦∫
0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝑥 =

𝑦∫
0

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐹 (𝑥, 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝜂,
𝛽∫

0

𝑦∫
0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝑦 =

𝑥∫
0

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐹 (𝜉,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜉,

𝛼∫
0

𝑦∫
0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝑥 =

𝑦∫
0

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐶 (𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝜂,

𝛽∫
0

𝑦∫
0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝑦 =

𝑥∫
0

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐶 (𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜉 .

откуда

𝐻 (𝑦) =
𝛼∫

0

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝛼𝑔(𝑦) +
𝛼∫

0

𝑦∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐹 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 −
𝛼∫

0

𝑦∫
0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 + 𝛼
𝑦∫

0

𝐴(0, 𝜂)𝑣 (0, 𝜂)𝑑𝜂−

−
𝛼∫

0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥 +
𝛼∫

0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥, 0)𝑣 (𝑥, 0)𝑑𝑥 −
𝛼∫

0

𝑦∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐶 (𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥,

𝑃 (𝑥) = 𝛽 𝑓 (𝑥) +
𝛽∫

0

𝑔(𝑦)𝑑𝑦 +
𝛽∫

0

𝑥∫
0

(𝛽 −𝑦)𝐹 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦 −
𝛽∫

0

(𝛽 −𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 +
𝛽∫

0

(𝛽 −𝑦)𝐴(0, 𝑦)𝑣 (0, 𝑦)𝑑𝑦−
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−
𝛽∫

0

𝑥∫
0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦 + 𝛽
𝑥∫

0

𝐵(𝜉, 0)𝑣 (𝜉, 0)𝑑𝜉 −
𝛽∫

0

𝑥∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐶 (𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜉 .

Обратим внимание на наличие интегральных слагаемых от неизвестных функций в приведенных отно-
шениях. Для того чтобы определить функции 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑦), можно решить соответствующие интегральные
уравнения, однако выберем другой способ. Запишем полученные выше выражения в виде

𝐻 (𝑦) −𝐺 (𝑦) =
𝛼∫

0
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝛼𝑔(𝑦),

𝑃 (𝑥) − 𝑁 (𝑥) = 𝛽 𝑓 (𝑥) +
𝛽∫

0
𝑔(𝑦)𝑑𝑦,

(14)

где обозначим

𝐺 (𝑦) =
𝛼∫

0

𝑦∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐹 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 −
𝛼∫

0

𝑦∫
0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 + 𝛼
𝑦∫

0

𝐴(0, 𝜂)𝑣 (0, 𝜂)𝑑𝜂−

−
𝛼∫

0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥 +
𝛼∫

0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥, 0)𝑣 (𝑥, 0)𝑑𝑥 −
𝛼∫

0

𝑦∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐶 (𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥,

𝑁 (𝑥) =
𝛽∫

0

𝑥∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐹 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦 −
𝛽∫

0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 +
𝛽∫

0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(0, 𝑦)𝑣 (0, 𝑦)𝑑𝑦−

−
𝛽∫

0

𝑥∫
0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦 + 𝛽
𝑥∫

0

𝐵(𝜉, 0)𝑣 (𝜉, 0)𝑑𝜉 −
𝛽∫

0

𝑥∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐶 (𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦,

и сразу вычислим сумму интегралов от искомых функций, проинтегрировав систему (14) по соответству-
ющим переменным, а затем сложим оба равенства

1
𝛼

𝛼∫
0

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 + 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑔(𝑦)𝑑𝑦 =
1

2𝛼𝛽
(

𝛽∫
0

𝐻 (𝑦)𝑑𝑦 +
𝛼∫

0

𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 −
𝛽∫

0

𝐺 (𝑦)𝑑𝑦 −
𝛼∫

0

𝑁 (𝑥)𝑑𝑥). (15)

Тогда, учитывая (15), для (11) следует

𝑣 (𝑥,𝑦) = 1
𝛽
(𝑃 (𝑥) − 𝑁 (𝑥)) + 1

𝛼
(𝐻 (𝑦) −𝐺 (𝑦)) − 1

2𝛼𝛽
(

𝛽∫
0

𝐻 (𝑦)𝑑𝑦 −
𝛽∫

0

𝐺 (𝑦)𝑑𝑦 +
𝛼∫

0

𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 −
𝛼∫

0

𝑁 (𝑥)𝑑𝑥)+

+
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦∫

0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂 +
𝑦∫

0

𝐴(0, 𝜂)𝑣 (0, 𝜂)𝑑𝜂−

−
𝑥∫

0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉 +
𝑥∫

0

𝐵(𝜉, 0)𝑣 (𝜉, 0)𝑑𝜉 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂.

Подставим значения 𝑁 (𝑥),𝐺 (𝑦) и, после упрощений, получим

𝑣 (𝑥,𝑦) = 1
𝛽

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 + 1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦∫
0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 − 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥−

− 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 + 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥∫
0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦 + 1
𝛼

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥−

+ 1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦∫
0

(𝛼−𝑥)𝐶 (𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥+ 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥∫
0

(𝛽−𝑦)𝐶 (𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦− 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛼−𝑥) (𝛽−𝑦)𝐶 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥−
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−
𝑦∫

0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂 −
𝑥∫

0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 +𝐺 (𝑥,𝑦), (16)

где

𝐺 (𝑥,𝑦) = 1
𝛽
𝑃 (𝑥) − 1

𝛽

𝛽∫
0

𝑥∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐹 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦 + 1
𝛼
𝐻 (𝑦) − 1

𝛼

𝛼∫
0

𝑦∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐹 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 − 1
2𝛼𝛽

𝛽∫
0

𝐻 (𝑦)𝑑𝑦−

− 1
2𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 + 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛼 − 𝑥) (𝛽 − 𝑦)𝐹 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 +
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂.

Формула (16) естественно не дает нам решение задачи, и необходимо вспомнить, что мы только временно
считаем правую часть (9) известной. (16) представляет собой операторное уравнение, к которому сведена
задача (4)–(5). Предполагая теперь, что уравнение (16) разрешимо и 𝑣 (𝑥,𝑦) его решение, можно легко
показать, что эта же функция, если она имеет все производные, входящие в уравнение (4), является
решением задачи (4)–(5). Для этого нужно лишь продифференцировать (16) и подставить введенные
обозначения 𝑁 (𝑥) и 𝐺 (𝑦).

На следующем этапе покажем, что следующее операторное уравнение

𝑣 (𝑥,𝑦) + T 𝑣 = 𝐺 (𝑥,𝑦), (17)

где

T 𝑣 = − 1
𝛽

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 − 1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦∫
0

[
𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂) + (𝛼 − 𝑥)𝐶 (𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)

]
𝑑𝜂𝑑𝑥+

+ 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

[
(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦) + (𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦) + (𝛼 − 𝑥) (𝛽 − 𝑦)𝐶 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)

]
𝑑𝑦𝑑𝑥−

− 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥∫
0

[
𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦) + (𝛽 − 𝑦)𝐶 (𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)

]
𝑑𝜉𝑑𝑦 − 1

𝛼

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥 +
𝑦∫

0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂+

+
𝑥∫

0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉 +
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂

разрешимо.
Действительно, легко показать, что оператор T вполне непрерывен как оператор из 𝐶 в 𝐶 , для чего

обозначим
𝑆 (𝑥,𝑦) = T 𝑣 .

Тогда, в силу условий (𝑅1), существуют такие числа 𝐴1, 𝐵1,𝐶1,𝑉 , что

max
Ω

|𝐴(𝑥,𝑦) | ≤ 𝐴1, max
Ω

|𝐵(𝑥,𝑦) | ≤ 𝐵1, max
Ω

|𝐶 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝐶1, max
Ω

|𝑣 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝑉

и выполняется неравенство
|𝑆 (𝑥,𝑦) | ≤ 𝑞𝐷 (6 + 5

4
𝑞),

где
𝐷 = max{𝐴1, 𝐵1,𝐶1,𝑉 }, 𝑞 = max{𝛼, 𝛽},

откуда и следует равномерная ограниченность 𝑆 (𝑥,𝑦).
Рассмотрим разность

𝑆 (𝑥2, 𝑦2) − 𝑆 (𝑥1, 𝑦1) = − 1
𝛽

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝜂)𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂)𝑑𝜂 +
1
𝛽

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝜂)𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂−

− 1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦2∫
0

𝐴(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉+ 1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦1∫
0

𝐴(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉− 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥2∫
0

𝐵(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂+ 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥1∫
0

𝐵(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂−
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− 1
𝛼

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝜉)𝐵(𝜉,𝑦2)𝑣 (𝜉,𝑦2)𝑑𝜉 +
1
𝛼

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝜉)𝐵(𝜉,𝑦1)𝑣 (𝜉,𝑦1)𝑑𝜉 −
1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦2∫
0

(𝛼 − 𝜉)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉+

+ 1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦1∫
0

(𝛼 − 𝜉)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉 − 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥2∫
0

(𝛽 − 𝜂)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 + 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥1∫
0

(𝛽 − 𝜂)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂+

+
𝑦2∫

0

𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂)𝑑𝜂 −
𝑦1∫

0

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂 +
𝑥2∫

0

𝐵(𝜉,𝑦2)𝑣 (𝜉,𝑦2)𝑑𝜉 −
𝑥1∫

0

𝐵(𝜉,𝑦1)𝑣 (𝜉,𝑦1)𝑑𝜉+

+
𝑦2∫

0

𝑥2∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦1∫

0

𝑥1∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂.

Отметим, что так как

𝛽∫
0

(𝛽−𝜂) (𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂) −𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂))𝑑𝜂 =

𝛽∫
0

(𝛽−𝜂)
[
𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂) −𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂) +𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)−

−𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂)
]
𝑑𝜂 =

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝜂)
[
𝑣 (𝑥1, 𝜂) (𝐴(𝑥1, 𝜂) −𝐴(𝑥2, 𝜂)) +𝐴(𝑥2, 𝜂) (𝑣 (𝑥1, 𝜂) − 𝑣 (𝑥2, 𝜂))

]
𝑑𝜂,

то можно перейти к следующему неравенству:

|
𝛽∫

0

(𝛽−𝜂)
[
𝑣 (𝑥1, 𝜂) (𝐴(𝑥1, 𝜂)−𝐴(𝑥2, 𝜂))+𝐴(𝑥2, 𝜂) (𝑣 (𝑥1, 𝜂)−𝑣 (𝑥2, 𝜂))

]
𝑑𝜂 | ≤

𝛽∫
0

(𝛽−𝜂) |𝑣 (𝑥1, 𝜂) | |𝐴(𝑥1, 𝜂)−𝐴(𝑥2, 𝜂) |𝑑𝜂+

+
𝛽∫

0

(𝛽 − 𝜂) |𝐴(𝑥2, 𝜂) | |𝑣 (𝑥1, 𝜂) − 𝑣 (𝑥2, 𝜂) |𝑑𝜂 ≤ 𝛽2

2
(𝐴1 +𝑉 )𝜖

в силу непрерывности функций 𝑣 (𝑥,𝑦) и 𝐴(𝑥,𝑦). Далее, из того что

𝑦2∫
0

𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂)𝑑𝜂−
𝑦1∫

0

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂 =

𝑦2∫
0

𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂)𝑑𝜂−
𝑦2∫

0

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂+
𝑦2∫

0

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂−

−
𝑦1∫

0

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂 =

𝑦2∫
0

[𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂) −𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)] 𝑑𝜂 +
𝑦2∫

𝑦1

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂 =

=

𝑦2∫
0

[𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂) −𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂) +𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂) −𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)] 𝑑𝜂 +
𝑦2∫

𝑦1

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂 =

=

𝑦2∫
0

𝐴(𝑥2, 𝜂) [𝑣 (𝑥2, 𝜂) − 𝑣 (𝑥1, 𝜂)] 𝑑𝜂 +
𝑦2∫

0

𝑣 (𝑥1, 𝜂) [𝐴(𝑥2, 𝜂) −𝐴(𝑥1, 𝜂)] 𝑑𝜂 +
𝑦2∫

𝑦1

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂

очевидно следует неравенство

|
𝑦2∫

0

𝐴(𝑥2, 𝜂)𝑣 (𝑥2, 𝜂)𝑑𝜂 −
𝑦1∫

0

𝐴(𝑥1, 𝜂)𝑣 (𝑥1, 𝜂)𝑑𝜂 | ≤ 𝛽𝐴1𝜖 + 𝛽𝑉𝜖 +𝐴1𝑉𝛿.

Также несложно заметить, что раз

𝑦2∫
0

𝑥2∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦1∫

0

𝑥1∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 =

𝑦2∫
0

𝑥2∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦2∫

0

𝑥1∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂+
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+
𝑦2∫

0

𝑥1∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦1∫

0

𝑥1∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 =

𝑦2∫
0

𝑥2∫
𝑥1

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 +
𝑥1∫

0

𝑦2∫
𝑦1

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂,

то для этой разности имеет место следующая оценка:

|
𝑦2∫

0

𝑥2∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 −
𝑦1∫

0

𝑥1∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 | ≤ 𝛽𝐶1𝑉𝛿 + 𝛼𝐶1𝑉𝛿 ≤ 2𝑞𝐶1𝑉𝛿.

Проводя аналогичные рассуждения, получим:

| −
𝛼∫

0

𝑦2∫
0

𝐴(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉 +
𝛼∫

0

𝑦1∫
0

𝐴(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉 | ≤ 𝛼𝐴1𝑉𝛿,

| −
𝛽∫

0

𝑥2∫
0

𝐵(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 +
𝛽∫

0

𝑥1∫
0

𝐵(𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 | ≤ 𝛽𝐵1𝑉𝛿,

| −
𝛼∫

0

(𝛼 − 𝜉)𝐵(𝜉,𝑦2)𝑣 (𝜉,𝑦2)𝑑𝜉 +
𝛼∫

0

(𝛼 − 𝜉)𝐵(𝜉,𝑦1)𝑣 (𝜉,𝑦1)𝑑𝜉 | ≤
𝛼2

2
(𝐵1 +𝑉 )𝜖,

| −
𝛼∫

0

𝑦2∫
0

(𝛼 − 𝜉)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉 +
𝛼∫

0

𝑦1∫
0

(𝛼 − 𝜉)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉 | ≤ 𝛼2

2
𝐶1𝑉𝛿,

| −
𝛽∫

0

𝑥2∫
0

(𝛽 − 𝜂)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 +
𝛽∫

0

𝑥1∫
0

(𝛽 − 𝜂)𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 | ≤ 𝛽2

2
𝐶1𝑉𝛿,

|
𝑥2∫

0

𝐵(𝜉,𝑦2)𝑣 (𝜉,𝑦2)𝑑𝜉 −
𝑥1∫

0

𝐵(𝜉,𝑦1)𝑣 (𝜉,𝑦1)𝑑𝜉 | ≤ 𝛼𝐵1𝜖 + 𝛼𝑉𝜖 + 𝐵1𝑉𝛿.

Тогда

|𝑆 (𝑥2, 𝑦2) − 𝑆 (𝑥1, 𝑦1) | ≤
𝛽

2
(𝐴1 +𝑉 )𝜖 +𝐴1𝑉𝛿 + 𝐵1𝑉𝛿 +

𝛼

2
(𝐵1 +𝑉 )𝜖 +

𝛼

2
𝐶1𝑉𝛿 +

𝛽

2
𝐶1𝑉𝛿+

+𝛽𝐴1𝜖 + 𝛽𝑉𝜖 +𝐴1𝑉𝛿 + 𝛼𝐵1𝜖 + 𝛼𝑉𝜖 + 𝐵1𝑉𝛿 + 2𝑞𝐶1𝑉𝛿.

Выберем 𝛿 = 𝜖 , откуда
|𝑆 (𝑥2, 𝑦2) − 𝑆 (𝑥1, 𝑦1) | ≤ 𝑄𝜖,

где
𝑄 =

𝑞

2
((3 + 4

𝑞
𝑉 ) (𝐴1 + 𝐵1) +𝑉 (6 +𝐶1))

для всякой функции 𝑣 (𝑥,𝑦) ∈ 𝐶 (Ω̄) и удовлетворяющей (16). Это означает, что 𝑆 (𝑥,𝑦) равностепен-
но непрерывны, но в таком случае оператор T вполне непрерывен и тогда из теоремы 3.1 следует
разрешимость уравнения (17).

Осталось лишьубедиться в том, что это решениеимеет нужныепроизводные. Покажем, что существует
𝑣𝑥 (𝑥,𝑦). Запишем (16) следующим образом

𝑣 (𝑥,𝑦) − 1
𝛽

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦 = 𝐺1 (𝑥,𝑦), (18)

где

𝐺1 (𝑥,𝑦) =
1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦∫
0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 − 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥−

− 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 + 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥∫
0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦 + 1
𝛼

𝛼∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐵(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥−
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+ 1
𝛼

𝛼∫
0

𝑦∫
0

(𝛼−𝑥)𝐶 (𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥+ 1
𝛽

𝛽∫
0

𝑥∫
0

(𝛽−𝑦)𝐶 (𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦− 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛼−𝑥) (𝛽−𝑦)𝐶 (𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥−

−
𝑦∫

0

𝐴(𝑥, 𝜂)𝑣 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂 −
𝑥∫

0

𝐵(𝜉,𝑦)𝑣 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉 −
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐶 (𝜉, 𝜂)𝑣 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 + 1
𝛽
𝑃 (𝑥) − 1

𝛽

𝛽∫
0

𝑥∫
0

(𝛽 − 𝑦)𝐹 (𝜉,𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦+

+ 1
𝛼
𝐻 (𝑦) − 1

𝛼

𝛼∫
0

𝑦∫
0

(𝛼 − 𝑥)𝐹 (𝑥, 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝑥 − 1
2𝛼𝛽

𝛽∫
0

𝐻 (𝑦)𝑑𝑦 − 1
2𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝑃 (𝑥)𝑑𝑥+

+ 1
𝛼𝛽

𝛼∫
0

𝛽∫
0

(𝛼 − 𝑥) (𝛽 − 𝑦)𝐹 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 +
𝑦∫

0

𝑥∫
0

𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂.

Заметим, что ядро интегрального оператора в (18) зависит только от 𝑥,𝑦, следовательно, интегральное
слагаемое есть функция от 𝑥 . Введем следующее обозначение:

𝑉 (𝑥) =
𝛽∫

0

(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑣 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦. (19)

Тогда решение (18) представимо в виде

𝑣 (𝑥,𝑦) = 𝐺1 (𝑥,𝑦) −
1
𝛽
𝑉 (𝑥). (20)

Отыщем 𝑉 (𝑥), подставив (20) в (19), откуда

𝑉 (𝑥) =

𝛽∫
0
(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝐺1 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦

1 + 1
𝛽

𝛽∫
0
(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑑𝑦

,

а значит

𝑣 (𝑥,𝑦) = 𝐺1 (𝑥,𝑦) −
1
𝛽

𝛽∫
0
(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝐺1 (𝑥,𝑦)𝑑𝑦

1 + 1
𝛽

𝛽∫
0
(𝛽 − 𝑦)𝐴(𝑥,𝑦)𝑑𝑦

. (21)

Путем непосредственной подстановки (21) в (18) убеждаемся в том, что (21) действительно решение. Так
как 𝐺1 (𝑥,𝑦) имеет производную по 𝑥 , то же верно и для 𝑣 (𝑥,𝑦). Аналогичным образом легко показать
существование производной по 𝑦, а также смешанной производной.

4. Заключение. В заключении работы сформулируем следующую теорему.
Теорема 4.1. Пусть выполнены условия теорем 2.1 и 3.1. Тогда существует единственное решение

задачи (2)–(3).
Доказательство. Доказательство этой теоремы очевидно следует из приведенных рассуждений, в силу
обусловленной эквивалентности задач (2)–(3) и (4)–(5).
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