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Аннотация. В настоящей работе исследуются уравнения Коши – Эйлера целого и дробного порядков. Анализируется
и используется тот факт, что операторы, входящие в такие уравнения, тесно связаны с числами Стирлинга второго
рода и их обобщениями дробного порядка. Предложена конечно-разностная интерпретация оператора (𝑥 𝑑

𝑑𝑥
)𝑛 .

Рассмотрено применение преобразования Меллина для решения неоднородных уравнений Коши – Эйлера целого и
дробного порядков.
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Abstract. In this paper, we study the Cauchy-Euler equations of both integer and fractional orders. We analyze and utilize the
fact that the operators involved in these equations are closely related to the Stirling numbers of the second kind and their
fractional generalizations. We propose a finite-difference interpretation of the operator (𝑥 𝑑
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)𝑛 . Additionally, we consider the

application of the Mellin transform for solving inhomogeneous Cauchy – Euler equations of both integer and fractional orders.
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1. Введение. Исследование дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами продол-
жается и далеко от завершения. Особенно интересной и насыщенной является теория обыкновенных
линейных дифференциальных уравнений с полиномиальными коэффициентами. Некоторые такие
обыкновенные дифференциальные уравнения эффективно решаются с помощью рядов. Такая простая
ситуация возникает в том случае, когда у уравнения нет особых точек. Если у уравнения есть особые
точки, то, вообще говоря, простой метод поиска решения в виде степенного ряда неприменим напрямую.
Однако, в некоторых случаях, и при наличии у уравнения особых точек простые методы поиска решения
в виде рядов остаются в силе. Такие особые точки уравнения называются регулярными особыми точками.
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Простейшим уравнением с полиномиальными коэффициентами, имеющим регулярную особую
точку 𝑥 = 0, является уравнение Коши – Эйлера. Уравнение Коши – Эйлера отличается тем, что при
некоторых условиях оно имеет несколько независимых полиномиальных решений. Поэтому, построив
полную теорию для уравнений Коши – Эйлера, имеется возможность перенести ее на любое общее
уравнение, имеющее регулярную особую точку. Этот классический подход реализован в [1].

Мы рассмотрим дифференциальное уравнение Эйлера – Коши дробного порядка. Ситуация в этом
случае становится значительно интереснее, поскольку существует, во-первых, много способов обобщения
уравнений такого типа на случай уравнения дробного порядка, а во-вторых, поскольку уравнение типа
Коши – Эйлера тесно связано с числами Стирлинга второго рода, то его дробный аналог оказывается
связан с функциями Стирлинга второго рода (числами Стирлинга дробного порядка). Второе наблюдение
позволит реализовать метод численного решения таких уравнений.

Будем рассматривать функцию одной переменной 𝑦 = 𝑦 (𝑥). Пусть 𝑑
𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
— производная 𝑛-го порядка

функции 𝑦 (𝑥). Неоднородное уравнение Коши – Эйлера порядка 𝑛 имеет вид

𝐿𝑦 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 𝑑

𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1𝑑
𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 𝑓 (𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝑎𝑘 ∈ R, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0

или

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
= 𝑓 (𝑥). (1)

Наиболее популярно у исследователей уравнение Коши – Эйлера второго порядка (см. [2], p. 273).
Заметим, что, в силу основной теоремы алгебры, оператор

𝐿 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘

𝑑𝑥𝑘
(2)

можно факторизовать, то есть записать в виде

𝐿 = 𝑎𝑛

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆1𝐼

) (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆2𝐼

)
...

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆𝑛𝐼

)
,

где 𝐼 – тождественный оператор, 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛 являются корнями соответствующего характеристического
уравнения.

Факторизованное уравнение Коши – Эйлера(
𝑛∏

𝑘=1

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆𝑘

))
𝑓 (𝑥) = 0

рассмотрено в [3, 4].
Центральным моментом при исследовании решения уравнения Коши – Эйлера является то, что

𝐿 𝑥𝑟 = 𝑝 (𝑟 )𝑥𝑟 , (3)

где 𝑝 (𝑟 ) – многочлен. Этот многочлен является характеристическим многочленом оператора 𝐿. Оператор
Коши – Эйлера 𝐿 отображает степень 𝑥𝑟 в многочлен от переменной 𝑟 (характеристический многочлен),
умноженный на ту же степень 𝑥 .

Пример 1.1. Рассмотрим оператор Коши – Эйлера второго порядка:

𝐿𝑦 = 𝑎2𝑥
2𝑑

2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑎1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦.

Тогда

𝐿 𝑥𝑟 = 𝑎2𝑥
2𝑑

2𝑥𝑟

𝑑𝑥2 + 𝑎1𝑥
𝑑𝑥𝑟

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑥

𝑟 = (𝑎2𝑟 (𝑟 − 1) + 𝑎1𝑟 + 𝑎0)𝑥𝑟 = (𝑎2𝑟
2 + (𝑎1 − 𝑎2)𝑟 + 𝑎0)𝑥𝑟 ,

𝑝 (𝑟 ) = (𝑎2𝑟
2 + (𝑎1 − 𝑎2)𝑟 + 𝑎0).

В общем,

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘𝑥𝑟

𝑑𝑥𝑘
= 𝑎𝑘𝑟 (𝑟 − 1) (𝑟 − 2)...(𝑟 − 𝑘 + 1)𝑥𝑟 = 𝑝𝑘𝑥𝑟 , где 𝑝𝑘 = 𝑎𝑘 (𝑟 )𝑘 , (𝑟 )𝑘 − символ Похгаммера.

Таким образом, если мы знаем 𝑝 (𝑟 ) и можем найти корни уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0, то мы можем найти
решение однородного уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0. А именно, справедливо следующее утверждение
(см. [1]).
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1. Если𝑚 ≤ 𝑛 и 𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑚 – различные действительные корни уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0, тогда 𝑥𝑟1 , 𝑥𝑟2 , ..., 𝑥𝑟𝑚

являются линейно независимыми действительными решениями уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0
и

𝑦 (𝑥) = 𝑐1𝑥
𝑟1 + 𝑐2𝑥

𝑟2 + ... + 𝑐𝑚𝑥𝑟𝑚 , 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚 ∈ R

тоже являются решениями уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0. Эти решения определяют𝑚-мерное
подпространство ядра оператора 𝐿.

2. Если 𝑠 корень уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0 кратности 𝑘 , 1 < 𝑘 ≤ 𝑛, то 𝑥𝑠 , 𝑥𝑠 ln𝑥, ..., 𝑥𝑠 (ln𝑥)𝑘−1 – линейно
независимые решения уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0 и

𝑦 (𝑥) = 𝑐1𝑥
𝑠 + 𝑐2𝑥

𝑠 ln𝑥 + ... + 𝑐𝑘𝑥𝑥𝑠 (ln𝑥)𝑘−1, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑘 ∈ R

тоже являются решениями уравнения Коши – Эйлера 𝐿𝑦 = 0. Эти решения определяют 𝑘-мерное
подпространство ядра оператора 𝐿.

3. Если 𝑟 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 – комплексно-сопряженная пара корней уравнения 𝑝 (𝑟 ) = 0, тогда 𝑥𝛼 cos(𝛽 ln𝑥)
и 𝑥𝛼 sin(𝛽 ln𝑥) – действительные линейно независимые решения, соответствующие паре 𝛼 ± 𝑖𝛽
комплексных корней. Если 𝛼 ± 𝑖𝛽 – пара кратности 𝑘 , то

𝑥𝛼 cos(𝛽 ln𝑥), 𝑥𝛼 ln𝑥 cos(𝛽 ln𝑥), ..., 𝑥𝛼 (ln𝑥)𝑘−1 cos(𝛽 ln𝑥)

и
𝑥𝛼 sin(𝛽 ln𝑥), 𝑥𝛼 ln𝑥 sin(𝛽 ln𝑥), ..., 𝑥𝛼 (ln𝑥)𝑘−1 sin(𝛽 ln𝑥)

являются 2𝑘 действительнымилинейнонезависимымирешениями в ядре оператора𝐿. Их линейные
комбинации охватывают 2𝑘-мерное подпространство ядра оператора 𝐿.

4. Полное описание ядра оператора 𝐿 – это множество всех линейных комбинаций функций, найден-
ных в предыдущих трех случаях.

Оставшаяся часть статьи организована следующим образом. Во втором разделе приводятся основные
определения чисел Стирлинга первого и второго рода, функций Стирлинга второго рода, их обобщение,
а также свойства таких чисел и функций. Также приведено определение преобразования Меллина. В
третьем разделе приведены операторы Коши – Эйлера 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и Шватта

(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
, формулы связи между

ними, а также доказана лемма о конечно-разностном представлении оператора Шватта. Линейные
неоднородные обыкновенные дифференциальные уравнения с операторами Коши – Эйлера и Шватта
рассмотрены в четвертом разделе. Приведены их решения, полученные при помощи преобразования
Меллина. Приведены примеры решения таких уравнений. Пятый раздел посвящен дробным степеням
оператора 𝑥 𝑑

𝑑𝑥
. Его дробная степень сначала построена с помощью полугруппового подхода, затем

приведены известные формулы, определяющие дробную производную и дробный интеграл Адамара и их
обобщение. Дифференциальные уравнения с дробными производными адамаровского типа рассмотрены
в шестом разделе.

2. Основные определения. Приведем необходимые в дальнейшем определения. Числами Стирлинга
первого рода со знаком 𝑠 (𝑛, 𝑘) называются коэффициенты многочлена (см. [5, 6]):

(𝑥)𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠 (𝑛, 𝑘)𝑥𝑘 ,

где (𝑥)𝑛 – символ Похгаммера (убывающий факториал):

(𝑥)0 = 1, (𝑥)𝑛 = 𝑥 (𝑥 − 1) (𝑥 − 2) · · · (𝑥 − 𝑛 + 1). (4)

Абсолютные значения 𝑠 (𝑛, 𝑘) называются числами Стирлинга первого рода без знака и обозначают-
ся

[
𝑛
𝑘

]
: [𝑛

𝑘

]
= |𝑠 (𝑛, 𝑘) | = (−1)𝑛−𝑘𝑠 (𝑛, 𝑘).

Эти числа задают количество перестановок множества, состоящего из 𝑛 элементов с 𝑘 циклами. Произво-
дящей функцией

[
𝑛
𝑘

]
является возрастающий факториал 𝑥 (𝑛) = 𝑥 (𝑥 + 1) (𝑥 + 2) · · · (𝑥 + 𝑛 − 1), т. е.

𝑥 (𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=0

[𝑛
𝑘

]
𝑥𝑘 . (5)
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Хорошо известно, что числа Стирлинга первого рода не выражаются формулой с одной суммой.
Формула, определяющая числа Стирлинга первого рода с двумя суммами, имеет вид:[𝑛

𝑘

]
=

2𝑛−𝑘∑︁
𝑗=𝑛

(
𝑗 − 1
𝑘 − 1

) (
2𝑛 − 𝑘
𝑗

) 𝑗−𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚+𝑛−𝑘𝑚 𝑗−𝑘

𝑚!( 𝑗 − 𝑛 −𝑚)! . (6)

Числа Стирлинга второго рода находятся по формуле (см. [5, 6]){𝑛
𝑘

}
= 𝑆 (𝑛, 𝑘) = 1

𝑘!

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘−𝑖
(
𝑘

𝑖

)
𝑖𝑛 =

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘−𝑖
(𝑘 − 𝑖)!𝑖!𝑖

𝑛 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ 1. (7)

Известно, что число Стирлинга второго рода
{
𝑛
𝑘

}
равно количеству неупорядоченных разбиений

множества из 𝑛 элементов на 𝑘 непустых подмножеств. Для чисел Стирлинга второго рода используются
два обозначения

{
𝑛
𝑘

}
и 𝑆 (𝑛, 𝑘).

Другой способ задания чисел Стирлинга второго рода имеет вид{𝑛
𝑘

}
=

1
𝑘!

lim
𝑥→0

Δ𝑘 (𝑥𝑛), 𝑥 ∈ R, 𝑛, 𝑘 ∈ N0, (8)

где Δ задается как Δ𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥), Δ𝑘 𝑓 (𝑥) = Δ(Δ𝑘−1 𝑓 ) (𝑥), 𝑘 ∈ N.
Числа Стирлинга второго рода удовлетворяют соотношению

𝑛∑︁
𝑘=0

{𝑛
𝑘

}
(𝑥)𝑘 = 𝑥𝑛 . (9)

Для рассмотрения уравнения Коши – Эйлера дробного порядка нам потребуются числа Стирлинга
дробного порядка. В [7, 8] классические числа Стирлинга второго рода

{
𝑛
𝑘

}
=𝑆 (𝑛, 𝑘), 𝑛∈N распространены

на более общие комплексные функции
{
𝛼
𝑘

}
=𝑆 (𝛼, 𝑘), 𝛼∈C. Функции

{
𝛼
𝑘

}
=𝑆 (𝛼, 𝑘), 𝛼∈C будем называть

функциями Стирлинга второго рода. Рассмотрим случай вещественного 𝛼 , а именно, формулу (7) можно
обобщить на случай 𝑎≥0, 𝑘 ∈ N0 при помощи равенства

{𝛼
𝑘

}
=

1
𝑘!

𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+𝑗
(
𝑘

𝑗

)
𝑗𝛼 , 𝛼 ≠ 0, 𝑘 ∈ N,{𝛼

0

}
= 0, 𝛼 > 0;

{
0
𝑘

}
= 0, 𝑘 ∈ N;

{
0
0

}
= 1. (10)

Функция Стирлинга второго рода
{
𝛼
0
}
не определена для 𝛼 < 0, 𝑘 ∈ N.

Формула (8) в этом случае примет вид{𝛼
𝑘

}
=

1
𝑘!

lim
𝑥→0

Δ𝑘 (𝑥𝛼 ), при 𝛼 ≥ 0, 𝑘 ∈ N0.

Пусть 𝛼 > 0 и 𝑘 ∈ N таковы, что 𝑘 > 𝛼 . Тогда функции Стирлинга второго рода имеют интегральное
представление (см. [8], Теорема 4)

{𝛼
𝑘

}
=

(−1)𝑘
𝑘!Γ(−𝛼)

∞∫
0

(1 − 𝑒−𝑡 )𝑘 𝑑𝑡

𝑡𝛼+1 .

Для того, чтобы выразить дробные производные и интегралы адамаровского типа в виде суммы в [8],
были введены обобщенные функции Стирлинга вида{𝛼

𝑘

}
𝑐
=

1
𝑘!

𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑘+𝑗
(
𝑘

𝑗

)
(𝑐 + 𝑗)𝛼 , 𝛼, 𝑐 ∈ R, 𝑘 ∈ N ∪ {0}.

Для таких функций справедливо
lim
𝑐→0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
=

{𝛼
𝑘

}
.

Справедливо равенство {𝛼
0

}
𝑐
= 𝑐𝛼 .
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Определение 2.1. Преобразование Меллина функции 𝑓 : R+ → C имеет вид

𝜑∗ (𝑠) = M[𝜑 (𝑥)] (𝑠) =
∞∫

0

𝑥𝑠−1𝜑 (𝑥)𝑑𝑥, (11)

где 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝜏 ∈ C, такое, что указанный интеграл существует.
В качестве пространства оригиналов выбираем пространство 𝑃𝑏𝑎 , где −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞. Пространство

𝑃𝑏𝑎 является линейным пространством функций R+ → C, таких, что 𝑥𝑠−1𝜑 (𝑥) ∈ 𝐿1 (R+) для каждого
𝑠∈{𝑝∈C:𝑎≤Re 𝑝≤𝑏}.

Если дополнительно𝜑∗ (𝜎+𝑖𝜏) ∈ 𝐿1 (R) относительно 𝜏 , то выполняется комплексная формула обращения:

M−1 [𝜑∗ (𝑠)] (𝑥) = 𝜑 (𝑥) = 1
2𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞∫
𝜎−𝑖∞

𝑥−𝑠𝜑∗ (𝑠) 𝑑𝑠.

3. Операторы Коши – Эйлера иШватта. Приведем операторы Коши – Эйлера и Шватта, а также
некоторые их свойства. Представленные здесь свойства иллюстрируют связь операторов 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и

(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
с числами Стирлинга первого и второго рода.

В книге [1], стр. 241, приведено определение оператора Коши – Эйлера 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и соответствующее

ему уравнение. В [9, 10] изучался оператор
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
, который, как оказалось, имеет большое количество

приложений к различным задачам анализа и теории дифференциальных уравнений.
Определение 3.1. Оператор Коши – Эйлера – это дифференциальный оператор вида 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
, где 𝑛 ∈ N

(см. [1], 242). Простейшим примером является оператор 𝑥 𝑑
𝑑𝑥

, имеющий собственные значения 𝑟 = 0, 1, 2, 3, ...
и соответствующие собственные функции 𝑥𝑟 .

Определение 3.2. ОператорШватта – это дифференциальный оператор вида
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
.

Операторы 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
и

(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
тесно связаны с числами Стирлинга первого и второго рода

Для любого 𝑛 ∈ N справедлива формула

𝑥𝑛
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
= 𝑥

𝑑

𝑑𝑥

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 1

) (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 2

)
...

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥
− 𝑛 + 1

)
=

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)
𝑛

,

где (𝑥)𝑛 – символ Похгаммера (4). Тогда 𝑥𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
выражается через числа Стирлинга первого рода (6)

𝑥𝑛
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘
[𝑛
𝑘

] (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑓 (𝑥). (12)

Для произвольной бесконечно дифференцируемой функции 𝑓 в [9, 10] методом математической
индукции доказано, что (

𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥), (13)

где
{
𝑛
𝑘

}
– числа Стирлинга второго рода (7).

Получим конечно-разностное представление для оператора
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑛
.

Лемма 3.1. Справедлива формула(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥) = lim

ℎ→0

𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐸𝑛𝑖
(𝑥
ℎ

)
𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ),

где 𝐸𝑛𝑖 (𝑡) =
𝑛∑
𝑘=𝑖

(
𝑘
𝑖

) {
𝑛
𝑘

}
𝑡𝑘 .

Доказательство. Поскольку
𝑑𝑘 𝑓

𝑑𝑥𝑘
= lim

ℎ→0

Δ𝑘
ℎ
[𝑓 ] (𝑥)
ℎ𝑛

,

где Δ𝑘
ℎ
[𝑓 ] (𝑥) =

𝑘∑
𝑖=0

(−1)𝑘−𝑖
(
𝑘
𝑖

)
𝑓
(
𝑥 + 𝑖ℎ

)
– восходящая конечная разность порядка 𝑘 от функции 𝑓 c шагом ℎ,

взятая в точке 𝑥 ,
(
𝑘
𝑖

)
= 𝑘!

𝑖!(𝑘−𝑖 )! – биномиальный коэффициент, то по формуле (13), учитывая, что
{
𝑛
0
}
= 0,
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имеем(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
𝑥𝑘
𝑑𝑘 𝑓

𝑑𝑥𝑘
= lim

ℎ→0

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

} 𝑥𝑘
ℎ𝑘

𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑘−𝑖
(
𝑘

𝑖

)
𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ) =

= lim
ℎ→0

𝑛∑︁
𝑘=0

{𝑛
𝑘

} 𝑥𝑘
ℎ𝑘

𝑘∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
(
𝑘

𝑖

)
𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ) = lim

ℎ→0

𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖 𝑓 (𝑥 + 𝑖ℎ)
𝑛∑︁
𝑘=𝑖

(
𝑘

𝑖

) {𝑛
𝑘

} 𝑥𝑘
ℎ𝑘
.

Что и завершает доказательство.
Оператор (2) можно записать в виде

𝐿 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
, где 𝑏𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

{
𝑗

𝑘

}
𝑎 𝑗 .

Следствие 3.1. Уравнение

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝑓 (𝑥)

равносильно уравнению

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝑓 (𝑥), (14)

где

𝑏𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

{
𝑗

𝑘

}
𝑎 𝑗 .

4.ПрименениепреобразованияМеллинакрешениюнеоднородногоуравненияКоши–Эйлера.
В этом разделе рассматриваются линейные неоднородные обыкновенные дифференциальные уравнения
с операторами Коши – Эйлера и Шватта. Уравнение Эйлера – Коши низкого порядка (до второго)
можно решить с помощью различных методов, таких как метод вариации параметров, метод понижения
порядка, метод дифференциального преобразования. В общем же случае наиболее эффективным является
метод интегральных преобразований. С использованием прямого и обратного преобразования Меллина
устанавливаются явные решения таких уравнений. В работе [11] показано, как решать уравнение Коши –
Эйлера при помощи преобразования Меллина. Следуя [12], приведем основные для нас формулы.

Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и

𝑥𝑠−𝑚𝜑 (𝑘−𝑚) (𝑥) |𝑥=0 = 𝑥
𝑠−𝑚𝜑 (𝑘−𝑚) (𝑥) |𝑥=∞ = 0, 𝑚 = 1, 2, ..., 𝑘, (15)

тогда преобразование Меллина 𝑥𝑘 𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝜑 (𝑥) имеет вид:

M
[
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝜑 (𝑥)

]
(𝑠) = (−1)𝑘 Γ(𝑠 + 𝑘)

Γ(𝑠) 𝜑∗ (𝑠). (16)

Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и

𝑥𝑠
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝜑 (𝑥)

����
𝑥=0

= 𝑥𝑠
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝜑 (𝑥)

����
𝑥=∞

= 0, 𝑚 = 0, 1, ..., 𝑘 − 1, (17)

тогда преобразование Меллина
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑘
𝜑 (𝑥) имеет вид:

M
[(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝜑 (𝑥)

]
(𝑠) = (−1)𝑘𝑠𝑘𝜑∗ (𝑠). (18)

Теорема 4.1.
1. Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и выполняется условие
(15), тогда решение неоднородного уравнение Коши – Эйлера вида

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 𝑑

𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝜑 (𝑥) (19)
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имеет вид

𝑦 (𝑥) = M−1


𝜑∗ (𝑠)

𝑎0 +
𝑛∑

𝑘=1
(−1)𝑘𝑎𝑘 Γ (𝑠+𝑘 )

Γ (𝑠 )

 (𝑥) . (20)

2. Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и выполняется условие
(17), тогда решение неоднородного уравнение Коши – Эйлера вида

𝐿𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑦 (𝑥) = 𝜑 (𝑥) где 𝑏𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘

{
𝑗

𝑘

}
𝑎 𝑗 (21)

имеет вид

𝑦 (𝑥) = M−1


𝜑∗ (𝑠)

𝑏0 +
𝑛∑

𝑘=1
(−1)𝑘𝑏𝑘𝑠𝑘

 (𝑥). (22)

Доказательство.
1. Применим к (19) преобразование Меллина:

M[𝐿𝑦 (𝑥)] (𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝑎𝑘M

[
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑦 (𝑥)

]
(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎𝑘
Γ(𝑠 + 𝑘)
Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) = 𝜑∗ (𝑠),

тогда формула (16) дает (20).
2. Применим к (21) преобразование Меллина, получим:

M[𝐿𝑦 (𝑥)] (𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝑏𝑘M

[(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑘
𝑦 (𝑥)

]
(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑏𝑘𝑠𝑘𝑦∗ (𝑠) = 𝜑∗ (𝑠),

тогда формула (18) дает (22).
В силу следствия 2.1. уравнения (19) и (21) равносильны и выбор уравнения осуществляется в пользу

того уравнения, для которого проще найти обратное преобразование Меллина.
Для иллюстрации этого элементарного метода приведем несколько преобразований Меллина от

функций из [12]:

M [sin(𝑎𝑥)] (𝑠) =
Γ(𝑠) sin 𝑠𝜋

2
𝑎𝑠

, (23)

формула (23) справедлива при 0 < 𝑎, −1 < Re(𝑠) < 1;

M [𝛿 (𝑥 − 𝑎)] (𝑠) = 𝑎𝑠−1, (24)

где 𝛿 (𝑥) – дельта-функция Дирака, формула (24) справедлива при 0 < 𝑎,

M [𝜃 (1 − 𝑥)] (𝑠) = 1
𝑠
, (25)

где 𝜃 (1 − 𝑥) =
{

1, 0 < 𝑥 < 1;
0 1 ≤ 𝑥 < ∞. – функция Хевисайда, формула (25) справедлива при 0 < Re(𝑠).

Пример 4.1. При 𝑛 = 1 уравнения (19) и (21) совпадают и принимают вид 𝑎𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏𝑦 (𝑥) = 𝜑 (𝑥).

Рассмотрим уравнение

𝑎𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏𝑦 (𝑥) = sin(𝛼𝑥).

Применяя преобразование Меллина, при помощи Wolfram Matematica 13.0, получим

−𝑎 Γ(𝑠 + 1)
Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) + 𝑏𝑦∗ (𝑠) = 𝛼−𝑠 sin

(𝜋𝑠
2

)
Γ(𝑠) ⇒ (𝑏 − 𝑎𝑠)𝑦∗ (𝑠) = 𝛼−𝑠 sin

(𝜋𝑠
2

)
Γ(𝑠) ⇒ 𝑦∗ (𝑠) =

sin
(
𝜋𝑠
2
)
Γ(𝑠)

𝛼𝑠 (𝑏 − 𝑎𝑠) .

Применяя обратное преобразование Меллина, будем иметь

𝑦 (𝑥) = 𝛼

𝑎 + 𝑏 𝑥 1𝐹2

(
𝑎 + 𝑏

2𝑎
;

3
2
,
𝑎 + 𝑏

2𝑎
+ 1;−𝑥

2𝛼2

4

)
+ 𝜋

2𝑏𝛼 𝑏
𝑎 Γ

(
−𝑏

𝑎

)
cos

(
𝜋𝑏
2𝑎

) 𝑥− 𝑏
𝑎 .

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2025, том 57, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2025, Volume 57, No 3



Махамуд А. А., Шишкина Э. Л. 179

При 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝛼 = 3, 𝑥 > 0 получим, что решение уравнения 2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 (𝑥) = sin(3𝑥) имеет вид

𝑦 (𝑥) = 1
2

√︂
𝜋

6𝑥

(
2𝑆

(√︂
6𝑥
𝜋

)
− 1

)
, (26)

где 𝑆 (𝑥) – интеграл Френеля, определяемый как

𝑆 (𝑥) =
𝑥∫

0

sin(𝑡2) 𝑑𝑡, 𝐶 (𝑥) =
𝑥∫

0

cos(𝑡2) 𝑑𝑡 .

График решения (26) изображен на рис. 1.

Рис. 1. 𝑦 (𝑥) = 1
2

√︃
𝜋
6𝑥

(
2𝑆

(√︃
6𝑥
𝜋

)
− 1

)
Fig. 1. 𝑦 (𝑥) = 1

2

√︃
𝜋
6𝑥

(
2𝑆

(√︃
6𝑥
𝜋

)
− 1

)
Пример 4.2. При 𝑛 = 2 уравнения (19) и (21) примут вид, соответственно

𝑎2𝑥
2𝑑

2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑎1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 𝜑 (𝑥),

𝑏2

(
𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)
+ 𝑏1𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏0𝑦 = 𝜑 (𝑥).

Рассмотрим уравнение

𝑎𝑥2𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏𝑥 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑐𝑦 (𝑥) = 𝛿 (𝑥 − 1),

где 𝛿 (𝑥) – дельта-функция Дирака. Применяя преобразование Меллина, при помощи Wolfram Matematica 13.0,
получим

𝑎
Γ(𝑠 + 2)
Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) − 𝑏 Γ(𝑠 + 1)

Γ(𝑠) 𝑦∗ (𝑠) + 𝑦∗ (𝑠) = 1 ⇒ (𝑎𝑠 (𝑠 + 1) − 𝑏𝑠 + 𝑐)𝑦∗ (𝑠) = 1 ⇒ 𝑦∗ (𝑠) = 1
𝑎𝑠 (𝑠 + 1) − 𝑏𝑠 + 𝑐 .

Применяя обратное преобразование Меллина, будем иметь

𝑦 (𝑥) = 1√︁
(𝑎 − 𝑏)2 − 4𝑎𝑐

(
1 − 𝑥

√
(𝑎−𝑏)2−4𝑎𝑐

𝑎

)
𝑥−

√
(𝑎−𝑏)2−4𝑎𝑐−𝑎+𝑏

2𝑎 .

При 𝑎 = 1
2 , 𝑏 = − 1

2 , 𝑐 = −1, 𝑥 > 0 получим, что решение уравнения 𝑥2𝑑
2𝑦

𝑑𝑥2 −𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 (𝑥) = 2𝛿 (𝑥 − 1), имеет вид

𝑦 (𝑥) = 1
√

3
(𝑥1−

√
3 − 𝑥1+

√
3). (27)

График решения (27) изображен на рис. 2.
Рассмотрим теперь

𝛼

(
𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)2
+ 𝛽𝑥 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝛾𝑦 = 𝛿 (𝑥).

Аналогично предыдущему решению, получим

𝑦 (𝑥) = 1√︁
𝛽2 − 4𝛼𝛾

𝑥−
𝛽+
√
𝛽2−4𝛼𝛾
2𝛼

(
1 − 𝑥

√
𝛽2−4𝛼𝛾

𝛼

)
.
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Рис. 2. 𝑦 (𝑥) = 1√
3
(𝑥1−

√
3 − 𝑥1+

√
3)

Fig. 2. 𝑦 (𝑥) = 1√
3
(𝑥1−

√
3 − 𝑥1+

√
3)

Следующий шаг в решении рассмотренных уравнений – применение теории вычетов и 𝐻 -функций
Фокса для построения конкретных решений более сложных уравнений, чем в приведенных примерах.

5. Дробные степени оператора x d
dx и их обобщения. Пусть {𝑇𝑡 }𝑡≥0 – сжимающая полугруппа

класса 𝐶0 (то есть сильно непрерывная полугруппа) в банаховом пространстве 𝑋 с инфинитезимальным
генератором. Согласно подходу Балакришнана, (см. [13, 14, 15]), дробная степень (−𝐴)𝛼 , 0 < 𝛼 < 1
определяется по формуле

(−𝐴)𝛼 𝑓 =
1

Γ(−𝛼)

∞∫
0

𝑡−𝛼−1 (𝑇𝑡 − 𝐼 ) 𝑓 (𝑥)𝑑𝑡, 𝑓 ∈ 𝐷 (𝐴). (28)

В случае, когда 1 < 𝛼 < ℓ , ℓ = 2, 3, ... эту формулу можно записать с использованием «конечных разностей»
(𝐼 −𝑇𝑡 )ℓ :

(−𝐴)𝛼 𝑓 =
1

𝐶𝛼 (ℓ)

∞∫
0

𝑡−𝛼−1 (𝐼 −𝑇𝑡 )ℓ 𝑓 (𝑥)𝑑𝑡, (29)

где 𝐶𝛼 (ℓ) = Γ(−𝛼)𝐴𝛼 (ℓ), 𝐴𝛼 (ℓ) =
ℓ∑

𝑘=0
(−1)𝑘−1 (ℓ

𝑘

)
=

ℓ∑
𝑘=0

(−1)𝑘−1 ℓ!
𝑘!(ℓ−𝑘 )! .

Отрицательная степень оператора (−𝐴) for 0 < 𝛼 < 1 может быть определена с помощью уравнения:

(−𝐴)−𝛼 𝑓 =
1

Γ(𝛼)

∞∫
0

𝑡𝛼−1𝑇𝑡 𝑓 (𝑥)𝑑𝑡 . (30)

Чтобы получить дробный интеграл порядка 𝛼 > 1, достаточно применить повторный интеграл к
уравнению (30).

В теории групп оператор 𝑥 𝑑
𝑑𝑥

обычно называют инфинитезимальным оператором масштабирующего
преобразования. Инфинитезимальный оператор всегда равен дифференцированию по канонической
переменной и преобразует преобразование в сдвиг. Для инфинитезимального оператора 𝑥 𝑑

𝑑𝑥
полугруппа

имеет вид:
𝑇𝑡 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥𝑡

𝑑
𝑑𝑥 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑒𝑡𝑥) .

Если оператор 𝐴 =

(
−𝑥 𝑑

𝑑𝑥

)
, тогда 𝐴 является порождающим оператором сильно непрерывной

полугруппы 𝑇𝑡 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑒−𝑡𝑥) on 𝐿2 [0,∞).
Тогда (28) получим(

𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) = 1

Γ(−𝛼)

∞∫
0

𝑡−𝛼−1 (𝑓 (𝑒−𝑡𝑥) − 𝑓 (𝑥))𝑑𝑡, 0 < 𝛼 < 1.

Произведя замену 𝑒−𝑡𝑥 = 𝜏 , 𝑡 = ln 𝑥
𝜏
, 𝑑𝑡 = −𝑑𝜏

𝜏
, получим(

𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) = 1

Γ(−𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝜏

)−𝛼−1
(𝑓 (𝜏) − 𝑓 (𝑥))𝑑𝜏

𝜏
, 0 < 𝛼 < 1,

что совпадает с адамаровской дробной производной в смысле Маршо (см. [16], стр. 252).
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Другая форма записи адамаровской дробной производной осуществляется через дробный интеграл
Адамара.

Дробный интеграл Адамара при 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻ℑ𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
, 𝑥 > 0, (31)

дробная производная Адамара при дробных 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻𝔇𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
(ℑ𝑛−𝛼

0+ 𝑓 ) (𝑥), 𝑥 > 0, (32)

где 𝑛 = [𝛼] + 1. В случае 𝛼 = 𝑛 ∈ N

( 𝐻𝔇𝑛
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑓 (𝑥),

( 𝐻𝔇0
0+ 𝑓 ) (𝑥) = ( 𝐻ℑ0

0+ 𝑓 ) (𝑥) = 𝑓 (𝑥).

При 0 < 𝛼 < 1 оператор𝔇𝛼
0+ примет вид:

( 𝐻𝔇𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(1 − 𝛼) 𝑥

𝑑

𝑑𝑥

𝑥∫
0

𝑓 (𝑡)𝑑𝑡
𝑡
(
ln 𝑥

𝑡

)𝛼 .
Еще один способ ввести дробную степень оператора 𝑥 𝑑

𝑑𝑥
– обобщение формулы (13).

Учитывая введенные ранее функции Стирлинга второго рода (10), дробная производная Адамара и
дробный интеграл Адамара в форме Грюнвальда – Летникова примут вид

( 𝐻D𝛼0+ 𝑓 ) (𝑥) =
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥), 𝛼 > 0,

( 𝐻 I𝛼0+ 𝑓 ) (𝑥) =
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)−𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{−𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥), 𝛼 > 0.

Буцер, Килбас и Трухильо (см. [8], Теорему 17) показали, что для функции бесконечно дифференциру-
емой функции 𝑓 (𝑥), определенной для 𝑥 > 0, такой, что ее ряд Тейлора сходится во всякой точке 𝑥 > 0,
выполняются при 𝛼 > 0 равенства

( 𝐻ℑ𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
=

∞∑︁
𝑘=0

{−𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) = ( 𝐻 I𝛼0+ 𝑓 ) (𝑥),

( 𝐻𝔇𝛼
0+ 𝑓 ) (𝑥) =

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
(ℑ𝑛−𝛼

0+ 𝑓 ) (𝑥) =
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) = ( 𝐻D𝛼0+ 𝑓 ) (𝑥).

Пусть 𝛼 > 0. В силу формулы (12), получим

( 𝐻D𝛼0+ 𝑓 ) (𝑥) =
(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝛼
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑓 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

} 𝑘∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘−𝑚
[
𝑘

𝑚

] (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝑓 (𝑥). (33)

В статье [8] рассмотрены также следующие обобщения дробных интегралов и производных Адамара.
Дробный интеграл адамаровского типа при 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻ℑ𝛼
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

( 𝑡
𝑥

)𝑐 (
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
, 𝑥 > 0, (34)

дробная производная адамаровского типа при дробных 𝛼 > 0 имеет вид

( 𝐻𝔇𝛼
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐 (ℑ𝑛−𝛼

0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥), 𝑥 > 0, (35)
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где 𝑛 = [𝛼] + 1. В случае 𝛼 = 𝑛 ∈ N

( 𝐻𝔇𝑛
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐 𝑓 (𝑥),

( 𝐻𝔇0
0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) = ( 𝐻ℑ0

0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) = 𝑓 (𝑥).

При 𝑐 = 0 дробный интеграл адамаровского типа и дробная производная адамаровского типа переходят в
𝐻ℑ

𝛼
0+ и 𝐻𝔇

𝛼
0+, соответственно.

В силу Теоремы 15 из [8] имеем, что для функции бесконечно дифференцируемой функции 𝑓 (𝑥),
определенной для 𝑥 > 0, такой, что ее ряд Тейлора сходится во всякой точке 𝑥 > 0, выполняются при
𝛼 > 0 и 𝑐 > 0 равенства

( 𝐻ℑ𝛼
0+,𝑐𝑦) (𝑥) =

1
Γ(𝛼)

𝑥∫
0

( 𝑡
𝑥

)𝑐 (
ln
𝑥

𝑡

)𝛼−1
𝑦 (𝑡)𝑑𝑡

𝑡
=

∞∑︁
𝑘=0

{−𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑥𝑘
𝑑𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
= ( 𝐻 I𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥),

( 𝐻𝔇𝛼
0+,𝑐𝑦) (𝑥) =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐 (ℑ𝑛−𝛼

0+,𝑐 𝑦) (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑥𝑘
𝑑𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
= ( 𝐻D𝛼0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥).

6. Дифференциальные уравнения с дробными производными адамаровского типа. Решение
и анализ дробных дифференциальных уравнений с дробными производными Адамара привлекает
внимание исследователей как в области чистой математики [17], так и в области их приложений к теории
вероятностей [18]. Здесь мы рассмотрим дифференциальные уравнения с дробными производными
адамаровского типа.

Получим обобщение формулы (3).
Лемма 6.1. Имеют место формулы

𝐻𝔇
𝛼
0+,𝑐𝑥

𝑟 = (𝑐 + 𝑟 )𝛼𝑥𝑟 (36)

и
𝐻𝔇

𝛼
0+𝑥

𝑟 = 𝑟𝛼𝑥𝑟 . (37)

Доказательство. Учитывая формулы (13) и (9), получим

𝐻𝔇
𝛼
0+,𝑐𝑥

𝑟 =
1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐ℑ𝑛−𝛼

0+,𝑐 𝑥
𝑟 =

1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑐

1
Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑥∫
0

( 𝑡
𝑥

)𝑐 (
ln
𝑥

𝑡

)𝑛−𝛼−1
𝑡𝑟−1𝑑𝑡 =

=
1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛 1
Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑥∫
0

(
ln
𝑥

𝑡

)𝑛−𝛼−1
𝑡𝑟+𝑐−1𝑑𝑡 =

{
ln
𝑥

𝑡
= 𝑧

}
=

=
1
𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑟+𝑐

1
Γ(𝑛 − 𝛼)

∞∫
0

𝑧𝑛−𝛼−1𝑒−(𝑟+𝑐 )𝑧𝑑𝑧 =
(𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛

𝑥𝑐

(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑛
𝑥𝑟+𝑐 =

=
(𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛

𝑥𝑐

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
𝑥𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝑥𝑟+𝑐 =

(𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛
𝑥𝑐

𝑛∑︁
𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
(𝑟 + 𝑐)𝑘𝑥𝑟+𝑐 =

= 𝑥𝑟 (𝑐 + 𝑟 )𝛼−𝑛
𝑛∑︁

𝑘=1

{𝑛
𝑘

}
(𝑟 + 𝑐)𝑘 = (𝑐 + 𝑟 )𝛼𝑥𝑟 .

В частном случае, при 𝑐 = 0, получаем (37).
Рассмотрим теперь, как действует на 𝐻D

𝛼
0+,𝑐 преобразование Меллина, следуя [19].

Теорема 6.1. Пусть 𝛼 > 0, 𝑐 ∈ R и M
{
( 𝐻D𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥)

}
(𝑠) существует, тогда преобразование Меллина

дробной производной адамаровского типа имеет вид

M
{
( 𝐻D𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥)

}
(𝑠) = (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑥).

Доказательство. Известно, что преобразование Меллина (11) от
(
𝑥 𝑑
𝑑𝑥

)𝑚
𝑦 (𝑥) находится по формуле

M
{(
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝑦 (𝑥)

}
(𝑠) = (−𝑠)𝑚𝑦∗ (𝑠).

ISSN 2687-0959
Прикладная математика & Физика, 2025, том 57, № 3
Applied Mathematics & Physics, 2025, Volume 57, No 3



Махамуд А. А., Шишкина Э. Л. 183

В силу формулы (12), получим

( 𝐻D𝛼0+,𝑐 𝑓 ) (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑥𝑘
𝑑𝑘𝑦

𝑑𝑥𝑘
=

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐

𝑘∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘−𝑚
[
𝑘

𝑚

] (
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)𝑚
𝑦 (𝑥).

Применим преобразование Меллина (11) к ( 𝐻D𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥), получим

M
{
( 𝐻D𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥)

}
(𝑠) =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐

𝑘∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘−𝑚
[
𝑘

𝑚

]
(−𝑠)𝑚𝑦∗ (𝑠) = 𝑦∗ (𝑠)

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
{𝛼
𝑘

}
𝑐

𝑘∑︁
𝑚=0

[
𝑘

𝑚

]
𝑠𝑚 .

В силу (5), будем иметь

M
{
( 𝐻D𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥)

}
(𝑠) = 𝑦∗ (𝑠)

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
{𝛼
𝑘

}
𝑐
𝑠 (𝑘 ) .

Между восходящим факториалом 𝑠 (𝑘 ) = 𝑠 (𝑠 + 1) (𝑠 + 2)...(𝑠 + 𝑘 − 1) и нисходящим факториалом
(𝑠)𝑘 = 𝑠 (𝑠 − 1) (𝑠 − 2)...(𝑠 − 𝑘 + 1) существуют простые соотношения:

(𝑠)𝑘 = (−1)𝑘 (−𝑠) (𝑘 ) ,
𝑠 (𝑘 ) = (−1)𝑘 (−𝑠)𝑘 .

Тогда, в силу формулы (см. [8], формула (8.2))

(𝑐 + 𝑧)𝛼 =

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
(𝑧)𝑘

получим

M
{
( 𝐻D𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥)

}
(𝑠) = 𝑦∗ (𝑠)

∞∑︁
𝑘=0

{𝛼
𝑘

}
𝑐
(−𝑠)𝑘 = (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑠) .

Следствие 6.1. Пусть 𝛼 > 0, 𝑐 ∈ R и M
{
( 𝐻𝔇𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) существует, тогда преобразование Меллина

дробной производной адамаровского типа имеет вид

M
{
( 𝐻𝔇𝛼

0+,𝑐𝑦) (𝑥)
}
(𝑠) = (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑠).

В книге [20], на стр.120, приведено другое доказательство этого следствия.
Теорема 6.2. Пусть функция 𝜑 (𝑥) такова, что преобразование Меллина (11) от нее существует и

выполняется условие (17), тогда решение неоднородного уравнение Коши – Эйлера вида

𝐿 ®𝛼𝑦 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 ( 𝐻D𝛼𝑘0+,𝑐𝑦) (𝑥) = 𝜑 (𝑥), 𝛼𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, 2, .... (38)

имеет вид

𝑦 (𝑥) = M−1


𝜑∗ (𝑠)

𝑛∑
𝑘=0

𝑏𝑘 (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑘

 (𝑥). (39)

Доказательство. Учитывая Теорему 6.1, применяя к (38) преобразование Меллина, получим:

M[𝐿 ®𝛼𝑦 (𝑥)] (𝑠) =
𝑛∑︁

𝑘=0
𝑏𝑘M

[
( 𝐻D𝛼𝑘0+,𝑐𝑦) (𝑥)

]
(𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘 (𝑐 − 𝑠)𝛼𝑘𝑦∗ (𝑠) = 𝜑∗ (𝑠).

Применение обратного преобразования дает (39).
Пример 6.1. Рассмотрим уравнение

( 𝐻D𝛼0+,𝑐𝑦) (𝑥) = 𝜃 (1 − 𝑥).

Применяя преобразование Меллина, получим

(𝑐 − 𝑠)𝛼𝑦∗ (𝑠) = 1
𝑠
⇒ 𝑦∗ (𝑠) = 1

𝑠 (𝑐 − 𝑠)𝛼 ⇒ 𝑦 (𝑥) = M−1
[

1
𝑠 (𝑐 − 𝑠)𝛼

]
(𝑥).
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При 𝛼 = 1/2

𝑦 (𝑥) = −
erf

(√︁
𝑐 · log(𝑥)

)
√
𝑐

,

где erf (𝑥) – функция ошибок, которая определяется как

erf 𝑥 =
2
√
𝜋

𝑥∫
0

𝑒−𝑡
2
𝑑𝑡 .
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