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Аннотация. В данной статье исследуются осциллирующие движения динамических систем, а именно, движения,
которые не являются ограниченными и, кроме того, обладают тем свойством, что не стремятся к бесконечности
при стремлении времени к плюс бесконечности. Такие движения играют важную роль в различных задачах
математической физики, небесной механики, термодинамики и астрофизики. В работе вводятся в рассмотрение
новые понятия, связанные с осциллируемоcтью множества всех решений системы дифференциальных уравнений,
а именно, введены понятие эквиосциллируемости множества всех решений и частичные аналоги этого понятия.
На основе принципа сравнения Матросова с вектор-функциями Ляпунова и найденной автором связи между
ограниченностью по Пуассону и осциллируемостью решений получены достаточные условия эквиосциллируемости
множества всех решений, а также частичные аналоги этих условий. Работа продолжает исследования автора по
изучению ограниченности и осциллируемости множеств всех решений дифференциальных систем с использованием
функций Ляпунова и вектор-функций Ляпунова. Полученные теоретические результаты могут быть использованы
для анализа сложных динамических систем в различных областях науки.
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Abstract. In this paper we study oscillating motions of dynamic systems, namely, motions that are not bounded and, in
addition, have the property that they do not tend to infinity as time tends to plus infinity. Such motions play an important
role in various problems of mathematical physics, celestial mechanics, thermodynamics and astrophysics. In this paper we
introduce new concepts related to the oscillability of the set of all solutions of a system of differential equations, namely, the
concept of equioscillability of the set of all solutions and partial analogues of this concept. Based on the principle of comparison
of Matrosov with Lyapunov vector functions and the connection between Poisson boundedness and oscillability of solutions
found by the author, sufficient conditions for the equioscillability of the set of all solutions are obtained, as well as partial
analogues of these conditions. The paper continues the author’s research on the study of boundedness and oscillability of sets
of all solutions of differential systems using Lyapunov functions and Lyapunov vector functions. The obtained theoretical
results can be used for the analysis of complex dynamic systems in various fields of science.
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1. Введение. Осциллирующие движения динамических систем представляют собой важный класс
решений, занимающий промежуточное положение между ограниченными и неограниченными траекто-
риями. Впервые данный феномен был предложен в исследованиях Ж. Шази [1] при анализе возможных
движений в классической задаче трех тел. Характерной особенностью таких движений является отсутствие
их стремления к бесконечности при неограниченном возрастании времени, несмотря на неограничен-
ность этих решений. Значительный вклад в изучение этого явления внесли иследования К. А. Ситникова
[2], где было установлено существование осциллирующих решений в модели Колмогорова, и исследова-
ния А. М. Леонтовича [3], обнаружившего аналогичные траектории в биллиардных системах, связанных
с эргодической теорией. Дальнейшее развитие теория получила в трудах В. М. Алексеева (см., например,
[4]), который выявил осциллирующие режимы в квазислучайных динамических системах небесной
механики. Особого внимания заслуживает цикл работ Л. Д. Пустыльникова (см., например, [5]), в которых
осциллирующие движения использовались как ключевой инструмент для решения многих важных задач
современной физики. Параллельно развивалась теория ограниченных по Пуассону или, более кратко,
P-ограниченных решений, основные понятия которой были введены в работах автора (см., например,
[6]-[11]). Эти понятия обобщают классическое представление об ограниченности, допуская нахождение
решения в заданной области лишь на специальной последовательности временных интервалов. На
основе различных модификаций метода вектор-функций Ляпунова были получены достаточные условия
различных типов P-ограниченности множеств всех решений дифференциальных систем. В последу-
ющих исследованиях на основе синтеза методов вектор-функций Ляпунова, канонических областей
Красносельского и направляющих функций были установлены достаточные условия существования
P-ограниченных решений. Важным этапом стала финальная характеризация понятия P-ограниченности,
позволившая выявить глубокую связь между этим понятием и осциллирующими решениями. Это при-
вело к обнаружению достаточных условий различных видов осциллируемости множеств всех решений –
равномерной, равномерной в пределе и тотальной. В настоящем исследовании вводятся новые классы
оcциллирующих множеств всех решений, а именно, введены понятие эквиосциллируемости множества
всех решений и частичные аналоги этого понятия. Введенные понятия представляют собой специали-
зированные случаи P-эквиограниченности множества все решений дифференциальной системы. На
основе применения принципа сравнения Матросова с вектор-функцими Ляпунова получены достаточ-
ные условия различных типов эквиосциллируемости множества всех решений. В качестве следствий
получены достаточные условия соответствующих типов эквиосциллируемости множества всех решений
на языке классических функций Ляпунова. Предлагаемый подход открывает новые возможности для
анализа сложных динамических систем в различных областях математической физики.

1. Предварительные сведения. Пусть задана произвольная дифференциальная система

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑓 : R+ × R𝑛 → R𝑛, 𝑛 ⩾ 1, (1)

с непрерывной правой частью, где R+ ≡ [0;+∞), все решения которой продолжимы на R+.
Далее через ∥ · ∥ обозначена стандартная норма в R𝑛 . Для решения 𝑥 (𝑡) системы (1) используется обо-

значение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0), если 𝑥0 = 𝑥 (𝑡0). Для любого числа 𝑡0 ∈ R+ используется обозначение R+ (𝑡0) ≡ [𝑡0;+∞).
Числовая последовательность 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N называется P-последовательностью, если эта последователь-
ность неотрицательна, возрастает и, кроме того, удовлетворяет условию lim

𝑖→∞
𝜏𝑖 = +∞. Каждой такой

P-последовательности 𝜏 = {𝜏𝑖 }𝑖⩾1 сопоставлено множество 𝑀 (𝜏) = ⋃∞
𝑖=1 [𝜏2𝑖−1;𝜏2𝑖 ]. Наконец, для любых

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑇 ∈ R𝑛 и 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 используется обозначение 𝑦 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 )𝑇 ∈ R𝑘 .
Вспомним сначала необходимые базовые определения, связанные с понятиями ограниченности,

P-ограниченности (ограниченности по Пуассону) и осциллируемости данного решения системы (1).
Определение 1. [12] Решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы (1) называется 𝑦-ограниченным (ограниченным [13]),

если для этого решения существует такая константа 𝛽 > 0, что для любого 𝑡 ∈ R+ (𝑡0) справедливо
неравенство

∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽 (∥𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽).

В противном случае решение системы (1) называется 𝑦-неограниченным (неограниченным).
Определение 2. [12]Решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы (1) называется 𝑦-P-ограниченным (P-ограниченным),

если для этого решения существуют такая константа 𝛽 > 0 и такая P-последовательность 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N,
что для любых 𝑡 ∈ 𝑅+ (𝑡0)

⋂
𝑀 (𝜏) справедливо неравенство

∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽 (∥𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽).

Из определений 1 и 2 видно, что любое 𝑦-ограниченное (ограниченное) решение системы (1) является
𝑦-P-ограниченным (P-ограниченным).

В работе [9] получен следующий признак, дающий финальную характеризацию 𝑦-P-ограниченного
(P-ограниченного) решения системы (1).
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Предложение 1. Необходимым и достаточным условием 𝑦-P-ограниченности (P-ограниченности)
решения 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы (1) является выполнение следующего требования:

lim
𝑡→+∞

𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) ≠ ∞ ( lim
𝑡→+∞

𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) ≠ ∞). ■

Определение 3. [9], [10] Решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы (1) называется 𝑦-осциллирующим (осциллирующим
[1] (см. также [5]), если это решение является
𝑦-неограниченным (неограниченным) и, кроме того, выполнено условие

lim
𝑡→+∞

𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) ≠ ∞ ( lim
𝑡→+∞

𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) ≠ ∞).

Из данного определения, пользуясь предложением 1, получаем, что каждое 𝑦-P-ограниченное
(P-ограниченное) решение системы (1) является либо 𝑦-ограниченным (ограниченным) либо 𝑦-осцилли-
рующим (осциллирующим). Как следствие имеем следующее утверждение.

Предложение 2. [9], [10] Необходимым и достаточным условием 𝑦-осциллируемости (осциллируемо-
сти) решения 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы (1) является одновременное выполнение следующих требований: 1) решение
𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) является 𝑦-P-ограниченным (P-ограниченным); 2) решение
𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) является 𝑦-неограниченным (неограниченным). ■

Вспомним теперь необходимые базовые определения, которые связаны с понятиями эквиограничен-
ности и P-эквиограниченности (эквиограниченности по Пуассону) множества всех решений системы (1).
Далее для любых 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑇 ∈ R𝑛 и 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 будем употреблять следующие обозначения:

𝑦 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 )𝑇 ∈ R𝑘 и 𝑧 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)𝑇 ∈ R𝑚 .

Определение 4. [11] Множество всех решений системы (1) называется
𝑦-𝑧0-эквиограниченным, если для произвольных 𝛼 ⩾ 0 и 𝑡0 ⩾ 0 существует такое 𝛽 = 𝛽 (𝑡0, 𝛼) > 0,
что для каждого решения 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0), ∥𝑧0∥ ⩽ 𝛼 , системы (1) при всех 𝑡 ∈ R+ (𝑡0) справедливо неравенство
∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽 . В случае, когда𝑚 = 𝑛, 𝑦-𝑧0-эквиограниченность множества всех решений системы (1) назы-
вается [12] 𝑦-эквиограниченностью множества всех решений этой системы. В случае же, когда 𝑘 =𝑚 = 𝑛,
𝑦-𝑧0-эквиограниченность множества всех решений системы (1) называется [13] эквиограниченностью
множества всех решений этой системы.

Определение 5. [6] Множество всех решений системы (1) называется
𝑦-𝑧0-P-эквиограниченным, если для дифференциальной системы (1) найдется такая P-последовательность
𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N, и для любых 𝛼 ⩾ 0 и 𝑡0 ∈ 𝑀 (𝜏) существует такое 𝛽 = 𝛽 (𝑡0, 𝛼) > 0, что для каждого решения
𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0), ∥𝑧0∥ ⩽ 𝛼 , системы (1) при всех 𝑡 ∈ 𝑅+ (𝑡0)

⋂
𝑀 (𝜏) справедливо неравенство ∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽 .

В случае, когда 𝑘 ⩽ 𝑚 = 𝑛, 𝑦 − 𝑧0 − P-эквиограниченность множества всех решений системы (1) называ-
ется 𝑦 − P-эквиограниченностью множества всех решений этой системы. В случае же, когда 𝑘 = 𝑚 = 𝑛,
𝑦 − 𝑧0 − P-эквиограниченность множества всех решений системы (1) называется P-эквиограниченностью
множества всех решений этой системы.

Изопределений4и 5 видно, что еслимножество всех решений системы (1) является𝑦-𝑧0-эквиограничен-
ным, то это множество 𝑦-𝑧0-P-эквиограничено. В частности, если множество всех решений системы
(1) 𝑦-эквиограничено, то это множество 𝑦-P-эквиограничено. Наконец, если множество всех решений
системы (1) эквиограничено, то это множество является P-эквиограниченным. Кроме того, легко видеть,
что без ограничения общности функцию 𝛽 = 𝛽 (𝑡0, 𝛼) из определений 4 и 5 можно считать неубывающей
по 𝛼 при каждом фиксированном 𝑡0 ∈ 𝑀 (𝜏).

В некоторых случаях при работе с множеством всех решений системы (1) требуется точно указать
нужную P-последовательность. В таких случаях будем говорить, что множество всех решений системы
(1) 𝑦-𝑧0-P-эквиограничено относительно данной P-последовательности 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N. Аналогично будем
говорить для 𝑦-P-эквиограниченности, а также для P-эквиограниченности множества всех решений
системы (1).

Легко видеть, что если множество всех решений системы (1)𝑦-𝑧0-P-эквиограничено, то любое решение
этой системы 𝑦-P-ограничено. Действительно, из определения 5 видно, что каждое решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)
системы (1), где 𝑡0 ∈ 𝑀 (𝜏), является 𝑦-P-ограниченным. Покажем, что любое решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы
(1), для которого 𝑡0 ∉ 𝑀 (𝜏), также является 𝑦-P-ограниченным. Рассмотрим для решения 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)
решение 𝑥 (𝑡, 𝑡 ′0, 𝑥 ′0) системы (1), где 𝑡 ′0 > 𝑡0, 𝑡 ′0 ∈ 𝑀 (𝜏) и 𝑥 ′0 = 𝑥 (𝑡 ′0, 𝑡0, 𝑥0). Решение 𝑥 (𝑡, 𝑡 ′0, 𝑥 ′0) является
𝑦-P-ограниченным, поскольку 𝑡 ′0 ∈ 𝑀 (𝜏). Из этого, пользуясь предложением 1, имеем lim

𝑡→+∞
𝑦 (𝑡, 𝑡 ′0, 𝑥 ′0) ≠ ∞.

Так как
lim
𝑡→+∞

𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) = lim
𝑡→+∞

𝑦 (𝑡, 𝑡 ′0, 𝑥 ′0) ≠ ∞,

то из предложения 1 следует, что решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) является 𝑦-P-ограниченным. В частности, при
𝑘 ⩽ 𝑚 = 𝑛 получаем, что если множество всех решений системы (1) 𝑦-P-эквиограничено, то любое
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решение этой системы 𝑦-P-ограничено. При 𝑘 = 𝑚 = 𝑛 получаем, что если множество всех решений
системы является (1) P-эквиограниченным, то любое решение этой системы P-ограничено.

Освежим теперь в памяти необходимые сведения о вектор-функциях Ляпунова [14], [15]. Пусть задана
некоторая непрерывно дифференцируемая вектор-функция 𝑉 : R+ × R𝑛 → R𝑙 , 𝑙 ⩾ 1. Производная ¤𝑉 (𝑡, 𝑥)
в силу системы (1) этой вектор-функции определяется обычным способом, т. е. покомпонентно. Далее
для любых векторов 𝜗 = (𝜗1, . . . , 𝜗𝑙 )𝑇 ∈ R𝑙 и𝜓 = (𝜓1, . . . ,𝜓𝑙 )𝑇 ∈ R𝑙 используется обозначение 𝜗 ⩽ 𝜓 , если
𝜗𝑖 ⩽ 𝜓𝑖 для каждого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙 . Непрерывно дифференцируемая вектор-функция 𝑉 : R+ × R𝑛 → R𝑙 и
дифференциальная система

¤𝜗 = 𝑔(𝑡, 𝜗), 𝑡 ∈ R+, 𝜗 ∈ R𝑙 , (2)

с непрерывной правой частью называются, соответственно, вектор-функцией Ляпунова и системой
сравнения для системы (1), если для всех (𝑡, 𝑥) ∈ R+ × R𝑛 имеет место следующее неравенство:

¤𝑉 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑔(𝑡,𝑉 (𝑡, 𝑥)). (3)

Далее будем предполагать, что вектор-функция 𝑔 : R+ × R𝑙 → R𝑙 удовлетворяет условию Важевского,
которое состоит в том, что для каждого 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑙 компонента 𝑔𝑠 : R+ × R𝑙 → R этой вектор-функции
является неубывающей по переменным 𝜗1, . . . , 𝜗𝑠−1, 𝜗𝑠+1, . . . , 𝜗𝑙 при любом фиксированном значении
переменной 𝜗𝑠 . Выполнение условия Важевского для правой части системы (2) гарантирует, что среди
всех решений 𝜗 (𝑡, 𝑡0, 𝜗0) этой системы существует так называемое верхнее решение 𝜗 (𝑡, 𝑡0, 𝜗0), т. е.
решение, которое для любых 𝑡 ∈ R+ (𝑡0) удовлетворяет неравенству 𝜗 (𝑡, 𝑡0, 𝜗0) ⩽ 𝜗 (𝑡, 𝑡0, 𝜗0). Главным
свойством верхних решений является то, что для решения 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы (1), вектор-функции
Ляпунова 𝑉 : R+ × R𝑛 → R𝑙 и верхнего решения 𝜗 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)) системы сравнения (2) для системы (1)
имеет место справедливое при всех 𝑡 ∈ R+ (𝑡0) неравенство

𝑉 (𝑡, 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0) ⩽ 𝜗 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)). (4)

3. Полученные результаты. Введем сначала основное понятие этой работы, а именно, введем
понятие 𝑦-𝑧0-эквиосциллируемости множества всех решений, представляющее собой специальный
случай понятия 𝑦-𝑧0-P-эквиограниченности множества всех решений.

Определение 6.Множество всех решений системы (1) назовем𝑦-𝑧0-эквиосциллирующим, еслимножество
всех решений этой системы 𝑦-𝑧0-P-эквиограничено и, кроме того, каждое решение этой системы является
𝑦-неограниченным. В случае, когда 𝑘 ⩽ 𝑚 = 𝑛, множество всех решений системы (1) будем называть
𝑦-эквиосциллирующим. В случае же, когда 𝑘 =𝑚 = 𝑛, множество всех решений системы (1) будем называть
эквиосциллирующим.

Из сказанного выше следует, что если множество всех решений дифференциальной системы (1)
𝑦-𝑧0-эквиосциллирует, то любое решение этой системы является 𝑦-осциллирующим. В частности, если
множество всех решений системы (1) 𝑦-эквиосциллирует, то любое решение этой системы является
𝑦-осциллирующим. Наконец, если множество всех решений системы (1) эквиосциллирует, то любое
решение этой системы является осциллирующим.

Далее для произвольных 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑙 )𝑇 ∈ R𝑙 и 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑙 будем употреблять обозначения
𝜇 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑝 )𝑇 и 𝛾 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑞)𝑇 . Кроме того, для каждой P-последовательности 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N вместе
с указанным выше множеством 𝑀 (𝜏) = ⋃∞

𝑖=1 [𝜏2𝑖−1;𝜏2𝑖 ] далее будет использоваться еще и, так сказать,
«дополнительное к𝑀 (𝜏)» множество 𝑁 (𝜏), т. е. множество

𝑁 (𝜏) =
∞⋃
𝑖=1

[𝜏2𝑖 ;𝜏2𝑖+1] .

Получим теперь, пользуясь техникой вектор-функций Ляпунова, достаточное условие 𝑦-𝑧0-эквиосцил-
лируемости множества всех решений системы (1).

Теорема 1. Предположим, что для системы (1) имеются следующие объекты:
a) P-последовательность 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N;
b) вектор-функция Ляпунова 𝑉 : R+ × R𝑛 → R𝑙 с системой сравнения (2);
c) числа 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑙 ;
d) непрерывно дифференцируемая положительная функция𝑊 : R+ × R𝑛 → R, которая удовлетворяет

условиям:
1) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ R+ × R𝑛 справедливы неравенства

𝑉1 (𝑡, 𝑥) ⩾ 0, . . . ,𝑉𝑞 (𝑡, 𝑥) ⩾ 0;

2) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑀 (𝜏) × R𝑛 имеет место неравенство

𝑏 (∥𝑦∥) ⩽ 𝑉1 (𝑡, 𝑥) + · · · +𝑉𝑝 (𝑡, 𝑥),
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где 𝑏 (𝑟 ), 𝑟 ∈ R+ – некоторая неотрицательная функция, удовлетворяющая условию 𝑏 (𝑟 ) → +∞ при 𝑟 → +∞;
3) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑀 (𝜏) × R𝑛 справедливо неравенство

𝑉1 (𝑡, 𝑥) + · · · +𝑉𝑞 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑎(𝑡, ∥𝑧∥),

где 𝑎(𝑡, 𝑟 ), 𝑡 ∈ R+, 𝑟 ∈ R+, – некоторая положительная функция, которая возрастает по 𝑟 при каждом
фиксированном 𝑡 ∈ R+;

4) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜏) × R𝑛 имеет место неравенство

𝑊 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑑 (∥𝑦∥),

где 𝑑 (𝑟 ), 𝑟 ∈ R+ – некоторая положительная и возрастающая функция;
5) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ R+ × R𝑛 справедливо неравенство

¤𝑊 (𝑡, 𝑥) ⩾ ℎ(𝑊 (𝑡, 𝑥)),

где ℎ(𝑟 ), 𝑟 ∈ R+ – некоторая неубывающая функция, удовлетворяющая условию ℎ(𝑟 ) > 0 при любом 𝑟 > 0.
Кроме того, пусть множество всех решений системы сравнения (2) для системы (1) является 𝜇-𝛾0-P-экви-
ограниченным относительно P-последовательности 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N.

Тогда множество всех решений системы (1) является 𝑦-𝑧0-эквиосциллирующим.
Доказательство. Установим сначала, что каждое решение системы (1) является 𝑦-неограниченным.
Проще всего доказывается это от противного. Действительно, предположим, что любое решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)
системы (1) является 𝑦-ограниченным, т. е. для этого решения существует такое 𝛽 > 0, что при всех
𝑡 ∈ R+ (𝑡0) справедливо неравенство ∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽 . При помощи этого неравенства, пользуясь условием
4) теоремы, получаем для всех 𝑡 ∈ R+ (𝑡0)

⋂
𝑁 (𝜏) неравенство𝑊 (𝑡, 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)) ⩽ 𝑑 (𝛽). Теперь, используя

условие 5) теоремы, получаемдля любыхR+ (𝑡0) неравенство𝑊 (𝑡, 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)) ⩾𝑊 (𝑡0, 𝑥0)+ℎ(𝑊 (𝑡0, 𝑥0)) (𝑡−𝑡0).
Из двух последних неравенств следует справедливость неравенства

𝑑 (𝛽) ⩾𝑊 (𝑡0, 𝑥0) + ℎ(𝑊 (𝑡0, 𝑥0)) (𝑡 − 𝑡0), 𝑡 ∈ R+ (𝑡0)
⋂

𝑁 (𝜏),

что является абсурдом, поскольку ℎ(𝑊 (𝑡0, 𝑥0)) > 0 и 𝑑 (𝛽) – константа. Таким образом, получено противо-
речие и, следовательно, каждое решение системы (1) является 𝑦-неограниченным. Докажем теперь, что
множество всех решений системы (1) 𝑦 − 𝑧0 − P-эквиограничено. Рассмотрим любое решение 𝑥 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)
системы (1), где ∥𝑧0∥ ⩽ 𝛼 , системы (1). С целью поиска для этого решения требуемого в определении 5
числа 𝛽 = 𝛽 (𝑡0, 𝛼) заметим сначала, имея в виду неравенство (4) и условие 2), что для любого 𝑡 ∈ 𝑀 (𝜏)
справедливо неравенство

𝑏 (∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥) ⩽ 𝜗1 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)) + · · · + 𝜗𝑝 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)),

где 𝜗 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)) = (𝜗1 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)), . . . , 𝜗𝑙 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)))𝑇 – верхнее решение системы сравнения (2)
для системы (1). По условию теоремы множество всех решений системы сравнения (2) для системы
(1) 𝜇-𝛾0-P-эквиограничено относительно P-последовательности 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N. Поэтому, для верхнего
решения 𝜗 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)), где 𝑡0 ∈ 𝑀 (𝜏), системы сравнения (2) и нормы ∥𝑉𝛾 (𝑡0, 𝑥0)∥ вектора 𝑉𝛾 (𝑡0, 𝑥0) =
(𝑉1 (𝑡0, 𝑥0), . . . ,𝑉𝑞 (𝑡0, 𝑥0))𝑇 , существует число 𝜉 (𝑡0, ∥𝑉𝛾 (𝑡0, 𝑥0)∥) такое, что для любых 𝑡 ∈ R+ (𝑡0)

⋂
𝑀 (𝜏) имеет

место неравенство
∥ 𝜇 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0))∥ ⩽ 𝜉 (𝑡0, ∥𝑉𝛾 (𝑡0, 𝑥0)∥),

где 𝜇 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)) = (𝜗1 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0)), . . . , 𝜗𝑝 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0))𝑇 . Из условий 1) и 3) видно, что для любого
𝑡0 ∈ 𝑀 (𝜏) справедливо неравенство ∥𝑉𝛾 (𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝑎(𝑡0, 𝛼). Пользуясь теперь тем, что функция 𝜉 = 𝜉 (𝑡0, 𝑟 )
не убывает при любом фиксированном 𝑡0 ∈ 𝑀 (𝜏), получаем справедливое для любого 𝑡 ∈ R+ (𝑡0)

⋂
𝑀 (𝜏)

неравенство
𝑝 · ∥𝜇 (𝑡, 𝑡0,𝑉 (𝑡0, 𝑥0))∥ ⩽ 𝑝 · 𝜉 (𝑡0, 𝑎(𝑡0, 𝛼)) .

Из этого следует, что для каждого 𝑡 ∈ R+ (𝑡0)
⋂
𝑀 (𝜏) справедливо неравенство 𝑏 (∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥) ⩽ 𝑝 ·

𝜉 (𝑡0, 𝑎(𝑡0, 𝛼)). Так как число 𝑝 фиксировано, то при помощи условия 𝑏 (𝑟 ) → +∞ при 𝑟 → +∞ можно
выбрать такое число 𝛽 = 𝛽 (𝑡0, 𝛼) > 0, что 𝑝 · 𝜉 (𝑡0, 𝑎(𝑡0, 𝛼)) ⩽ 𝑏 (𝛽). Из этого неравенства получаем
справедливое для любого 𝑡 ∈ R+ (𝑡0)

⋂
𝑀 (𝜏) неравенство 𝑏 (∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥) ⩽ 𝑏 (𝛽). Так как по условию

теоремы функция 𝑏 (𝑟 ) является неубывающей, то из последнего неравенства вытекает, что для любого 𝑡 ∈
R+ (𝑡0)

⋂
𝑀 (𝜏) справедливо неравенство ∥𝑦 (𝑡, 𝑡0, 𝑥0)∥ ⩽ 𝛽 . Таким образом, установлено, что множество всех

решений системы (1) 𝑦-𝑧0-P-эквиограничено. Из этого, учитывая доказанную выше 𝑦-неограниченность
каждого решения системы (1), получаем, что множество всех решений системы (1) является 𝑦-𝑧0-
эквиосциллирующим. Теорема доказана. ■

Отметим, что если в формулировке теоремы 1 положить 𝑧 = 𝑥 , то теорема 1 становится достаточным
условием 𝑦-эквиосциллируемости множества всех решений системы (1) на языке вектор-функций
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Ляпунова. Если же в формулировке теоремы 1 положить 𝑦 = 𝑧 = 𝑥 , то теорема 1 становится достаточным
условием эквиосциллируемости множества всех решений системы (1) на языке вектор-функций Ляпунова.

Рассмотрим теперь случай, когда в теореме 1 для вектор-функций Ляпунова полагается 𝑙 = 1, т. е.
когда вектор-функции Ляпунова являются функциями Ляпунова. При помощи неравенства (3) несложно
видеть, что в рассматриваемом случае теорема 1 превращается в следующее достаточное условие
𝑦-𝑧0-эквиосциллируемости множества всех решений системы (1) на языке функций Ляпунова.

Предложение 3. Предположим, что для системы (1) имеются следующие объекты:
a) P-последовательность 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N;
b) неотрицательная непрерывно дифференцируемая функция 𝑉 : R+ × R𝑛 → R (функция Ляпунова)
c) непрерывно дифференцируемая положительная функция𝑊 : R+ × R𝑛 → R;
e) непрерывная функция 𝑔 : R+ × R→ R,

которые удовлетворяют условиям:
1) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑀 (𝜏) ×R𝑛 справедливо двойное неравенство 𝑏 (∥𝑦∥) ⩽ 𝑉 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑎(𝑡, ∥𝑧∥), где функции

𝑏 (𝑟 ) и 𝑎(𝑡, 𝑟 ) такие же, как в теореме 1;
2) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ R+ × R𝑛 имеет место неравенство ¤𝑉 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑔(𝑡,𝑉 (𝑡, 𝑥));
3) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑁 (𝜏) × R𝑛 справедливо неравенство𝑊 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑑 (∥𝑦∥), где функция 𝑑 (𝑟 ) такая же,

как в теореме 1;
4) для любых (𝑡, 𝑥) ∈ R+ × R𝑛 имеет место неравенство ¤𝑊 (𝑡, 𝑥) ⩾ ℎ(𝑊 (𝑡, 𝑥)), где функция ℎ(𝑟 ) такая же,

как в теореме 1;
5) множество всех решений уравнения ¤𝜗 = 𝑔(𝑡, 𝜗), 𝑡 ∈ R+, 𝜗 ∈ R является P-эквиограниченным

относительно P-последовательности 𝜏 = (𝜏𝑖 )𝑖∈N.
Тогда множество всех решений системы (1) является 𝑦-𝑧0-эквиосциллирующим. ■
В заключение отметим, что если в формулировке предложения 3 положить 𝑧 = 𝑥 , то предложение 3

превращается в достаточное условие 𝑦-эквиосциллируемости множества всех решений системы (1) на
языке функций Ляпунова. Если же в формулировке предложения 3 положить 𝑦 = 𝑧 = 𝑥 , то предложение
3 превращается в достаточное условие эквиосциллируемости множества всех решений системы (1) на
языке функций Ляпунова.
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