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Аннотация. В работе для описания равновесных ситуаций в биматричной игре применяются принципиально
отличные от известных методы. Они основаны на геометрии гиперболического параболоида (ГП) – как графика
среднего выигрыша. Мы применяем в допустимых случаях (полный график ГП) следующие геометрические методы;
1 метод – анализ частных производных функций средних выигрышей игроков; 2 метод – анализ параболических
сечений графика ГП; 3 метод – анализ гиперболических сечений графика ГП. Первыйметод был анонсирован в тезисах
сообщений ВЗМШ 2025. Кроме того, в работе получены общие формулы для вычисления суммы выигрыша через
определители игровых матриц. В известных авторам работах указанные подходы не найдены. Для компактности
изложения все методы сведены в одном утверждении.
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Abstract. The paper uses fundamentally different methods from the known ones to describe equilibrium situations in a
bimatrical game. They are based on the geometry of the hyperbolic paraboloid (GP), as a graph of the average gain. In
acceptable cases (the full GP graph), we use the following geometric methods; 1 method is the analysis of partial derivatives
of the functions of the average winnings of the players; 2 method is the analysis of parabolic sections of the GP graph; 3
method is the analysis of hyperbolic sections of the GP graph; The first method was announced in the abstracts of the WSMSH
2025. In addition, the paper presents general formulas for calculating the amount of winnings using the determinants of game
matrices. These approaches have not been found in any other published work. For the sake of brevity, all the methods are
summarized in a single statement.
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1. Введение. Для описания равновесных ситуаций в биматричной игре применяются различные
методы: первый метод – анализ частных производных функций средних выигрышей игроков; второй
метод - анализ параболических сечений графика ГП; третий метод - анализ гиперболических сечений
графика ГП. Первый метод был анонсирован в тезисах сообщений ВЗМШ 2025 [1] и работе [2]. Описание
равновесных ситуаций биматричной игры 2 x 2 хорошо исследованы (Дж. Нэш), например в [3] для
каждой игры (пары матриц) применяется исследование несложных неравенств. Эти неравенства содержат
4 параметра, связанных с матрицами. Еще решение в смешанных стратегиях можно сводить к решению
системы линейных уравнений для точки внутри квадрата [0, 1]2, или получению чистого решения на
границе этого квадрата. Известны и развиваются, например, в работах [4, 5, 6], подходы к применению
теории игр к задачам для силовых структур.

2. Определения, обозначения и описание равновесных ситуаций в биматричной игре 2 × 2.
Рассмотрим игру 2х2, заданную платежными матрицами игроков 𝐴 и 𝐵.
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(
(𝑎1;𝑏1) (𝑎1;𝑏2)
(𝑎2;𝑏1) (𝑎2;𝑏2)

)
⇔ 𝐴 =

(
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

)
𝐵 =

(
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

)
.

Средние выигрыши каждого игрока

𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦) = 𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎12𝑥 (1 − 𝑦) + 𝑎21 (1 − 𝑥)𝑦 + 𝑎22 (1 − 𝑥) (1 − 𝑦),

𝐻𝐵 (𝑥, 𝑦) = 𝑏11𝑥𝑦 + 𝑏12𝑥 (1 − 𝑦) + 𝑏21 (1 − 𝑥)𝑦 + 𝑏22 (1 − 𝑥) (1 − 𝑦).

Определение 1.1. [7] Пара чисел 0 ≤ 𝑥0 ≤ 1 , 0 ≤ 𝑦0 ≤ 1 определяет равновесную ситуацию, если для
любых 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 одновременно выполняются следующие неравенства:

𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦0) ≤ 𝐻𝐴 (𝑥0, 𝑦0) , 𝐻𝐵 (𝑥0, 𝑦) ≤ 𝐻𝐵 (𝑥0, 𝑦0) . (1)

Для описания равновесных ситуаций мы воспользуемся структурой поверхности гиперболического
параболоида.

Средние выигрыши каждого игрока преобразуем к виду

𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦) = (𝑎11 − 𝑎12 − 𝑎21 + 𝑎22) 𝑥𝑦 + (𝑎12 − 𝑎22) 𝑥 + (𝑎21 − 𝑎22) 𝑦 + 𝑎22,

𝐻𝐵 (𝑥, 𝑦) = (𝑏11 − 𝑏12 − 𝑏21 + 𝑏22) 𝑥𝑦 + (𝑏12 − 𝑏22) 𝑥 + (𝑏21 − 𝑏22) 𝑦 + 𝑏22 .
(2)

Введем обозначения:
𝐶 = 𝑎11 − 𝑎12 − 𝑎21 + 𝑎22, 𝛼 = 𝑎22 − 𝑎12;

𝐷 = 𝑏11 − 𝑏12 − 𝑏21 + 𝑏22, 𝛽 = 𝑏22 − 𝑏21.

3. Получение координат точки равновесия разными способами. Теорема 1.1. Если 𝐶𝐷 ≠ 0
(Полный график ГП), то точка равновесия (𝑥0, 𝑦0) определяется из решения системы

𝑑

𝑑𝑥
𝐻𝐴 (𝑥,𝑦) = 0;

𝑑

𝑑𝑦
𝐻𝐵 (𝑥,𝑦) = 0.

(3)

Также координаты точки равновесия можно определить как решение системы{
𝐻𝐴 (𝑦,𝑦) = 𝐻𝐴 (−𝑦,𝑦);
𝐻𝐵 (𝑥, 𝑥) = 𝐻𝐵 (𝑥,−𝑥).

(4)

Или решая систему 
𝐻𝐴 (𝑥,𝑦) +𝐻𝐴 (−𝑥,𝑦) = 2

det𝐴
𝐶

;

𝐻𝐵 (𝑥,𝑦) + 𝐻𝐵 (𝑥,−𝑦) = 2
det𝐵
𝐷

.

(5)

При этом:

1. Если 0 ≤ 𝑥0 ≤ 1 и 0 ≤ 𝑦0 ≤ 1 (рис. 1), то игра имеет три точки равновесия (0, 0), (1, 1) и (𝑥0, 𝑦0) для
𝑥0 =

𝛽

𝐷
, 𝑦0 =

𝛼
𝐶
. Средние выигрыши вычисляются по формулам:

𝐻𝐴 (0, 0) = 𝑎22, 𝐻𝐵 (0, 0) = 𝑏22;
𝐻𝐴 (1, 1) = 𝑎11, 𝐻𝐵 (1, 1) = 𝑏11;

𝐻𝐴 (𝑥0, 𝑦0) = det(𝐴)
𝐶

, 𝐻𝐵 (𝑥0, 𝑦0) = det(𝐵)
𝐷

.

(6)

2. Если 𝑥0 > 1 и 𝑦0 > 1, то координаты «седловой точки» поверхности гиперболического параболоида
не принадлежат квадрату [0, 1]2. В этом случае есть только одна точка равновесия (0, 0). Это –
«дилемма узников» в общем виде.

4. Доказательство.
4.1. Формулы (3).
Пусть 0 ≤ 𝑥0 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦0 ≤ 1. Запишем первую строчку (2) в виде

𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 (𝐶𝑦 − 𝛼) + (𝑎21 − 𝑎22) 𝑦 + 𝑎22. (7)

При фиксированном 𝑦 — формула (7), это уравнение прямой линии (прямая в сечении ГП, (рис. 2)).
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Изменения в уравнении прямой линии зависят от коэффициента. Чтобы уменьшить влияние игрока
𝐴 с помощью параметра 𝑥 приравняем частную производную по этому параметру к нулю.

Получаем 𝑑
𝑑𝑥
𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦) =𝐶𝑦 − 𝛼 = 0 или 𝑦0 =

𝛼
𝐶
.

Аналогично для игрока 𝐵 . Запишем вторую строчку (2) в виде.

𝐻𝐵 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 (𝐷𝑥 − 𝛽) + (𝑏12 − 𝑏22) 𝑥 + 𝑏22 . (8)

При фиксированном 𝑥 — это уравнение прямой линии в сечении ГП (рис. 2). Изменения в прямой
линии зависят от коэффициента. Чтобыуменьшить влияниеигрока𝐵 с помощьюпараметра𝑦, приравняем
частную производную по этому параметру к нулю.

Получаем 𝑑
𝑑𝑦
𝐻𝐵 (𝑥, 𝑦) = 𝐷𝑥 − 𝛽 = 0 или 𝑥0 =

𝛽

𝐷
.

Нижние формулы в (6) получаются подстановкой значений (𝑥0, 𝑦0) в формулы (7) и (8).
4.2. Формулы (4). Сечения ГП, для которых 𝑥 −𝑦 = 0 или 𝑥 +𝑦 = 0, будем называть параболическими

сечениями 𝑁1 и 𝑁2.
Согласно (рис. 2) параболы в этих сечениях в качестве общей точки имеют «седловую точку» как

общую точку двух парабол в указанных сечениях.
Пусть 0 ≤ 𝑥0 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦0 ≤ 1. Первый игрок пользуется матрицей 𝐴 и выбирает смешанное решение

путем изменения переменной 𝑥 . Выберем два сечения в ГП, в которых мы имеем параболы с вершинами
в седловой точке. Это сечения: 𝑥 = 𝑦 и 𝑥 = −𝑦 (рис. 2). Применяя формулу (7) для этих сечений, получаем

𝐻𝐴 (𝑦, 𝑦) = 𝑦 (𝐶𝑦 − 𝛼) + (𝑎21 − 𝑎22) 𝑦 + 𝑎22,

𝐻𝐴 (−𝑦, 𝑦) = −𝑦 (𝐶𝑦 − 𝛼) + (𝑎21 − 𝑎22) 𝑦 + 𝑎22 .

Из первого равенства в (4) получаем 2𝑦 (𝐶𝑦 − 𝛼) − 0 и два корня 𝑦 = 0 и 𝑦0 =
𝛼
𝐶
.

Учитывая, что второй игрок пользуется матрицей 𝐵 и выбирает смешанное решение путем изменения
переменной 𝑦, получаем

𝐻𝐵 (𝑥, 𝑥) = 𝑥 (𝐷𝑥 − 𝛽) + (𝑏12 − 𝑏22) 𝑥 + 𝑏22

𝐻𝐵 (𝑥, −𝑥) = −𝑥 (𝐷𝑥 − 𝛽) + (𝑏12 − 𝑏22) 𝑥 + 𝑏22 .

Из второго равенства в (4) получаем 2𝑥 (𝐷𝑥 − 𝛽) − 0 и два корня 𝑥 = 0, 𝑥0 =
𝛽

𝐷
. Нижние формулы в (5)

получаются подстановкой значений (𝑥0, 𝑦0) в формулы (6) и (7). Точки (0, 0), (1, 1) относятся к частым
стратегиям.

4.3. Формулы (5). Сечение ГП построенного для функции выигрыша каждого игрока, параллельное
плоскости 𝑋𝑂𝑌 , будем называть “гиперболическим сечением”. Заметим, что гиперболы в сечениях ГП
параллельно плоскости 𝑋𝑂𝑌 , проведенных ниже седловой точки и выше седловой точки, определяют
гиперболы, повернутые относительно друг друга на 𝜋/2.

Пусть 0 ≤ 𝑥0 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦0 ≤ 1. Рассмотрим первое равенство в (5). Сечения выше и ниже седловой точки,
учитывая поворот, имеют вид:

𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦) = 𝐻𝐴 (𝑥0, 𝑦0) + Ω,

𝐻𝐴 (−𝑥, 𝑦) = 𝐻𝐴 (𝑥0, 𝑦0) − Ω,

для некоторой константы Ω.
Сложение дает первое равенство в (5). Воспользуемся формулой

𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 (𝐶𝑦 − 𝛼) + (𝑎21 − 𝑎22) 𝑦 + 𝑎22.

Первый игрок может менять первую переменную. После сложения получаем

2 (𝑎22 − 𝑎21) 𝑦 + 2𝑎22 = 2 det𝐴
𝐶

;
(𝑎22 − 𝑎21) 𝑦 =

(𝑎22−𝑎21 ) (𝑎22−𝑎12 )
𝐶

.

𝑦 =
𝑎22−𝑎12

𝐶
= 𝛼

𝐶
.

Для второго равенства в (5) воспользуемся формулой

𝐻𝐵 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 (𝐷𝑥 − 𝛽) + (𝑏12 − 𝑏22) 𝑥 + 𝑏22 .

Второй игрок может менять вторую переменную. После сложения получаем

2 (𝑏22 − 𝑏21) 𝑦 + 2𝑏22 = 2 det𝐵
𝐷

;
𝑦 =

(𝑎22−𝑎21 )
𝐷

=
𝛽

𝐷
.
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Для случая 𝑥0 > 1, 𝑦0 > 1 координаты «седловой точки» поверхности гиперболического параболоида не
принадлежат квадрату [0, 1]2. В этом случае есть только одна точка равновесия (0, 0).

Рис. 1. (𝑥0, 𝑦0) ∈ (0, 1) × (0, 1)
Fig. 1. (𝑥0, 𝑦0) ∈ (0, 1) × (0, 1)

is2

Рис. 2. Гиперболический параболоид
Fig. 2. Hyperbolic paraboloid

Если 𝐶𝐷 ≠ 0, то получаем формулы

𝐻𝐴 (𝑥0, 𝑦0) =
det(𝐴)
𝐶

,𝐻𝐵 (𝑥0, 𝑦0) =
det(𝐵)
𝐷

,

определяющие выигрыш игроков.
Рассмотрим специальные случаи: 𝐶𝐷 = 0.
Условие 𝐶𝐷 = 0 распадается на три варианта: 𝐶 = 0, 𝐷 ≠ 0, 𝐷 = 0, 𝐶 ≠ 0, 𝐶 = 0, 𝐷 = 0. В каждом

варианте поверхность ГП превращается в плоскость. Данная ситуация описана в литературе, не является
целью работы и намечена фрагментарно.

Дадим фрагменты описания функция среднего выигрыша игроков и графические иллюстрации
множества точек равновесия.

1) 𝐶 = 0, 𝐷 ≠ 0. В этом случае уравнение 𝐻𝐴 (𝑥, 𝑦) = (𝑎12 − 𝑎22) 𝑥 + (𝑎21 − 𝑎22) 𝑦 + 𝑎22 представляет
собой плоскость и с учетом равенства 𝐶 = 0 справедливо равенство

max (𝐻𝐴 (0, 0), 𝐻𝐴 (0, 1), 𝐻𝐴 (1, 0), 𝐻𝐴 (1, 1)) = max (𝑎11, 𝑎12, 𝑎21, 𝑎22) .

С учетом анализа второй системы неравенств (7) получаем рис. 3.
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Рис. 3. 𝐶 = 0, 𝐷 ≠ 0
Fig. 3. 𝐶 = 0, 𝐷 ≠ 0

2) 𝐷 = 0,𝐶 ≠ 0

Рис. 4. 𝐷 = 0,𝐶 ≠ 0
Fig. 4. 𝐷 = 0,𝐶 ≠ 0

3) 𝐷 = 0,𝐶 = 0

Рис. 5. 𝐷 = 0,𝐶 = 0
Fig. 5. 𝐷 = 0,𝐶 = 0

4. Заключение. В качестве простого следствия получим утверждение для игроков с одной матрицей
(модель Дж. Неймана). Для этого случая 𝐴 = 𝐵 определены новые способы получения точек для игры
с нулевой суммой. В отличие от многочисленных работ по теории матричных игр в работе описание
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неподвижных точек проведено с помощью анализа геометрии ГП. Авторам не удалось найти подобного
подхода в известных им работах.
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