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Аннотация. Для распадающегося на линейные множители вырождающегося дифференциального уравнения
второго порядка найдено общее решение, вид которого зависит от знака коэффициентов при первой производной.
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1. Введение. Исследование вырождающихся дифференциальных уравнений, допускающих обраще-
ние в ноль коэффициентов при старшей производной, заключается в построении решений и изучении
их гладкости и асимптотики в окрестности точки вырождения. В настоящей работе мы приводим явные
формулы для решений и исследование гладкости решений дифференциальных уравнений, порождённых
произведением операторов вида

𝑝 (𝑡) 𝑑
𝑑𝑡

+ 𝑞(𝑡), 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0.

Полученные в статье результаты являются продолжением исследований по разрешимости вырож-
дающихся дифференциальных уравнений второго порядка, проведённых ранее в работах [1, 2, 3, 4, 5].
Основной особенностью рассматриваемых нами вырождающихся дифференциальных уравнений второго
порядка является не только вырождение коэффициента при второй производной, но также и вырождение
коэффициента при первой производной. Возможность такого исследования обусловлена представлением
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рассматриваемого уравнения в виде композиции. Именно этот факт отличает её от исследования в моно-
графии [6, с. 137], в которой требовалась определённая пропорциональность убывания коэффициента
при первой производной, когда 𝑡 → 0.

2. Асимптотика решений вырождающегося дифференциального уравнения первого порядка.
На промежутке [0, 𝑑], 𝑑 > 0 рассмотрим вырождающееся дифференциальное уравнение первого

порядка
𝑝 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑢 (𝑡) = 𝑔(𝑡). (1)

Условие 1. Коэффициенты и правая часть 𝑔(𝑡) уравнения (1) — действительные функции, причём
𝑝 (𝑡), 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, 𝑞(0) ≠ 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] при некотором𝑚 ∈ N0.

Уравнение (1) ранее было предметом исследования в статьях [6, 7, 8, 9]. Приведём далее необходимые
нам результаты об асимптотике решений уравнения (1), которые не вошли в вышеуказанные работы
[6, 7, 8, 9].

Решение уравнения (1) при 𝑔(𝑡) = 0 имеет вид

𝑢0 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ , 𝑡 > 0. (2)

Лемма 1.Пусть для коэффициентов уравнения (1) выполнено условие 1. Тогда для определяемой равенством
(2) функции 𝑢0 (𝑡) справедливы следующие утверждения.
1◦. При 𝑞(0) > 0 для любого 𝑘 ∈ N0

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = ∞, 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ (0, 𝑑], 𝑢0 (𝑡) ∉ 𝐶 [0, 𝑑] . (3)

2◦. При 𝑞(0) < 0 и 𝑝′ (0) = 0 для 𝜑𝑘 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] и любых 𝑘 ∈ N0

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = lim

𝑡→0+
𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ = 0, где 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑞(𝑡) + 𝑘𝑝′ (𝑡),

𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑢0 (𝑡) = 𝑜
(
𝑡𝑘

)
при 𝑡 → 0 + . (4)

3◦. При 𝑞(0) = 𝑞0 < 0 и 𝑝 (𝑡) = 𝑝1𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑝1 > 0, 𝑞(𝑡) = 𝑞0 + 𝑡𝑂 (1) справедливо

𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑], lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = 0 для любого 𝑘 <

[
−𝑞0

𝑝1

]
, (5)

наконец, 𝑢0 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], если −𝑞0

𝑝1
∈ N.

Доказательство. 1◦. При 𝑡 > 0, продифференцировав равенство (2), будем иметь

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = 𝜙𝑘 (𝑡)

𝑝𝑘 (𝑡)
exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ = 𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) + 𝑘𝑝′ (𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ ,
с некоторыми 𝜙𝑘 (𝑡), 𝜑𝑘 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], и, переходя к пределу при 𝑡 → 0+, получим утверждение (3).

2◦. Аналогично п. 1◦, при 𝑡 > 0 и 𝑞(0) < 0 справедливо предельное равенство

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = lim

𝑡→0+
𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞(𝜉) + 𝑘𝑝′ (𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬ = 0,

и, доопределив 𝑢0 (0) = 0, получим утверждение (4).
3◦. Учитывая асимптотику коэффициентов уравнения (1), при 𝑞(0) = 𝑞0 < 0 и 𝑄𝑘 (𝑡) = 𝑂 (1) ∈

𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑘 ∈ N0, после несложных преобразований будем иметь

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
0 (𝑡) = lim

𝑡→0+
𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«

𝑑∫
𝑡

𝑞0 + 𝜉𝑂 (1) + 𝑘 (𝑝1 + 2𝜉𝑂 (1))
𝑝1𝜉 (1 + 𝜉𝑂 (1) 𝑑𝜉

ª®¬ =

= lim
𝑡→0+

𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«
𝑑∫

𝑡

(𝑞0 + 𝑘𝑝1) (1 + 𝜉𝑂 (1))𝑑𝜉
𝑝1𝜉

ª®¬ = lim
𝑡→0+

𝜑𝑘 (𝑡) exp ©­«𝑞0 + 𝑘𝑝1

𝑝1

𝑑∫
𝑡

𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ exp(𝑂 (1)) =
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= lim
𝑡→0+

𝑄𝑘 (𝑡)𝑡−𝑞0/𝑝1−𝑘 =


0. если 𝑘 < −𝑞0

𝑝1
,

𝑄𝑘 (0), если 𝑘 = −𝑞0

𝑝1
,

∞, если 𝑘 > −𝑞0

𝑝1
.

Доопределив функцию 𝑢0 (𝑡) нулём 𝑢0 (0) = 0, получим утверждение (5). Лемма 1 доказана.
Укажем далее асимптотические свойства при 𝑡 → 0+ частных решений уравнения (1) для различных

значений 𝑞(0).
Лемма 2. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и 𝑞(0) > 0. Тогда

при любой функции 𝑔(𝑡) существует единственное ограниченное на [0, 𝑑] решение 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) этого уравнения,
определённое несобственным интегралом

𝑢+ (𝑡 ;𝑔) =
𝑡∫

0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑚+1 (0, 𝑑], (6)

и при этом

𝑢+ (0;𝑔) = 𝑔(0)
𝑞(0) , 𝑢

(𝑘 )
+ (0;𝑔) = 𝑔𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
=
𝑔′
𝑘−1 (0) − 𝑞

′
𝑘−1 (0)𝑢

(𝑘−1)
+ (0;𝑔)

𝑘𝑝′ (0) + 𝑞(0) , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, (7)

𝑔𝑘 (𝑡) = 𝑔′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘 )
+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑔0 (𝑡) = 𝑔(𝑡),

𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑝′ (𝑡) + 𝑞𝑘−1 (𝑡) = 𝑘𝑝′ (𝑡) + 𝑞(𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0, 𝑞0 (𝑡) = 𝑞(𝑡).

Доказательство. Нетрудно проверить, что определяемая равенством (6) функция 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) при 𝑡 > 0
удовлетворяет уравнению (1) и 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚+1 (0, 𝑑]. Используя правило Лопиталя, вычислим предел

lim
𝑡→0+

𝑢+ (𝑡 ;𝑔) = lim
𝑡→0+

𝑡∫
0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

𝑔(𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬𝑑𝜏
exp ©­«−

𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜉)
𝑝 (𝜉) 𝑑𝜉

ª®¬
=
𝑔(0)
𝑞(0) , (8)

и, доопределив 𝑢+ (0;𝑔) = 𝑔(0)
𝑞(0) , получим 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]

⋂
𝐶𝑚+1 (0, 𝑑].

Далее проведём процесс повышения гладкости функции 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) в точке 𝑡 = 0. Если функция 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈
𝐶 [0, 𝑑] ⋂𝐶𝑚+1 (0, 𝑑] — решение уравнения (1), то функция𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) = 𝑢′+ (𝑡 ;𝑔) при 𝑡 > 0, 𝑚 ≥ 1 удовлетворяет
уравнению 𝑝 (𝑡)𝑢′1 (𝑡 ;𝑔1) +𝑞1 (𝑡)𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) = 𝑔1 (𝑡), где 𝑞1 (𝑡) = 𝑝′ (𝑡) +𝑞(𝑡), 𝑞1 (0) > 0, 𝑔1 (𝑡) = 𝑔′ (𝑡) −𝑞′ (𝑡)𝑢+ (𝑡 ;𝑔).

Аналогично вычислениям, проведённым ранее в (8), получим

lim
𝑡→0+

𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) =
𝑔1 (0)
𝑞1 (0)

,

следовательно, 𝑢1 (𝑡 ;𝑔1) ∈ 𝐶 [0, 𝑑] и 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶1 [0, 𝑑].
Повторим этот процесс далее для любого 𝑘 ≤ 𝑚. Тогда функция 𝑢𝑘 (𝑡 ;𝑔𝑘 ) = 𝑢 (𝑘 )

+ (𝑡 ;𝑔) удовлетворяет
уравнению 𝑝 (𝑡)𝑢′

𝑘
(𝑡) +𝑞𝑘 (𝑡)𝑢𝑘 (𝑡 ;𝑔𝑘 ) = 𝑔𝑘 (𝑡), где 𝑔𝑘 (𝑡) = 𝑔′𝑘−1 (𝑡) −𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑢𝑘−1 (𝑡 ;𝑔𝑘 ), и при этом справедливо

(7)

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
+ (𝑡 ;𝑔) = 𝑔𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
= 𝑢

(𝑘 )
+ (0;𝑔), 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] .

Следовательно, 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] ⋂𝐶𝑚+1 (0, 𝑑].
Единственность ограниченного решения следует из утверждения 1◦ леммы 1. Лемма 2 доказана.
Таким образом, при 𝑡 > 0 общее решение уравнения (1) для случая 𝑞(0) > 0 имеет вид

𝑢 (𝑡) = 𝐶𝑢0 (𝑡) + 𝑢+ (𝑡 ;𝑔) = 𝐶 exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ +
𝑡∫

0

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (9)

с произвольной постоянной 𝐶 .
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В отличие от случая 𝑞(0) > 0, при 𝑞(0) < 0 частное решение уравнения (1) следует выбирать в виде

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 . (10)

Лемма 3. Пусть для коэффициентов и правой части уравнения (1) выполнено условие 1 и 𝑞(0) < 0. Тогда
определямая равенством (10) функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) является решением уравнения (1) и справедливы утверждения.
1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑝 (0) = 𝑝′ (0) = 0, для любых 𝑘 ∈ N0, 𝑘 ≤ 𝑚 выполнено

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑚+1 (0, 𝑑], 𝑢 (𝑘 )
− (0;𝑔) = 𝑔𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, (11)

где 𝑞0 (𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝑔0 (𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑝′ (𝑡) + 𝑞(𝑡), 𝑞𝑘 (0) < 0, 𝑔𝑘 (𝑡) = 𝑔′
𝑘−1 (𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘−1)
− (𝑡 ;𝑔). 2◦.

В случае слабого вырождения, если 𝑝 (0) = 0, 𝑝 (𝑡) = 𝑝1𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑝1 > 0, 𝑞(𝑡) = 𝑞0 + 𝑡𝑂 (1), 𝑞0 > 0 и

𝑔(𝑡) = 𝑔0 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑚𝑜 (1) при 𝑡 → 0+, то справедливы включения

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑞0

𝑝1
,

𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑞0

𝑝1
, −𝑞0

𝑝1
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≤ 𝑚, 𝑔 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≤ 𝑚, 𝑔 (𝑘0 ) (0) = 0.

(12)

3◦. Асимптотика функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) при 𝑡 → 0+ определяется равенствами (11), (12).
Доказательство. Непосредственной подстановкой проверяется тот факт, что функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) удовле-
творят уравнению (1) и, очевидно, что при этом

𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]
⋂

𝐶𝑚+1 (0, 𝑑],

а гладкость и асимптотика решения 𝑢− (𝑡 ;𝑔) в точке вырождения далее устанавливается, во многом,
аналогично лемме 2.

Используя правило Лопиталя, вычислим предел

lim
𝑡→0+

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = lim
𝑡→0+

−
𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

𝑔(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏
exp

(
−

𝑑∫
𝑡

𝑔(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

) =
𝑔(0)
𝑞(0) , (13)

и, доопределив 𝑢− (0;𝑔) = 𝑔(0)
𝑞(0) , получим 𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [0, 𝑑]

⋂
𝐶𝑚+1 (0, 𝑑].

Как и в лемме 2, повторяя процесс повышения гладкости, при 𝑞𝑘 (0) = 𝑘𝑝′ (0) + 𝑞(0) < 0, установим
𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑘 [0, 𝑑].

В случае 1◦ неравенство 𝑞𝑘 (0) < 0 выполняется для любого 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, что и приводит к соотношениям
(11). В случае 2◦ проведём более точные рассуждения, используя асимптотику коэффициентов.

Если 1 ≤ 𝑚 < −𝑞0

𝑝1
, то при 𝑡 → 0+ для определяемой равенством (10) функции 𝑢− (𝑡 ;𝑔) справедлива

асимптотика

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝑑) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

(𝑞(𝜉) − 𝑝′ (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 × exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ =

= −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝑑) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

(𝑞(𝜉) − 𝑝′ (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 × exp ©­«𝑞0

𝑝1

𝑑∫
𝑡

(1 + 𝜉𝑂 (1)) 𝑑𝜉
𝜉 (1 + 𝜉𝑂 (1))

ª®¬ =

= 𝑡−𝑞0/𝑝1 exp(𝑂 (1)) ©­«− 1
𝑝 (𝑑)

𝑑∫
𝑡

𝜏 (𝑞0−𝑝1 )/𝑝1

(
𝑔0 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝜏
𝑗 + 𝜏𝑚𝑜 (1)

)
exp(𝑂 (1)) 𝑑𝜏ª®¬ =
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= 𝑡−𝑞0/𝑝1 ©­«− 1
𝑝 (𝑑)

𝑑∫
𝑡

𝜏 (𝑞0−𝑝1 )/𝑝1

(
𝑔0 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝜏
𝑗 + 𝜏𝑚𝑜 (1)

)
𝑑𝜏

ª®¬ exp(𝑂 (1)) =

=

(
ℎ0𝑡

−𝑞0/𝑝1 +
𝑚∑︁
𝑗=1

ℎ 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑡𝑚𝑂 (1)

)
exp(𝑂 (1))

с некоторыми постоянными ℎ0, ℎ 𝑗 . Следовательно, 𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑], если𝑚 < −𝑞0

𝑝1
.

Если𝑚 > −𝑞0

𝑝1
∈ N, то последние преобразования выглядят иначе. При некотором𝑘0 = −𝑞0

𝑝1
∈ N, 𝑘0 ≤ 𝑚

и 𝑔 (𝑘0 ) (0) ≠ 0 будем иметь

𝑢− (𝑡 ;𝑔) = −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝑑) exp ©­«−

𝑑∫
𝜏

(𝑞(𝜉) − 𝑝′ (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 × exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ =

= 𝑡−𝑞0/𝑝1 ©­« −1
𝑝 (𝑑)

𝑑∫
𝑡

𝜏 (𝑞0−𝑝1 )/𝑝1 ©­«𝑔0 +
𝑘0−1∑︁
𝑗=1

𝑔 𝑗𝜏
𝑗 + 𝑔𝑘0𝜏

𝑘0 +
𝑚∑︁

𝑗=𝑘0+1
𝑔 𝑗𝜏

𝑗 + 𝜏𝑚𝑂 (1)ª®¬𝑑𝜏ª®¬ exp(𝑂 (1)) =

=
©­«ℎ0𝑡

−𝑞0/𝑝1 +
𝑘0−1∑︁
𝑗=1

ℎ 𝑗𝑡
𝑗 + 𝑔𝑘0𝑡

𝑘0 ln 𝑡 +
𝑚∑︁

𝑗=𝑘0+1
ℎ 𝑗𝑡

𝑗 + 𝑡𝑚𝑂 (1)ª®¬ exp(𝑂 (1)) ∈ 𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑] .

Наконец, в случае −𝑞0

𝑝1
∉ N, 𝑚 ≥ −𝑞0

𝑝1
и 𝑔 (𝑘0 ) (0) = 0, очевидно, 𝑢− (𝑡 ;𝑔) ∈ 𝐶 [−𝑞0/𝑝1 ] [0, 𝑑], что и завершает

доказательство леммы.
Таким образом, при 𝑡 > 0 общее решение уравнения (1) для случая 𝑞(0) < 0 имеет вид

𝑢 (𝑡) = 𝐶𝑢0 (𝑡) + 𝑢− (𝑡 ;𝑔) = 𝐶 exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬ −
𝑑∫

𝑡

𝑔(𝜏)
𝑝 (𝜏) exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑞(𝜉) 𝑑𝜉
𝑝 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (14)

с произвольной постоянной 𝐶 .
В заключение пункта отметим, что из равенств (8), (9), (13), (14) вытекает, что для любого ограниченного

решения 𝑢 (𝑡) уравнения (1) имеет место предельное соотношение

lim
𝑡→0+

𝑝 (𝑡)𝑢′ (𝑡) = 0.

3. Факторизованное вырождающееся дифференциальное уравнение второго порядка. Введём
в рассмотрение дифференциальные операторы

𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑎1 (𝑡)𝑢′ (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑢 (𝑡), 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑎2 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡) + 𝑏2 (𝑡)𝑣 (𝑡), 𝐿𝑣 (𝑡) = 𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡),

и, таким образом, оператор 𝐿 задаётся дифференциальным выражением второго порядка

𝐿𝑣 (𝑡) = 𝑎1 (𝑡)𝑎2 (𝑡)𝑣 ′′ (𝑡) +
(
𝑎1 (𝑡)𝑎′2 (𝑡) + 𝑎1 (𝑡)𝑏2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑎2 (𝑡)

)
𝑣 ′ (𝑡) +

(
𝑎1 (𝑡)𝑏′2 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡)𝑏2 (𝑡)

)
𝑣 (𝑡). (15)

Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝐿𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) (16)

и, используя результаты п. 2, построим решения этого уравнения. В дальнейшем будем предполагать,
что коэффициенты оператора 𝐿 в представлении (15) и в уравнении (16) удовлетворяют следующему
условию.

Условие 2. Для 𝑖 = 1, 2 функции 𝑎𝑖 (𝑡), 𝑏𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑎𝑖 (0) = 0, 𝑎𝑖 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, 𝑏𝑖 (0) ≠ 0, а
функция 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑], 𝑚 ∈ N0.

При нахождении решений уравнения (16) нам придётся рассмотреть несколько существенно различ-
ных случаев в зависимости от знаков коэффициентов 𝑏𝑖 (0).

Теорема 1. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) > 0. Тогда существует единственное
ограниченное решение 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
1

𝑎2 (𝑡)

𝑡∫
0

exp ©­«
𝑡∫

𝜏

𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ ×

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«

𝜏∫
𝜂

𝑎′1 (𝜉) − 𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜏)

ª®®¬𝑑𝜏, (17)
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и при 𝑡 → 0+ справедлива асимптотика

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
1 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (18)

где 𝑣1 (0; 𝑓 ) = 𝑢+ (0; 𝑓 )
𝑏2 (0)

, 𝑣
(𝑘 )
1 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑣

(𝑘 )
1 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑓0 (𝑡) = 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ),

𝑞0 (𝑡) = 𝑏2 (𝑡), 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑎′2 (𝑡) + 𝑏2 (𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0 для 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚,

𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, 𝑢+ (0; 𝑓 ) = 𝑓 (0)
𝑏1 (0)

, 𝑢
(𝑘 )
+ (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
,

𝑞0 (𝑡) = 𝑏1 (𝑡), 𝑓0 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘 )
+ (𝑡 ; 𝑓 ),

𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑎′1 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0 для 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚.
Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют функции

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ , 𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (19)

причём
lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = ∞. (20)

Доказательство. Решение 𝑣 (𝑡) уравнения (16) будем строить в два этапа. Запишем это уравнение
в виде системы двух уравнений 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑡), 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) и используя леммы 1 и 2, определим
последовательно функции𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡) как решения соответствующих вырождающихся дифференциальных
уравнений первого порядка.

Согласно представлению (9), общее решение уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) имеет вид:

𝑢 (𝑡) = 𝐶1𝑢01 (𝑡) + 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) = 𝐶1 exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ +
𝑡∫

0

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (21)

с произвольной постоянной 𝐶1. При этом для любого 𝑘 ∈ N0

lim
𝑡→0+

𝑢
(𝑘 )
01 (𝑡) = ∞, 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑]

⋂
𝐶𝑚+1 (0, 𝑑], 𝑢+ (0; 𝑓 ) = 𝑓 (0)

𝑏1 (0)
,

𝑢
(𝑘 )
+ (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
=
𝑓 ′
𝑘−1 (0) − 𝑞

′
𝑘−1 (0)𝑢

(𝑘−1)
+ (0; 𝑓 )

𝑘𝑎′1 (0) + 𝑏1 (0)
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, (22)

где 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′
𝑘−1 (𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘 )
+ (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶 [0, 𝑑], 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑝′ (𝑡) + 𝑞𝑘−1 (𝑡) = 𝑘𝑎′1 (𝑡) + 𝑞(𝑡), 𝑞𝑘 (0) > 0, 𝑞0 (𝑡) =

𝑏1 (𝑡), 𝑓0 (𝑡) = 𝑓 (𝑡).
Запишем теперь решение уравнения (16), как решение уравнения первого порядка 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑡) с

правой частью, определённой в (21).
Для этого вначале определим частное решение 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) в соответствии с представлением (9), в которое

подставим 𝑢+ (𝑡) из (21). Будем иметь

𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

𝑢+ (𝜏)
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«
𝑡∫

𝜏

−𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 = 1
𝑎2 (𝑡)

𝑡∫
0

𝑢+ (𝜏) exp ©­«
𝑡∫

𝜏

(𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
=

1
𝑎2 (𝑡)

𝑡∫
0

©­­«exp ©­«
𝑡∫

𝜏

𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬

𝜏∫
0

exp
©­­«

𝜏∫
𝜂

𝑎′1 (𝜉) − 𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬𝑑𝜏

ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜏)

,

что и приводит к (17), (18).
Линейно независимые решения однородного уравнения (16) 𝑣02 (𝑡) и 𝑣12 (𝑡) имеют вид (19) и образуют

фундаментальную систему решений независимо от соотношения знаков 𝑏1 (0) и 𝑏2 (0). При этом для
𝑏1 (0) > 0 и 𝑏2 (0) > 0 после несложных преобразований получим

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ , 𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=
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=
1

𝑎2 (𝑑)
exp ©­«

𝑑∫
𝑡

(
𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

+ 𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

)
𝑑𝜉

ª®¬
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

(
𝑎′2 (𝜉) − 𝑏2 (𝜉)

)
𝑑𝜉

𝑎2 (𝜉)
ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

−𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 (23)

и 𝑣12 (𝑡) → +∞ при 𝑡 → 0+, что подтверждает справедливость второго соотношения в (20).
Справедливость же первого соотношения в (20) очевидна. Следовательно, определяемая равенством

(17) функция 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) является единственным ограниченным решением уравнения (16), что и завершает
доказательство теоремы 1.

Теорема 2. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) < 0. Тогда существует решение 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈
𝐶𝑚+1 (0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«−

𝜏∫
𝜂

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
. (24)

1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑎2 (0) = 𝑎′2 (0) = 0, функция 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и при 𝑡 → 0+
справедлива асимптотика

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
2 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (25)

где 𝑣2 (0; 𝑓 ) = 𝑢+ (0; 𝑓 )
𝑏2 (0)

, 𝑣
(𝑘 )
2 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) −𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑣

(𝑘 )
2 (𝑡 ; 𝑓 ), а остальные обозначения введены

в теореме 1. Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют определяемые
равенством (19) функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣02 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N при 𝑡 → 0+
и lim

𝑡→0+
𝑣12 (𝑡) = ∞.

2◦. В случае слабого вырождения, когда

𝑎′2 (0) ≠ 0, 𝑎2 (𝑡) = 𝑎21𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎21 > 0, 𝑏2 (𝑡) = 𝑏20 + 𝑡𝑂 (1),

функция 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) допускает асимптотическое представление (25) и

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏20

𝑎21
,

𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏20

𝑎21
, −𝑏10

𝑎11
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
, 𝑘0 ≤ 𝑚, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0,

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют определяемые равенством (19)

функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑] ⋂𝐶∞ (0, 𝑑] для −𝑏20

𝑎21
∉ N, 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] для

−𝑏20

𝑎21
∈ N, lim

𝑡→0+
𝑣12 (𝑡) = ∞.

Доказательство. Как и в теореме 1 построение решения уравнения (16) проводим в два этапа. Вначале
возьмём решение𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), определённое равенством (21) и с той же асимптотикой
(22). Далее, воспользовавшись равенством (9), запишем частное решение 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения первого
порядка 𝐿2 (𝑡) = 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ), которое имеет вид

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑢+ (𝜏 ; 𝑓 ) 𝑑𝜏
𝑎2 (𝜏)

=

= −
𝑑∫

𝑡

©­­«
𝜏∫

0

exp
©­­«−

𝜏∫
𝜂

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®®¬
𝑓 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
,

что и устанавливает представление (24).
Так же как в теореме 1, фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют

определяемые равенством (19) функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡).
Поскольку 𝑢+ (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑], то в случае 1◦ сильного вырождения утверждение о гладкости функции

𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) в точке 𝑡 = 0 вытекает из леммы3. Кроме того, функция 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] и lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 0 для𝑘 ∈ N0,

что приводит к асимптотике (25).
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В случае 2◦ слабого вырождения утверждение о гладкости функций 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) и 𝑣02 (𝑡) в точке 𝑡 = 0 также
вытекает из лемм 1 и 3.

Рассмотрим, наконец, поведение 𝑣12 (𝑡) при 𝑡 → 0+. Учитывая равенство (23), для сильного и для
слабого вырождения найдём предел, используя правило Лопиталя. Получим

lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = lim
𝑡→0+

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

(
𝑏1 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

− 𝑏2 (𝜂)
𝑎2 (𝜂)

)
𝑑𝜂

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

= lim
𝑡→0+

− exp ©­«
𝑑∫

𝑡

(
𝑏1 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

− 𝑏2 (𝜂)
𝑎2 (𝜂)

)
𝑑𝜂

ª®¬
𝑏2 (𝑡) exp ©­«−

𝑑∫
𝑡

𝑏2 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎2 (𝜂)

ª®¬
= − lim

𝑡→0+

exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬
𝑏2 (𝑡)

= +∞,

что завершает доказательство теоремы.
Теорема 3. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) > 0. Тогда существует решение 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈

𝐶𝑚+1 (0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑡∫

0

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
. (26)

1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑎1 (0) = 𝑎′1 (0) = 0, функция 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и при 𝑡 → 0+
справедлива асимптотика

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
3 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (27)

где

𝑣3 (0; 𝑓 ) = 𝑓 (0)
𝑏1 (0)𝑏2 (0)

,

𝑣
(𝑘 )
3 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞

′
𝑘−1 (𝑡)𝑣

(𝑘 )
3 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑓0 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ),

𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

𝑓 (𝜏)
𝑎1 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏, (28)

а остальные обозначения введены в теореме 1. Фундаментальную систему решений однородного уравнения
(16) образуют определяемая равенством (19) функция 𝑣02 (𝑡) и

𝑣12 (𝑡) =
𝑡∫

0

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
, (29)

при этом 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N при 𝑡 → 0+ и lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = ∞.

2◦. В случае слабого вырождения, когда

𝑎′1 (0) ≠ 0, 𝑎1 (𝑡) = 𝑎11𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎11 > 0, 𝑏1 (𝑡) = 𝑏10 + 𝑡𝑂 (1), 𝑏10 < 0,

функция 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) допускает асимптотическое представление (25) и

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏10

𝑎11
,

𝐶 [−𝑏10/𝑎11 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏10

𝑎11
, −𝑏10

𝑎11
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
, 𝑘0 ≤ 𝑚, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0.

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом

lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = ∞, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏10/𝑎11 ] [0, 𝑑], lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = 0, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] при − 𝑏20

𝑎21
∈ N.
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Доказательство. Как и в предыдущих теоремах построение решения проводим в два этапа. Учитывая
условие 𝑏1 (0) < 0 и лемму 3, вначале построим частное решение 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), которое
имеет вид (28).

В случае 1◦ 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и для любого 𝑘 ∈ N0, 𝑘 ≤ 𝑚 𝑢 (𝑘 )
− (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, где

𝑓0 (𝑡) = 𝑏1 (𝑡), 𝑞0 (𝑡) = 𝑏1 (𝑡), 𝑞𝑘 (𝑡) = 𝑘𝑎′1 (𝑡) + 𝑏1 (𝑡), 𝑞𝑘 (0) < 0, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′𝑘−1 (𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1 (𝑡)𝑢

(𝑘 )
− (0; 𝑓 ) .

Далее, в соответствии с представлением (16), запишем решение 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ),
которое имеет вид

𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑡∫

0

𝑢− (𝜏 ; 𝑓 )
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«−
𝑡∫

𝜏

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
= −

𝑡∫
0

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«−

𝑡∫
𝜏

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
,

что и устанавливает представления (26), (27) в случае сильного вырождения.
В условиях теоремы 3 фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют

введённые ранее функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], при этом

lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = ∞, 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N.

В случае 2◦ из лемм 2 и 3 также выводим включения для функции 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 )

𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏10

𝑎11
,

𝐶 [−𝑏10/𝑎11 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏10

𝑎11
, −𝑏10

𝑎11
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
, 𝑘0 ≤ 𝑚, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏10

𝑎11
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0,

а функция 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) сохраняет гладкость функции 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ).
В силу леммы 1 имеем

lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = ∞, 𝑣01 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ ∈ 𝐶 [−𝑏1 (0)/𝑎11 ] [0, 𝑑],

а, следовательно, и

lim
𝑡→0+

𝑣01 (𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = 0, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏1 (0)/𝑎11 ] [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] при − 𝑏1 (0)
𝑎11

∈ N.

Теорема доказана.
Теорема 4. Пусть выполнено условие 2 и 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) < 0, 𝑎′1 (0) = 0. Тогда существует решение

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚+1 (0, 𝑑] уравнения (16), определяемое равенством

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑑∫

𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
. (30)

1◦. В случае сильного вырождения, когда 𝑎2 (0) = 𝑎′2 (0) = 0, функция 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] и при 𝑡 → 0+
справедлива асимптотика

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑣
(𝑘 )
4 (0; 𝑓 )
𝑘!

𝑡𝑘 + 𝑡𝑚𝑜 (1), (31)

где 𝑣4 (0; 𝑓 ) = 𝑢− (0; 𝑓 )
𝑏2 (0)

, 𝑣
(𝑘 )
4 (0; 𝑓 ) = 𝑓𝑘 (0)

𝑞𝑘 (0)
, 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑓 ′

𝑘−1 (𝑡) − 𝑞
′
𝑘−1 (𝑡)𝑣

(𝑘 )
4 (𝑡 ; 𝑓 ), 𝑓𝑘 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ), а остальные

обозначения введены в теореме 3. Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют
определяемые равенством (19) функции 𝑣02 (𝑡) и 𝑣12 (𝑡), при этом 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], для функции 𝑣12 (𝑡)
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при 𝑡 → 0+ справедлива асимптотика 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N и lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 0, 𝑘 ∈ N0.

2◦. В случае слабого вырождения, когда

𝑎′2 (0) ≠ 0, 𝑎2 (𝑡) = 𝑎21𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎21 > 0, 𝑏2 (𝑡) = 𝑏20 + 𝑡𝑂 (1), 𝑏20 < 0,

функция 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) допускает асимптотическое представление вида (31) и

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈



𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑚 < −𝑏20

𝑎21
,

𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑], если 𝑚 ≥ −𝑏20

𝑎1
, −𝑏20

𝑎21
∉ N,

𝐶𝑘0−1 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏20

𝑎21
∈ 𝑁, 𝑓 (𝑘0 ) (0) ≠ 0,

𝐶𝑚 [0, 𝑑], если 𝑘0 = −𝑏20

𝑎21
∈ N, 𝑓 (𝑘0 ) (0) = 0.

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), при этом

𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑], lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 0 при 𝑘 <

[
−𝑏20

𝑎21

]
,

𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶 [−𝑏20/𝑎21 ] [0, 𝑑] при − 𝑏20

𝑎21
∉ N, 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶−𝑏20/𝑎21−1 [0, 𝑑] при − 𝑏20

𝑎21
∈ N.

Доказательство. Так же как и в теореме 3, построим частное решение 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡).
Далее, в соответствии с представлением (9), запишем частное решение 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) уравнения 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢− (𝑡 ; 𝑓 ).
Будем иметь

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) = −
𝑑∫

𝑡

𝑢− (𝜏 ; 𝑓 )
𝑎2 (𝜏)

exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬𝑑𝜏 =
=

𝑑∫
𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
.

Фундаментальную систему решений однородного уравнения (16) образуют введённые в теореме 1
функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡).

Асимптотика (31) функции 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) в точке 𝑡 = 0 следует из леммы 3 с учётом гладкости решения
𝑢− (𝜏 ; 𝑓 ). В случае сильного вырождения 1◦ из леммы 1 следует 𝑢− (𝜏 ; 𝑓 ) ∈ 𝐶𝑚 [0, 𝑑] с асимптотикой (11) и в
силу леммы 3 получим (31).

Асимптотика функции 𝑣02 (𝑡) в точке 𝑡 = 0 установлена в теореме 2, а по лемме 3 функция 𝑣12 (𝑡) ∈
𝐶∞ [0, 𝑑] и для неё справедлива асимптотика вида (11), что завершает доказательство 1◦.

В случае слабого вырождения 2◦ имеем 𝑎2 (𝑡) = 𝑎21𝑡 + 𝑡2𝑂 (1), 𝑎21, 𝑏2 (𝑡) = 𝑏20 + 𝑡𝑂 (1), и утверждения
теоремы относительно гладкости и асимптотики (31) функции 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) справедливы в силу леммы 3.
Требуемые утверждения относительно фундаментальной системы решений 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) однородного
уравнения (16) устанавливаются как и в лемме 1, что и завершает доказательство теоремы.

4. Начальная задача дляфакторизованного вырождающегося дифференциального уравнения
второго порядка. Назовём начальной задачей в точке 𝑡 = 0 задачу нахождения решения уравнения (16),
удовлетворяющего условию

lim
𝑡→0+

𝑣 (𝑡) = 𝑣0. (32)

Утверждения теорем 1—4 позволяют установить разрешимость задачи (16), (32).

Теорема 5. Пусть выполнено условие 2. Тогда лишь при единственном значении 𝑣0 =
𝑓 (0)

𝑏1 (0)𝑏2 (0)
задача

(16), (32) имеет решение 𝑣 (𝑡) и для него справедливы следующие утверждения.
1◦. Если 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) > 0, то существует единственное решение 𝑣 (𝑡) = 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) задачи (16), (32), которое
определяется формулой (17), и для этого решения справедлива асимптотика (18).
2◦. Если 𝑏1 (0) > 0, 𝑏2 (0) < 0 и 𝑎′2 (0) = 0, то существует однопараметрическое семейство функций
𝑣 (𝑡,𝐶1) = 𝐶1𝑣02 (𝑡) + 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ), где 𝐶1 — произвольная постоянная, 𝑣02 (𝑡), 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) определены соответственно в
(19), (24), каждая функция которого является решением задачи (16), (32). При этом для 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) справедлива
асимптотика (25) и

𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣02 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) при 𝑡 → 0+, 𝑘 ∈ N.
3◦. Если 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) > 0, 𝑎′1 (0) = 0, то существует однопараметрическое семейство функций
𝑣 (𝑡,𝐶2) = 𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ), где 𝐶2 — произвольная постоянная, 𝑣12 (𝑡), 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) определены соответственно в
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(29), (26), каждая функция которого является решением задачи (16), (32). При этом для 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) справедлива
асимптотика (27) и

𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) при 𝑡 → 0+, 𝑘 ∈ N.

4◦. Если 𝑏1 (0) < 0, 𝑏2 (0) < 0 и 𝑎′1 (0) = 𝑎′2 (0) = 0, то существует двухпараметрическое семейство функций
𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) = 𝐶1𝑣02 (𝑡) + 𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ), где 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные, 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 )
определены соответственно в (19), (30), каждая функция которого является решением задачи (16), (32). При
этом для 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) справедлива асимптотика (31) и 𝑣02 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣12 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑], 𝑣02 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ), 𝑣12 (𝑡) =
𝑜 (𝑡𝑘 ) при 𝑡 → 0+, 𝑘 ∈ N.
Доказательство. Справедливость утверждений во всех случаях 1◦–4◦ вытекает соответственно из теорем
1–4 и того факта, что

lim
𝑡→0+

𝑣𝑖 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 (0)

𝑏1 (0)𝑏2 (0)
, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

В случае неограниченности при 𝑡 → 0+функций 𝑣02 (𝑡) и 𝑣12 (𝑡) из фундаментальной системы решений
однородного уравнения (16), в общем решении постоянные перед этими функциями следует положить
равными нулю. Теорема доказана.

Замечание 1. Устранение условия 𝑎′1 (0) = 0 или 𝑎′2 (0) = 0 в случае теоремы 5 приводит лишь к
изменению гладкостифункций 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) в точке 𝑡 = 0 и некоторому усложнениюдоказательства.

5. Примеры. В этом пункте приведём примеры, иллюстрирующие утверждения теорем 1—5. Отметим,
что решения в примерах 1—4 получены с помощью системы Wolfram Mathematica.

Пример 1. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = 1, 𝑏2 = 𝑡 + 1, 𝑓 (𝑡) = 1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и решение 𝑣 (𝑡) начальной
задачи (16), (32) представимы соответственно в виде

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(

1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2 ln 𝑡 − Ei

(
−1
𝑡

))
,

𝑣 (𝑡) = 𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) = −1
𝑡

exp
(

1
𝑡

)
Ei

(
−1
𝑡

)
, lim

𝑡→0+
𝑣1 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1,

где Ei (·) — интегральная показательная функция. Пример является иллюстрацией к теореме 1 и пункту 1◦
теоремы 5.

Пример 2. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = 1, 𝑏2 = 𝑡 − 1, 𝑓 (𝑡) = −1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и однопараметрическое
семейство решений 𝑣 (𝑡,𝐶1) начальной задачи (16), (32) представимы соответственно в виде

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(
−1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2𝑡Ei1

(
2
𝑡

)
+ Ei1

(
1
𝑡

))
,

𝑣 (𝑡,𝐶1) = 𝐶1𝑣02 (𝑡) + 𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) =
1
𝑡

exp
(
−1
𝑡

) (
𝐶1 + Ei1

(
1
𝑡

))
, lim

𝑡→0+
𝑣2 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1,

где Ei1 (·) — модифицированная интегральная показательная функция, которая при действительных
𝑥 > 0 имеет вид

Ei1 (𝑥) = 𝛾 + ln𝑥 +
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛 𝑛!
,

𝛾 = 0, 5772157... — постоянная Эйлера. Пример является иллюстрацией к теореме 2 и пункту 2◦ теоремы 5.
Пример 3. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = −1, 𝑏2 = 𝑡 + 1, 𝑓 (𝑡) = −1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и однопараметрическое
семейство решений 𝑣 (𝑡,𝐶2) начальной задачи (16), (32) представимы соответственно в виде

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(

1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2Ei

(
−2
𝑡

)
− Ei

(
−1
𝑡

))
,
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𝑣 (𝑡,𝐶2) = 𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) =
1
𝑡

exp
(

1
𝑡

) (
𝐶2Ei

(
−2
𝑡

)
− Ei

(
−1
𝑡

))
, lim

𝑡→0+
𝑣3 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1.

Пример является иллюстрацией к теореме 3 и пункту 3◦ теоремы 5.
Пример 4. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡2, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = −1, 𝑏2 = 𝑡 − 1, 𝑓 (𝑡) = 1,

а начальное значение 𝑣0 = 1. Тогда общее решение 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) уравнения (16) и двухпараметрическое
семейство решений начальной задачи (16), (32) совпадают и имеют вид

𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
1
𝑡

exp
(
−1
𝑡

) (
𝐶1 +𝐶2 ln 𝑡 − Ei

(
1
𝑡

))
, lim

𝑡→0+
𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) = 1.

Пример является иллюстрацией к теореме 4 и пункту 4◦ теоремы 5.
В следующем примере мы покажем, как находятся решения рассматриваемой задачи с помощью

теорем 4 и 5(4◦).
Пример 5. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡3, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡2, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑏2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] .

Для рассматриваемого уравнения, следуя теореме 4, выпишем общее решение уравнения (16). Оно
имеет вид 𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) = 𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ), где

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉2
ª®¬ = exp

(
𝑏2

𝑡

)
exp

(
−𝑏2

𝑑

)
,

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜂) 𝑑𝜂
𝑎1 (𝜂)

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎2 (𝜉)

ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

𝑑∫
𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 𝑑𝜂

𝜂3
ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉2
ª®¬ 𝑑𝜏𝜏2 =

= exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉2
ª®¬

𝑑∫
𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

(
𝑏1

𝜂3 − 𝑏2

𝜂2

)
𝑑𝜂

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏2 = exp
(
−𝑏1

2𝑑2

)
exp

(
𝑏2

𝑡

) 𝑑∫
𝑡

exp
(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏2

𝜏

)
𝑑𝜏

𝜏2 ,

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑑∫

𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝑎1 (𝜂)

exp ©­«
𝜂∫

𝜏

𝑏1 (𝜉)
𝑎1 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 (𝜉)
𝑎2 (𝜉)

𝑑𝜉
ª®¬ 𝑑𝜏

𝑎2 (𝜏)
=

=

𝑑∫
𝑡

exp
(
𝑏2

𝑡
− 𝑏2

𝜏

) ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓 (𝜂)
𝜂3 exp

(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏1

2𝜂2

)
𝑑𝜂

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏2 ,

причём нетрудно убедиться, что
lim
𝑡→0+

𝑣02 (𝑡) = lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = 0,

и при 𝑡 → 0+ справедлива асимптотика 𝑣02 (𝑡) = 𝑣12 (𝑡) = 𝑜 (𝑡𝑘 ) для любого 𝑘 ∈ N.
Далее, используя правило Лопиталя, вычислим предел

lim
𝑡→0+

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) = lim
𝑡→0+

𝑑∫
𝑡

exp
(
−𝑏2

𝜏

) (
𝑑∫
𝜏

𝑓 (𝜂)
𝜂3 exp

(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏1

2𝜂2

)
𝑑𝜂

)
𝑑𝜏

𝜏2

exp
(
−𝑏2

𝑡

) =

= lim
𝑡→0+

−
𝑑∫
𝑡

𝑓 (𝜂) exp
(
− 𝑏1

2𝜂2

)
𝑑𝜂

𝜂3

𝑏2 exp
(
− 𝑏1

2𝑡2

) =
𝑓 (0)
𝑏1𝑏2

.

Таким образом, условие (32) будет выполняться для всех функций двухпараметрического семейства

𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) = 𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) лишь при единственном значении 𝑣 (0) = 𝑓 (0)
𝑏1𝑏2

.
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Замечание 2. Требование 𝑎′1 (0) = 0 в условии теоремы 4 исключает из рассмотрения двойное слабое
вырождение 𝑎′1 (0) ≠ 0, 𝑎′2 (0) ≠ 0. Отметим, что в этом случае гладкость решения уравнения (16) проще
исследовать непосредственно. Процесс исследования покажем на следующем примере.

Пример 6. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑏2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .

Выбрав некоторое𝑑 > 0 и следуя рассуждениям теоремы 4, построим решения полученного уравнения.
Общее решение уравнения (16) имеет вид (30)

𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) = 𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡) + 𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ).

При 𝑏2 − 𝑏1 ≠ 0 получим

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑑∫

𝑡

©­«
𝑑∫

𝜏

𝑓

𝜂
exp ©­«

𝜂∫
𝜏

𝑏1𝑑𝜉

𝜉

ª®¬𝑑𝜂ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏 =
𝑓 𝑡−𝑏2

𝑏1

𝑑∫
𝑡

𝜏𝑏2−𝑏1−1
(
𝑑𝑏1 − 𝜏𝑏1

)
𝑑𝜏 =

=
𝑓 𝑑𝑏2

𝑏1 (𝑏2 − 𝑏1)
𝑡−𝑏2 − 𝑓 𝑑𝑏1

𝑏1 (𝑏2 − 𝑏1)
𝑡−𝑏1 − 𝑓 𝑑𝑏2

𝑏1𝑏2
𝑡−𝑏2 + 𝑓

𝑏1𝑏2
,

а при 𝑏2 − 𝑏1 = 0 имеем

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) =
𝑓 𝑡−𝑏1

𝑏1

𝑑∫
𝑡

𝜏−1
(
𝑑𝑏1 − 𝜏𝑏1

)
𝑑𝜏 =

𝑓 𝑑𝑏1

𝑏1
𝑡−𝑏1 ln

𝑑

𝑡
− 𝑓 𝑑𝑏1

𝑏2
1
𝑡−𝑏1 + 𝑓

𝑏2
1
.

Таким образом, при 𝑏2 − 𝑏1 ≠ 0

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈


𝐶∞ [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∈ N,
𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∈ N,
𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∉ N,

𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∉ N, −𝑏2 < −𝑏1,

а при 𝑏2 − 𝑏1 = 0

𝑣4 (𝑡 ; 𝑓 ) ∈
{
𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N,

𝐶−𝑏1−1 [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N.

Образующие фундаментальную систему решений функции 𝑣02 (𝑡), 𝑣12 (𝑡) имеют следующий вид:

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ =

(
𝑑

𝑡

)𝑏2

∈
{
𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏2 ∉ N,

𝐶∞ [0, 𝑑], если − 𝑏2 ∈ N,

при 𝑏2 − 𝑏1 ≠ 0

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 𝑑𝜂

𝜂

ª®¬ exp ©­«
𝜏∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏 = 𝑑𝑏1𝑡−𝑏2

𝑑∫
𝑡

𝜏𝑏2−𝑏1−1 𝑑𝜏 =
𝑑𝑏2𝑡−𝑏2 − 𝑑𝑏1𝑡−𝑏1

𝑏2 − 𝑏1
,

следовательно,

𝑣12 (𝑡) ∈


𝐶∞ [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∈ N,
𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∈ N,
𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N, −𝑏2 ∉ N,

𝐶 [−𝑏2 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N, −𝑏2 ∉ N, −𝑏2 < −𝑏1 .

При 𝑏2 − 𝑏1 = 0

𝑣12 (𝑡) = 𝑑𝑏1𝑡−𝑏1

𝑑∫
𝑡

𝜏−1 𝑑𝜏 = 𝑑𝑏1𝑡−𝑏1 ln
𝑑

𝑡
∈

{
𝐶 [−𝑏1 ] [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∉ N,

𝐶−𝑏1−1 [0, 𝑑], если − 𝑏1 ∈ N.

Заметим, что в теорему 5 не вошёл случай слабого вырождения, когда в уравнении (16) 𝑎2 (0) ≠ 0.
Также на примере покажем процесс построения решения начальной задачи для этого уравнения.
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Пример 7. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (𝑡) = 𝑡3, 𝑎2 (𝑡) = 𝑡, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑏2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0, 𝑓 = 0.

При сделанных предположениях найдём функцию 𝑣 (𝑡), удовлетворяющую однородному уравнению
(16) и условию (32). Следуя теореме 5 (4◦), запишем общее решение этого уравнения 𝑣 (𝑡) = 𝑣 (𝑡,𝐶1,𝐶2) =
𝐶1𝑣02 (𝑡) +𝐶2𝑣12 (𝑡), где

𝑣02 (𝑡) = exp ©­«
𝑑∫

𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ =

( 𝑡
𝑑

)−𝑏2
,

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 𝑑𝜂

𝜂3
ª®¬ exp ©­«

𝜏∫
𝑡

𝑏2 𝑑𝜉

𝜉

ª®¬ 𝑑𝜏𝜏 = 𝑡−𝑏2

𝑑∫
𝑡

exp
(
𝑏1

2𝜏2 − 𝑏1

2𝑑2

)
𝑑𝜏

𝜏1−𝑏2
,

при этом для 𝑘 < −𝑏2 lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
12 (𝑡) = 0,

lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) =


0, если 𝑘 < −𝑏2,

𝑑𝑏2 (−𝑏2)!, если 𝑘 = −𝑏2 ∈ N,
∞, если 𝑘 > −𝑏2 ∉ N,

0, если 𝑘 > −𝑏2 ∈ N.

Таким образом, условие (32) выполняется для любого решения уравнения лишь при единственном
значении 𝑣0 = 0. Однако для любой произвольной постоянной 𝑣0 можно найти решение однородного
уравнения (16), удовлетворяющее условию

lim
𝑡→0+

𝑣
(𝑘 )
02 (𝑡) = 𝑣0 .

В следующем примере мы покажем, что дифференциальные операторы 𝐿1, 𝐿2 в уравнении (16)
𝐿𝑣 (𝑡) ≡ 𝐿1𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) совсем не обязательно должны быть вырождающимися.

Пример 8. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (16) имеют вид

𝑎1 (0) = 0, 𝑎1 (𝑡) > 0 при 𝑡 > 0, 𝑎′1 (0) = 0, 𝑎2 (𝑡) = 1, 𝑏1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≠ 0, 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] .

Тогда уравнение (16) запишется в виде

(𝑎1 (𝑡)𝑣 ′ (𝑡))′ +
(
𝑏1 (𝑡) − 𝑎′1 (𝑡) + 𝑏2𝑎1 (𝑡)

)
𝑣 ′ (𝑡) + 𝑏2𝑏1 (𝑡)𝑣 (𝑡) = 𝑓 (𝑡). (33)

Если 𝑏1 (0) ≠ 0 и 𝑎′1 (0) = 0, то для произвольной функции 𝑓 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0, 𝑑] ограниченное на [0, 𝑑]
решение уравнения (33) может быть построено, как и прежде, в два этапа.

Если 𝑏1 (0) > 0, то из уравнения 𝐿1𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡), учитывая представление (21), определим

𝑢 (𝑡) =
𝑡∫

0

𝑓 (𝑠)
𝑎1 (𝑠)

exp ©­«−
𝑡∫

𝑠

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝑠,
а затем из невырождающегося уравнения 𝐿2𝑣 (𝑡) = 𝑢 (𝑡) найдём 𝑣 (𝑡). Получим

𝑣 (𝑡) = 𝐶 exp(−𝑏2𝑡) + exp(−𝑏2𝑡)
𝑡∫

0

𝑢 (𝜏) exp(𝑏2𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝐶 exp(−𝑏2𝑡) + exp(−𝑏2𝑡)
𝑡∫

0

©­«
𝜏∫

0

𝑓 (𝑠)
𝑎1 (𝑠)

exp ©­«−
𝜏∫

𝑠

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬𝑑𝑠ª®¬ exp(𝑏2𝜏) 𝑑𝜏 .

Функция 𝑣 (𝑡) не зависит от 𝑑 , т. е. определяет ограниченные решения на полуоси. Заметим, что при
𝑡 > 0 существует неограниченное решение однородного уравнения (33), которое имеет вид

𝑣12 (𝑡) =
𝑑∫

𝑡

exp(𝑏2 (𝜏 − 𝑡)) exp ©­«
𝑑∫

𝜏

𝑏1 (𝜉) 𝑑𝜉
𝑎1 (𝜉)

ª®¬ , lim
𝑡→0+

𝑣12 (𝑡) = ∞.

Полученные в рассматриваемом случае формулы для решений уравнения (33) согласуются с исследо-
ваниями авторов, проведёнными в [3].
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